SUR LA CONJECTURE DE SAITO-KUROKAWA (D'APRES H. MAASS)

D. ZAGIER
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Il existe une correspondance bijective entre les formes
modulaires & une variable et certaines formes modulaires pour
le groupe modulaire de Siegel de degr& 2. Ce fait a &t& con-
jectur& indépendamment en 1977 par H. Saito et N. Kurokawa a
partir de calculs numériques explicites pour les coefficients
de Fourier des formes de basse dimension. Dans l'article
{81, Rurokawa décrit 1l'espace des formes modulaires de Siegel
que l'on doit obtenir de cette fagon et donne quelques
exemples. Il fait la remarque que ces formes ne satisfont
pas & la conjecture de Ramanujan g&€néralis&e. Dans une série
de trois articles [12-14] parus dans les Inventiones
Mathematicae en 1979 et compl&t&s par un article d'Andrianov
{2], Maass d€montre l'existence de cette correspondance dans
le sens contraire, sans toutefois en pouvoir démontrer la
bijectivité. ©Notre but est d'expliquer scus une forme
simplifi&e les résultats de Maass-Andrianov et en méme temps
de démontrer compl&tement la conjecture de Saito-Kurokawa.

On raméne celle-ci & des questions sur la relation entre
formes modulaires de poids demi-entier et formes de poids
entier qui avaient &t& ré&solues antérieurement par les
travaux de Shimura [21], Niwa [15] et, dans la forme précise
dont on aura besoin, par Kochnen [6]. On signale que la
conjecture a &té &tudi&e du méme point de vue par Eichler,
qui obtient &galement des résultats dans le cas (non traité
ici) des formes de niveau > 1.

§1. Rappels sur les formes modulaires ordinaires et de

Siegel. Conjecture de Saito-Kurokawa.

Pour fixer les notations, on rappelle trés bri&vement
les propri&t&s les plus importantes des formes modulaires en
une variable. Pour k un entier positif et pair on note M
l’espace des formes modulaires sur T = SLZ(Z), c'est-d-dire
des fonctions f:H ~ € (H demi-plan supBrieur complexe) satis-
faisant &
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él—%—%) = (c1T + d)kf(T) ((2 g)er, T€H) (1)

£ (CT

et ayant un développement de Fourier

o

£(0) = 2, a(mg® (q = 2T, (2)
n=0
et par Sp le sous-espace des formes paraboliques (a(0) = 0).

On associe 3 fesy la sé8rie de Dirichlet Lf(s) =nzl a(n)n”~S.
Pour tout premier p on a l'opérateur de Hecke T(p):Sk + Syi
l'espace Sy a une base canonique donnée par les formes pro-
pres simultanées de ces opérateurs et la série L d'une telle

forme a une décomposition en produit eulérien du type
Le(s) =TT - 2075 + p1729)70  xme = 6. (3
P

D'aprés la conjecture de Ramanujan-Petersson, démontrée par
Deligne, le polynéme 1 - Apt + pk‘lt2 apparaissant en (3) a
des racines conjuguées complexes, c'est-a~dire

A2 < 4 pfH v p). (4)

La définition des formes modulaires de Siegel (de
degré 2) est analogue, sauf que l'on remplace T par

I, = Spu(Z) et 1eH par une variable Z dans le demi-plan su-
périeur de Siegel H,, c'est-a-dire

Z = (; :J, T,T'€H,zel, Im(z)? < Im(t)Im(t'). (5)

L'espace My (I'2) des formes modulaires de poids k pour T

est formé des fonctions F:H2 +~ ¢ satisfaisant & la loi de
transformation

F(AZ+B) (CZ2+D)~1) = det(CZ+D)kF(Z) (6)

((2 g)erz, A,B,C,DEM, (%))
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et ayant un développement de Fourier de la forme

F(Z) = § a(Qe?™QZ (7)
030

21i(nt+rz+mt’
= 7 A{n,r,m) e (nT )
r

n,xr,m

oll la sommation porte sur les formes quadratiques binaires

semi-définies positives

Q0 = [n,r,m] = nx*rxy+tmy? (8)

(n,r,m€Z, n,m>0, 4nm - r’>0)

(on a préféré ici le langage des formes quadratiques 3 la no-
tation matricielle (rﬁzréz) habituelle). Le sous-espace

Sk (T2) des formes paraboliques est dé&fini de la méme fagon
mais avec Q > 0 (c'est-a-dire 4nm > r?). La théorie des opé-
rateurs de Hecke, bien plus difficile dans ce cas que dans
celui des formes sur SL.{&), a &té développée par Andrianov
[1], qui montre comment associer 3 une forme F propre pour ces

opérateurs une série de Dirichlet de la forme

-1

Zp(s) éW;ZF'P(p'S) . (9)

ol Zp (t) est un polynbme de degré 4 dont les coefficients
dépendent des valeurs propres de F pour T(p) et T(p?) (nous
n'allons pas préciser). Ce qu'ont découvert Saito et Kurokawa
est que, pour certaines formes F et pour des petites valeurs
de p, ce polynbéme a la forme

2k-3 tz]

— k-1 k-2
ZF p(t) =(1-p t)(1 - p t)[l - Apt +p (10)
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ol Ap est la valeur propre de T(p) pour une certaine forme
propre ££5,, . qui dépende de F mais non de p; ceci méne 3
la

CONJECTURE DE SAITO-KUROKAWA (version faible): Il y a une

correspondance f ++ F entre SZk—2 et un certain sous-espace

de 8. ({l';), caractéris&e par 1'identité

zF(s) = c(s—k+1)c(s—k+2)Lf(s) (11)

des séries de Dirichlet associées.

Comme on l'a déja mentionné, 1l'équation (11) (ou méme
(10) pour une valeur de p) implique que la forme F en question
ne satisfait pas 38 la conjecture de Ramanujan—Petersson géné-
ralisée qui voudrait que les racines du polynbme ZF'p(t)
soient toujours de valeur absolue p~k+3/2, Par contre,
Kurokawa conjecture gue toute forme propre FESy (I'2) ne
provenant pas d'une forme de SZk—2 satisfait 3 cette hypo-
thése. Les dimensions de Sk(Fz) et SZk—Z pour k petit sont
données par la table

k !<10 10 12 14 16 18 20
: |
dim S5, _5 % 0 1 1 1 2 2 2
’
dim 8, (T2) I 0 1 1 1 2 2 3

et pour la forme propre en S,,(T'2) qui n'est pas assocife &
un élément de S;g Kurokawa a vérifié pour p = 2, 3 que
Zp,p(t) = (1 - ot +p?7eH) (1 - Bt + p’7t?) avec |o|,

]

14
81 < 2 p*7/2,
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§2. L'espace de Maass. Formes de poids demi-entier.

Enoncés des théordmes.

L'investigation de Maass est bas€e sur 1'étude d'un
certain sous-espace de Mk(Pz) qu'il appelle le "Spezialschar"
et que nous allons appeler l'’espace de Maass. C'est 1l'espace
des formes (7) dont les coefficients de Fourier satisfont aux
identités

A(n,r,m) = X dk

a>o
d| (n,x,m)

-1 r mn .

((n,xr,m) # (0,0,0)).

On note cet espace (resp. son intersection avec Sk(Tz)) par
Mﬁ(?z) (resp. Si(Fz)). Alors la conjecture précise faite par
Kurokawa dans [8] est

CONJECTURE DE SAITO-KUROKAWA (version forte): L'espace
Si(rz) est engendré par des formes propres vour les opéra-

teurs de Hecke. Il y a une correspondance bijective entre

ces formes et les formes propres de SZk—Z donnée par la rela-

tion (11) entre les séries L.

La définition un peu étrange de l'espace de Maass a &té
faite pour des raisons empiriques: il a été découvert par
Saldana [20] que les coefficients de Fourier des séries
d'Risenstein pour T, satisfont & (12) (ce qui fut démontré
ensuite par Maass [9]) et par Resnikoff et Saldana [19] que
les mémes relations sont satisfaites par les coefficients de
certaines formes de Siegel paraboliques; ces calculs ont mené
Maass en [11] et puis de fagon plus systématique en [12-14] &
considérer l'espace défini par (12). Nous allons donner une
définition plus naturelle de l'espace de Maass. Si
Q = [n,r,m] est une forme quadratique binaire définie, on

2

note par d(Q) = 4nm-r“° la valeur absolue de son discriminant

et par e(Q) = (n,r,m) le p.g.c.d. de ses coefficients, de
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facon que Q est e(Q) fois une forme primitive (donc avec

e = 1) de discriminant -d(Q)/e(Q)?. Alors on a le

Théoréme 1: Soit F une forme modulaire de Siegel de degré 2et

de poids k avec le développement de Fourier (7). Alors les

conditions suivantes sont &quivalentes:

i} F appartient 3 1'espace de Maass, c'est-3-dire les

coefficients A(Q) satisfont aux relations (12);

ii) les coefficients A(Q) ne dépendent gue de d{(Q) et
de e(Q);

iii) les coefficients A(Q) pour Q primitive ne dépendent

que de d(Q).

Avant d'énoncer le deuxi@me théor&me, il nous faudra
rappeler des résultats sur les formes modulaires de poids
demi-entier. Une forme modulaire de poids k - 1/2 (keN) sur
le groupe T (4) = {(2 g)eSLz(Z) | ¢ =0 (mod 4)} est une
fonction h:H + € holomorphe et satisfaisant aux conditions de

croissance usuelles aux pointes telle que

aT+b) (13)

ct+d

h( k-1/2

2 Py (er+a)

e @ n(r) (& Derg()

ol Ek(z g) est une certaine racine 8-iéme d'qgité,'dﬁfinie
par exemple par le fait que la série théta (E e2min T) 2k-1
doit satisfaire & (13). La théorie des tellesmformes a été
initi&e par Shimura [21], gui a défini des opérateurs de
Hecke et montré comment associer & une forme de poids k - 1/2
sur [y(4) (ou T (4N), NER propre pour ces opérateurs une
forme propre de poids 2k~2 ayant pour presque tout premier p
les mémes valeurs propres; il conjecturait que le niveau

des formes de poids entier obtenues ainsi est 2N, ce qui fut
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démontré aprés par Niwa [15]. Cette correspondance

Mk-l/z - M2k_2 n'est pourtant pas parfaite, car méme dans le
cas N = 1 il existe des formes propres non proportionnelles
de poids k - 1/2 ayant les mémes valeurs propres pour presque
tous les opérateurs de Hecke. Récemment, Kohnen [6] a pu re-
médier & ce défaut en introduisant un certain sous-espace de
Mk-1/2' défini pour N = 1 et k pair comme 1l'ensemble des
formes h satisfaisant a (13) et ayant un développement de
Fourier de la forme

h{t) = 2: c(n) e2minT (14)

n=>Q0
n=0 ou 3 (mod 4)

+ +
On note par Mk—l/z cet espace et par Sk—1/2 le sous-espace
des formes paraboliques (c(0) = 0}. Alors on a le

Théoré&me (Kohnen [6]): Soit k > 0 un entier pair. L'espace

M;—l/Z est stable par les opérateurs de Hecke dé&finis par

T(p)h(1) = > (15)
n=>0
n=0 ou 3 (mod 4)

k-2

[C(pzn) + (-_Fn)p c(n) + p2k_30(n/p2)) g2mint

et posséde une base (unique 3 des permutations et des multi-
plications par des scalaires pr&s) de formes propres pour ces

opérateurs. Il y a une bijection canonique entre ces formes

propres et les formes propres dans Mo telle que les

valeurs propres des formes correspondantes sont les mémes.

. .3
Pour 1'obtenir, on pose pour h==§:c(n) gt € M1/, €t D le

discriminant d'un corps quadratique imaginaire

Sph(1) = Lc(0)L (2-k) (16)

O 2 .

- 2

+ 25 2 eGzinp |20
n=1 d(rl
a>0
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. D, -8 + .
(0R Lp(s) = L@ 5 (8)/t(s) = J(Dn 7); alors SpHEM,, ,, 1'ap-
plication Sg commute aux opérateurs de Hecke, et il y a une

. . . . + . . .
combinaison lin&aire des SD qui est un isomorphisme.

Kohnen démontre ce résultat &galement dans le cas de k
impair, ot il faut remplacer "n=0 ou 3" par "nz0 ou 1", (%?)
par (%), et D par 1 ou le discriminant d'un corps gquadratique
réel, mais nous n'aurons besoin que du cas cité ici. Nous
pouvons maintenant formuler le résultat principal de cette
note.

Théor&me 2: Il y a un isomorphisme canonique, commutant aux

opérateurs de Hecke, et faisant correspondre des formes para-

boliques & des formes paraboliques, entre 1'espace Mi(rz) de

Maass et 1l'espace M;—l/z de Kohnen, donné comme il suijt:

Si Femi(rz) a le développement de Fourier (7), on pose

= 2 _ -
c(o) = ZTT:ETA(O) pour tout~n positif et congru 0 ou 3
{mod 4), et c(n) = A(Q,), ou Q, est une forme binaire primi-

tive quelconque de discriminant -n. Alors la fonction h

définie par (14) appartient & M§—1/2 inversément, pour

hEM]*('_l/2 avec le déeveloppement de Fourier (14), la fonction

définie par (7) avec

Al = 2, a 'l [a(o)/dz] @ # 0) (17)
ale(Q)
d>0

et A(0) = 3z(1-k) c(0) appartient 2 M¥(T,).

Corollaire: La "version forte" de la conjecture de Saito-

Kurokawa est vraie.

La plus grande partie de ce théor@me est contenue dans
les travaux de Maass-Andrianov, dont nous rappelons bridve-
ment le contenu pour faciliter la comparaison avec notre ré-
sultat. L'idée essentielle d'associer & une forme de M;(Fz)
une forme de poids demi-entier est déja contenue dans le
premier papier de Maass [12], ol il 1l'emploie pour démontrer
que la dimension de M;(Fz) est au plus é&gale 3 celle de
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M2k—2‘ Dans le deuxiéme papier [13] il montre 1'&galité de
ces dimensions par le moyen de l'application inverse (demi-~
entier + Siegel). Dans le troisi@me [14] il étudie la fonc-
tion zéta d'une forme propre de S;(Fg) et montre gu'elle a la

forme (11) pour une certaine forme propre feS Pour ceci

il a besoin d'une certaine hypothé&se sur les ggegficients de
Fourier; cette hypothdse a été éliminée par Andrianov [2],
qui a démontré en méme temps l'invariance de l'espace de
Maass par les opérateurs de Hecke. Les deux auteurs ont
utilisé les résultats de Shimura. Les améliorations données
ici consistent en ce que l'espace M;—l/z est plus naturel et
a une définition plus simple que l'espace des formes de poids
demi-entier dans lequel Maass envoie son espace (ce qui per-
met de simplifier les démonstrations de [12] et [13]) et que
1'on dispose des ré&sultats, plus précis que ceux de Shimura,
de Kohnen (ce qui permet d'éviter entidrement les arguments
donnés en [14] et [2]).

Signalons aussi l'article trés récent [4] de Evdokimov,
ol 1'auteur redémontre l'invariance de l'espace de Maass par
les opérateurs de Hecke et dé&montre pour une forme propre
FESk(Fz) 1'&quivalence des trois énoncés suivants:

i) F s]’;(rz)
ii) ZF(S) est donnée par (11l) pour une forme propre
£ES ox-27
iii) ZF(s) a un pble simple en s = k (d'aprés

Andrianov [1], c'est le seul pSle possible pour la fonction
zéta d'une forme en sk(rz)). L'implication i)+ii) est le
résultat de Maass-Andrianov et l'implication ii)-+iii) est
triviale; les implications contraires donnent une autre ca-
ractérisation de l'espace de Maass que celle du Théoré&me 1.

La démonstration du Théor@me 2 sera donnée au §3; on

montre ici comment en déduire le corollaire. D'aprds le
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Théoréme 2.4.1 d'Andrianov [1l], la relation entre la fonction
z8ta d'une forme propre Fesk(5 ) et ses coefficients de

Fourier est donnée par la formule

h(D) D) = o
A, |og(s) = p(s=ki2) D) 2, — 3, (18)
1=1 i=l m=1 m

ol D est le discriminant de n'importe quel corps quadratique
K et Qi (i=1,...,h(D)) des représentants pour les classes

d'équivalence des formes binaires quadratiques définies posi-
tives de discriminant D. Si 1'on suppose F dans l'espace de
Maass, alors les coefficients de Fourier A(Qi) et A(in) sont

ind8pendants de i et donnés d'apré&s le Théoréme 2 par

_ 2
a(Q;) = c(Ip]), AmQ;) = <1§[‘:'n & o @, i),

+
k-1/2
qui correspond 3 F., En divisant les deux membres de (18) par

h(D) on obtient donc

oll les c(n) sont les coefficients de la forme propre hes

2
c(Ip]) zy(s) = g(s—k+2)LD(s-k+2)g(s—k+1)25(—“—s’7?—ll .
n=1 n

D'autre part, d'aprds le théoréme de Kohnen, la forme S;h dé~
finie par (16) est multiple scalaire de la forme propre nor-

malisée fes ayant les mémes valeurs propres gque h.

2k-2
L'éguation (16) entrafne alors S;h = c(|D])f et

> 2
c(IpDIg(s) = 1y (s-ke2) p @ lpl)
n=1

n

En comparant les deux dernidres équations et en choisissant
D tel que c{|D]) # 0 (ce qui est toujours possible, car
h Z 0) on retrouve la relation (l1) de Saito-Kurokawa; la

correspondance
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P
SETy)  —=—w s, > Sox-2
Théoréme 2 Théoréme de

Kohnen

est donc bien la méme que celle de leur conjecture.

§3. Développement de Fourier-Jacobi. Démonstrations des

théorémes.
Nous commengons par construire une application
Mk(Fz) > M;—l/z dont la restriction 3 l'espace de Maass sera

1'isomorphisme du Théoréme 2.

Théoréme 3: Soit FEMk(FZ) avec le développement de Fourier
(7). On pose

cg(n) = A(n,0,1), ci1{n) = A(n,1,1).

] - Z 4n 2 in-1 _
Alors la fonctlon h(t) = =0 co(n)q + =t cl(n)q appar
tient 3 Mk—1/2'

Démonstration: La fonction F(Z) = F{t1,z,7') satisfait aux

équations de transformation

(cT+d)—kF(aT+b 4 [+

2
D@ Bery  (va

| t
F(r,z,1") ctid ‘ctxd’" o+

F(1,2,1') = F(1,2+sT,T '+2s2+s%1) (s€Z) , (19b)

comme on le voit en appliquant (6) aux él&ments

a J 1 -s
1
de T';. Soit

F(t,z,t") = Z ¢m(r,2)e2ﬂimt' (20)
m=0
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le développement de Fourier de F par rapport & la variable

T'; alors les équations (19) deviennent

27imcz?
+b =
¢m(%%13’ Eﬁ%ﬁ) = (C'r+d)k e €T o (Tr2), (21a)
- 1 2
¢m(T,z+sr) - e 2mim(2sz+s T)¢m(T,Z). (21b)

D'apré&s (7), la fonction ¢, @ un développement de Fourier
de la forme

¢m(T.Z) = Z A(n,r,m)q"z" (22)
n,x€z
4nm>r?
2mwiT 2niz
(g =e ’ = e ).

Nous appelons une fonction ¢m sur H x € satisfaisant a (21) et
(22) une forme de Jacobi (de poids k et indice m) et (20) le

développement de Fourier-Jacobi de la forme modulaire de

Siegel F.

On consid@re maintenant le premier coefficient ¢;.
L'équation (21) entrafne A(n,r,l) = A (n-rs+s?,r-2s,1l), donc
avec s - [g]

2

r . _
co(n - 7f0 sir =0 (mod 2),

A{n,r,1) = r2-3 (23)
cl(n - = ) s1i r=1 (mod 2).

Ceci implique
¢ (t,z) =h ()0 {(1,2) + h_(1)O (71,2) (24)
1 0 ¢ 1 1

oll
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hp(0) = 23 cpm g% ny(0) = 2 oy ma™t/*
= n=0
et
r2/4
8, (1,2) = > q *
. o=

r=zi (mod 2)

L'égquation (2la) appliquée a (Z 2) = (g _é) nous donne alors

1 -1 z

- -1.. -1z
ho(TFQQO(f;v?) + hl(f;ool( =)

T'T
.2
27iz

T
= Tke (hO(T)@O(T,Z) + hl(T)Gl(T,ZO H

d'autre part, on obtient ais&ment & l'aide de la formule de

sommation de Poisson les identités

.2
~ 1 z ”F 2riz"/t
‘:!0 (T'?) = 37 e / (@o (t,2) + @l(T,Z)) I3

't

'rr'2
@l(:l z =‘dé%—e2“lz /T <@0(T,z) - Ol(T,z)>.

Les fonctions &, et @l &étant linéairement ind&pendantes

0
(1'une est une fonction paire, l'autre une fonction impaire

de ), ceci implique

ho(_l/T) 1+i Tk_l/2<h0(r) + hl(T)),
(25)

i} 1+ k-1/2 -
hl( 1/t) T (ho(r) hl(T)).

D'autre part on a évidemment hO(T+l) = ho(T), hl(r+1) = -i hl(T)-
On en dé&duit pour la fonction h (1) = h0(4T) + hy (41) :
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h(t+l) = h(T1),

T -1 . -1
hizrry = Polgesr) - 1 by gD

- l_‘z‘i_(cnﬂ)k‘l/2 ((1—i)h0 (4T+l)+(lT+i)hl(4T+l)>

k-1/2

= (41+1) h(T)

Le groupe (libre) T, (4) &tant engendré par les matrices (% i)
et (i g), il en suit que la fonction h est une forme modu-
laire de poids k-1/2 par rapport 3 ce groupe; elle a en plus

un développement de Fourier de la forme (14) avec

co(n/4) sin = 0 (mod 4)
c(n) = (26)
cl((n+1)/4) n = 3 (mod 4) y
(o} autrement

donc heM;_l/z. Le théoradme 3 est démontré.

Avec c(n) donné& par (26), l'identité (23) devient
simplement A(n,r,1) = c(4n-r?); elle exprime le fait que le
coefficient A(Q) en (7) pour une forme Q qui représente 1 ne
dépend que du discriminant de Q, ce qui est d'ailleurs clair
puisque deux telles formes du méme discriminant sont tou-
jours équivalentes. Pour la méme raison on a A(l,r,m) =
c{4m-r?). Pour F dans l'espace de Maass les &quations (12)
deviennent donc

k-1 _,4nm-r?
c

Atn,rm) = ) @l (BREE (27)

d{(n,r,m)

ce qui est éguivalent & (17). Ceci montre gue l'application

* +
de Mk(Fz) en Mk—l/2

du Théordme 2. L'injectivité de cette application est claire,

donnée par le Théor&me 3 est bien celle

car (27) définit tous les coefficients de F & partir de ceux
de h. Pour démontrer la surjectivité, il faut montrer que
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pom:E:c(n)anM;_l/z la fonction F définie par (27) et (7) est
une forme modulaire de Siegel (gu'elle appartient 3 l'espace
de Maass est alors évident). On se contentera d'en esquisser
la démonstration, que 1l'on peut trouver dans Maass [13].

Soit donc heM;_;5 comme en (14) et F la fonction don-
née par (27) et (7). I1 suffit de démontrer gue F satisfait
a8 1'équation (19a). En effet, 1'égalité de A{(n,r,m) et
A(m,r,n) entrafne alors gue F satisfait 3 la méme équation
avec les rbles de T et 1' &changés, et la forme du développe-
ment de Fourier implique que F est périodique de période 1
par rapport 3 toutes les trois variables et satisfait a (19b);
les transformations correspondantes engendrent le groupe de
Siegel. Nous devons donc vérifier gue les fonctions ¢m dé-
finies par (20) (ou (22)) satisfont & 1'égquation (2la).

Cela se fait pour m=l en faisant les mémes calculs que dans
la démonstration du Théor@me 3 mais dans le sens contraire:
on vérifie que les fonctions ho(T) =§:c(4n)qn et h1(T) =

2 (4n—l)qn—l/4

fonction ¢; donnée par (24) satisfait a (2la) pour (2 g) =

satisfont a (25) et par conséquence que la

(g _g), donc pour tout (2 g)er. En é&crivant les développe-
nents de Fourier de ¢1 et ¢m on s'apergoit gue la fonction
¢m(1,0) est l'image de la fonction ¢l(T,0)€Mk par l'opéra-
teur de Hecke Tm ordinaire. Il est donc naturel d'essayer
de définir un opérateur de Hecke pour les formes de Jacobi
et de 1l'utiliser pour déduire des propriétés connues de ¢;

celles de ¢p. En effet, cela est possible: si l'on pose

_2rimcz2

_ k-1 -k cTt+d at+bh m z
Tpoy(T,2) = m azb(CT+d) € ¢ Grrars=a
G a

oll la sommation porte comme d'habitude sur un syst@me de
représentants pour les matrices (2 g)EMZ(Z) de déterminant m
modulo multiplication & gauche par des &léments de SLZGZ),
alors on vérifie facilement que Tp9p est bien définie (c'est-
a-dire indépendante du choix des représentants), qu'elle est
une forme de Jacobi de poids k et indice m, et (en choisis-
sant les (2 g) triangulaires) qu'elle a le méme développement
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de Fourier que ¢m. La fonction ¢m satisfait donc & (21la)

pour tout m>i. Enfin, pour m=0 on trouve

0 si r<o0,

o (n) c¢(0) si r=0, n>0,
A(n,r,0) = k-1

3T(1-k) c(0) si r=n-0,

ol Oy (M) désigne comme d'habitude la somme des (k~1)-i2mes

puissances des diviseurs positifs de n. On a donc ¢4 {T,2)

_ . _ 1 - n
= c(0) G, (1) (indépendant de z), ol G = 52 (1 k)+n§odk_l(n)q

est la série d'Eisenstein en M, , et (2la) est satisfait pour

k
m=0 aussi. Cela termine la démonstration du Théoréme 2.

I1 reste 3 &tablir le Théoréme 1. Les implications
i)=ii)®>iii) sont triviales., Soit donc F une forme de Siegel
ayant la propriété iii), donc telle que A(Q) = c{(d(Q)) pour
toute Q primitive et des certains coefficients c(n), n=0 ou
3 (mod 4). Le Théoréme 3 implique que ces coefficients sont
;—1/2 . et
en soustrayant de F la forme en Mk(Fz) assocife a h par le

les coefficients de Fourier d'une certaine forme heM

Théoréme 2, on peut se ramener au cas c{n)=0. L'&noncé qu'il
nous faut démontrer est donc: si F est une forme modulaire
par rapport & T, dont les coefficients de Fourier A(Q) s'an-
nullent pour toute forme Q primitive, alors Fz0. Pour le
voir, soit m le plus pgtit ent%er tel que ¢m¢o et j le plus
petit entier tel que ¢;(T)= ggi-¢m(r,z)|z=o £0. Alors ¢% est
une forme modulaire (méme parabolique si j>0) de poids m + 2j
sur SLZZ, et l'hypoth&se faite sur F gntraine que m>1 et que
le n-i2me coefficient de Fourier de ¢% est nul pour tout n
avec (n,m) = 1; il est bien connu qu'une telle forme n'existe

pas.

§4, Compléments.

1. Séries d'Eisenstein

Le groupe F0(4) ayant deux pointes régulidres, il y a
deux séries d'Eisenstein de poids k-1/2 pour ce groupe, mais
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une seule (3 une constante pr&s) gqui appartient 2 Mk 1/2¢
c'est la forme Hk-l introduite par Cohen [3]. Son développe-
ment de Fourier, donné par Cohen, se déduit de 1'&noncé du
théoréme de Kohnen donné au §2, car, pour chague discriminant
D d’un corps quadratique imaginaire, S (H 1) doit étre mul-
tiple de la série d'Eisenstein G, _, = —;(3 2k) + Jo,, 3 e
My s Ce qui entratne (d'apré&s (16))

©

B _q (1) = > HE-1,N) ¢
N=0

avec

D, k-2 _ H(k-1,0) _
gr:l( Fa “H(k- 1 IDI) = ohrT Lp (2K 0g 3 (n),
donc (avec une normalisation convenable)
z (3-2k) si N=0,
H(k-1,N) = 0 si N=1,2 (mod 4),

D, k-2

kL (2—k):z:u(d)(—)d ) si N=|D|n%>0.

Gox-3 (d

Or, & une constante multiplicative prés, la forme EEME(FZ)
qui correspond & #y _, sous 1'isomorphisme du Théoréme 2 est
forcément la série d'Eisenstein

G]iz) (z) = 2. det(cz+mF

(ZEHZ)
{c,p}

(sommation sur un syst@me de paires de matrices non-

associées, symétriques et sans facteur commun C,DEM2 (Z)),

car c'est la seule forme propre non paraboligque en Mk(Pz).

Les coefficients de F sont donnés d'aprds le Théoréme 2 par

A(0) = 3T(1-k) H(k-1,0) = Lr(1-k) (3-2K),
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A = 2, dlmk-1,a@/a%) (@3>0, 0#0);
dle(qQ)
le terme constant de Géz) &tant 1, son coefficient Q-i&me

doit &tre A(c)L

A(Q). On retrouve alors le développement de
Fourier obtenu (avec des calculs bien plus compliqués) par

Maass ([9], correction en [10]).

2. Formes de Jacobi. Formule de trace

Désignons par J (k,meN) l'espace des formes de Jacobi

k,m
de poids k et indice m au sens du §3. Le contenu essentiel
de ce papier était la construction de deux isomorphismes

canoniques et commutant aux op&rateurs de Hecke

S~

+
k,1 My_1/27

*

Mk(rz) s J
le premier &tant la restriction & l'espace de Maass de 1'ap-~
plication Mk(Fz) - Jk 1 qui envoie une forme de Siegel & son
premier coefficient de Fourier-Jacobi, le deuxi@me 1l'applica-

(n+r2)/4gr

tion qui envoie z:c(n) q" sur n:§r2(4)c(n) q Une

fois ceci &tabli, la conjecture de Saito-Kurokawa sur la

correspondance entre M;(Fz) et M suivait imm&diatement

2k-2
des résultats de Kohnen sur la correspondance entre M;-1/2

et My _,-
pour les opérateurs de Hecke en poids demi-entier due &

Or, ceux-ci sont basés sur une formule de trace

Niwa [16]. On peut donc demander s'il est possible de dé-

montrer directement la correspondance J «* My, Par moyen

d'une formule de trace, sans passer parkiés formes de poids
demi-entier, et retrouver ainsi la conjecture de Saito-
Kurokawa. Cela s'av@re praticable: par une formule ana-
logue & (15) on peut définir pour chaque premier p un opéra-

teur de Hecke sur J (3 ne pas confondre avec 1l'opérateur

k,m
T :J +J. utilisé au §3) et en calculer la trace au moyen
m*“k,1l "k,m

d'une fonction noyau comme dans le cas des formes modulaires
ordinaires, et le résultat que 1l'on trouve pour m=1l est
identique avec la formule d'Eichler-Selberg pour
Tr(T(p)’MZk-2)' Les calculs, qui seront décrits en [5], sont
un peu étranges: par exemple, parmi les nombres de classes qui
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interviennent comme contributions "elliptiques" dans le cas
classique, tous apparaissent ici de la méme fagon sauf un
seul, qui se retrouve maintenant parmi les termes paraboliques
et se présente 13 sous la forme d'une série infinie repr&sen-
tant la valeur & s=1 d'une série L. Il serait intéressant
d'interpréter les résultats que 1l'on trouve pour les traces

des opérateurs de Hecke agissant sur J , m>1.

k,m

3. Représentation de Weil

La représentation de Weil fournit un outil pour cons-
truire des correspondances entre des espaces de formes modu-
laires & partir des séries thétas. La théorie générale en a
&té& développée par Rallis et Schiffmann (voir e.g. [181), le
cas spécial des séries thétas associées & des formes guadra-
tiques indéfinies de signature (2,n-2) ayant &té &étudié au-
paravant par Oda [17]. Dans ce cas, on obtient une corres-
pondance entre des formes modulaires ordinaires (de poids
entier ou demi-entier, selon que n est pair ou impair) et des
formes sur SO(2,n-2). Les cas S0(2,1)~SL,(R) et S0(2,2)~
SL; (R) x SL, (R) correspondent aux résultats de Shintani et
Niwa sur la correspondance de Shimura et 3 ceux de l'auteur
[22] sur le relévement de Doi-Naganuma. Les cas S0(2,3)~
Sp4(R) gul nous intéresse ici a été& &étudié le premier par
Kudla [7] dans un papier qui est resté inédit puisqu'il
était supplantg par les résultats plus généraux de Oda et de
Rallis-Schiffmann (oll ce cas particulier n'est cependant pas
discuté explicitement, de fagon gu'il est assez difficile
de traduire leurs résultats en le langage des formes de
Siegel). Quitte & vérifier des détails concernant les choix
des réseaux et caractéres, le niveau des formes obtenues,
etc., la situation comme me l'a expliguée Kudla est comme

suit:

D'aprés le r&sultat principal de {7], la fonction
Q(z,1*) définie par
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*
2: - 21 *
Q(Z,T*) = N3/2 kNN(Z)e TiNT (Z=(; :l)EHer €H),
N>0

ol , ' _k
L
wg(2) = (p(t1'-22) + nr+rz+me'+q)

(p,n,¥,m,q)cz’
4nm—r2-4pg=N

est pour k pair et >8 une forme modulaire sur r, de poids k
par rapport & 2 et une forme modulaire sur T, (4) de poids

k-1/2 par rapport 3 t*. (La fonction O apparait comme pro-
jection holomorphe de la série th8ta attachée par la théorie
de Weil 2 1'espace quadratique (R%,4nm-r?-4pg).) On obtient

donc par produit scalaire

k_% du dv
h(t) -~ Fh(z) = <h,Q> = h(u+iv) 2(2,u-iv)v —5

H/F0(4) v

une application 52—1/2 > Sk(Tz). Le Théoréme 2.3 de [181,
qui est une gén&ralisation du résultat principal de [22],

doit donner dans notre cas l'identité

Q(z,1%) = (const.) 2. wg(z) PN(T*),
N>0

ol PN(T*) est la N-idme série de Poincaré en S;_l/2 (caracté-
. _ __2: ng oF } et &

risée par <h,PN> = ¢c{N) pour h = c(n)qg Sk—l/z et wy

est la sommé des termes avec p=0 dans la s&rie qui définit

w On a donc

N*

h(T) =Zc(n)qn——->}?h(z) = (const.)zc(n) wg(z)
n N

La formule de Lipschitz

D (zt@) ¥ = (comst.) 9 a¥L o*2MAZ (e
qtz d=1

donne alors
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k- 2rid (nT+rzimt')

Fh(Z) = (const)jz: d lc(4nm—r2)e
d=1 n,r,m<x%

n,m>0

C'est la formule du Théor&me 2.
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