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THEORIE DES NOMBRES. — Nombres de classes et formes modulaires de poids 3/2.
Note (*) de M. Don Zagier, transmise par M. Jean-Pierre Serre.

On définit une série d’Eisenstein de poids 3/2 dont la partie holomorphe a des nombres de classes
comme coefficients de Fourier. On en déduit des relations entre nombres de classes analogues 2 celles
de Hurwitz.

1. RELATIONS ENTRE NOMBRES DE CLASSES. — En 1860 Kronecker a trouvé des relations
frappantes entre les nombres de classes de formes quadratiques binaires définies positives.
Ces relations ont €té étudiées et généralisées depuis par de nombreux mathématiciens.
Une telle relation, due 4 Hurwitz (!), est donnée par

Y H@N—s)+ ¥ min(h, x)_‘ st N=0,
se2 oo ‘G(N) si N>0.

Dans cette formule, H (#) est défini pour #n > 0 comme le nombre de classes (?) des
formes quadratiques binaires définies positives de discriminant —»; on pose

H(0)=;—21 et H({n)=0 si n¢gN.

La sommation Y. H (4 N—s?) est donc finie. La deuxiéme sommation porte sur les décom-

s

positions de N en facteurs positifs. La fonction ¢ () est la somme des diviseurs de n.
Le membre de droite de la formule est donc —1/12 fois le coefficient de ™™ dans le
développement de Fourier de la série d’Eisenstein normalisée de poids 2. Notre résultat
principal généralise cette formule :

THEOREME 1. — Soit D le discriminant d’un corps quadratique K. Pour tout N Z 0, soit

seZ N=ir"
A,0>0

c(N) = ZH<4N s) NG > min(}, &),

oi1 la deuxiéme sommation porte sur les entiers totalement positifs , de K de norme A\ = N

Alors Y, ¢(N) e*™™= est le développement de Fourier d’une forme modulaire de poids 2
N=0

D
pour le sous-groupe de congruence Ty (D) et le caractére (~)
Noter que la premiére sommation est finie, seuls les s avec |s| £ 2 J Nets?=4N

(mod D) y contribuant des termes non nuls, et que la deuxiéme est une somme finie de
séries géométriques, donc convergente, Puisque pour chaque D on connaif une base de
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Pespace de formes modulaires de poids 2 pour I'y (D) et (E), on déduit du théoréme

des identités explicites. Par exemple, si D = 5 on trouve

5 @ (d\[, N
C‘N)“rz.,%(s)(d““z)'

2. Strips p’EISENSTEIN DE poIDS 3/2. — Hecke (%) a fait la remarque que, d’apres le
théoréme de Gauss-Hermite, H (N) est 1ié au nombre des représentations de N comme
somme de trois carrés, donc qu’on devrait s’attendre & ce que la fonction

HE)= Y HN)¢® (z€$ = demi-plan supérieur, g = &*™)
N=0

soit une forme modulaire de poids 3/2; si c¢’était le cas, on aurait une explication bien
naturelle de la formule de Hurwitz, car ), H (N—s?) serait le N-iéme coefficient de Fourier

de la forme modulaire 2# (z) § (z) de poids 2. [Ici 0 (z) = Y €?"*.]
Malheureusement, # (z) n’est pas une forme modulaire. On a :

THEOREME 2. — La fonction non analytique

F(D)=H(2)+y 123 B@nn*y)e ™=  (z=x+iyeH),
neZ

o B(t) = (1/16 ™) j u~3% &7 du, se transforme pour Ty (4) comme une forme modulaire
1

de poids 3[2 :

(DGR . (e 2

COROLLAIRE. — La fonction 3 (z) se transforme pour Ty (4) par

az+b\ _[c\f -1\ - _1+if°° 8(t)dt
W(cz+d)—(?1><7) (et dyTH () f6n -a/c(t‘!‘Z)slz.

Pour déduire le théoréme 1, on montre par un calcul direct que la fonction

1 . ’ nizAA’ : ’
W,()\:, 7\'/)=_2_~B(ﬂy(7\’_xl)2)62nizll’__5 imln(“"(n lx l)el " si A >09

y 0 si ALZ0,

zeH, AN eR) az ?W_, 1z (s A7) comme transformée de Fourier. Alors la formule
de Poisson implique que la fonction W (2) = Y. W, (A, A") (sommation sur tous les entiers

A € K) est une forme modulaire non analytique de poids 2 pour I'y (D) et (E> Cette fonc-

tion est une sorte de série théta associée a la forme quadratique indéfinie AA". Le théoréme
1 est maintenant une conséquence de 'identité

i c(Nye™ = % g( .Z_;ii)e(i;‘;f)—wu).

N=0 J (mod 4)
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Les théorémes 1 et 2 sont les analogues pour r = 1 des résultats de H. Cohen (*) pour
r > 1 concernant une certaine fonction arithmétique H (r, N) qui est liée 3 la valeur de

L <r, <:} )" (EI)) et qui pour r = 1 coincide avec H (N). Pour r > 1, Cohen démontre que

YH(r, N) q" est une combinaison linéaire des deux séries d’Fisenstein de poids r+1/2
pour T’y (4), donc une forme modulaire, et déduit ’analogue du théoréme 1 sans le terme
correctif Y. min (A, A'). Pour r = 1, les séries d’Eisenstein en question ne convergent pas
et il faut les traiter par la méthode bien connue de Hecke (5); ¢’est ce qui fait paraitre le
terme non holomorphe en théoréme 2.

3. RELATION AVEC LE GROUPE MODULAIRE DE HILBERT. — On peut associer 4 un corps
quadratique réel K un groupe discret I (groupe modulaire de Hilbert) agissant sur $ x H.
On définit pour tout entier N > 0 une courbe Ty (qui sera non vide seulement pour N un
résidu quadratique du discriminant D) sur le quotient $ x $/I". Ces courbes jouent un rdle
important quand on étudie la géométrie algébrique de la surface Hx H/T. Le nombre
d’intersection de Ty avec T, sur la surface $ x $/T" est égal au ¢ (N) du théoréme 1 ().
D’autre part, les Ty compactes engendrent un sous-espace de H, ($ x H/T") dont la dimen-

sion est liée 4 Ia dimension de Iespace des formes modulaires de poids 2 et de caractére (_>

pour Ty (D). Le théoréme 1 avait été conjecturé par Hirzebruch et 'auteur pour expliquer
cette relation.

Pour s’attaquer a cetie conjecture, on avait introduit en (7) pour chaque k=2 pair des
formes modulaires de Hilbert @y de poids & liées aux courbes Ty, et montré que la fonction

zi> Y N1y 2™ est une forme parabolique de poids & pour T’y (D) et (P_) En inté-

grant la forme N*~! wy de fagon convenable sur la courbe T, on trouve le nombre
4N —s* i
(09 = Zauts, (A5 )+ = Sminh, 3
s D

ol les sommations sont les mémes que dans le théoréme 1 et p, (s, N) est le polynéme
défini par

(s N) = (05 —p* (s —p_), e = %(Si\/sz—‘lN)-

On déduit alors ’analogue suivant du théoréme 1 :
o

THEOREME 3. — Pour k > 2 pair, la fonction . ¢, (N) e*™ est une forme para-
N=1

bolique de poids k pour le groupe T'y (D) et le caractére (13>

Pour D = 1 on trouve

¢(N) = Yip(s, Y HEN=s+ Y. min(h, V)"
seZ :,‘);}22,
A A >0
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le fait que Z ¢, (N) gV soit une forme parabolique de poids k pour SL, Z résulte dans ce
cas de ce que ¢, (N) est —2 fois la trace de 'opérateur de Hecke T (N) agissant sur
I’espace de ces formes.

(*) Séance du 6 octobre 1975.
(*) Hurwitrz, Werke, 2, p. 18.

(®*) Les formes équivalentes 4 a (x* 4+ ¥*) et a (x* + xy 4 y® sont comptées respectivement avec
les multiplicités 1/2 et 1/3. On a les valeurs

N 0 1 2 3 4 5 6 7 3 9 i0 1 12

N -
W) A

1

12 3

(®) Hecke, Werke, p. 499-504.

(*) H. CoseN, Sums Involving the Values at Negative Integers of L-Functions of Quadratic Characters,
Math. Annalen 217, 1975, p. 271-285.

(%) Hecke, Werke, p. 391.

() HirzEBRUCH, Kurven auf den Hilbertschen Modulflichen und Klassenzahlrelationen (Lecture Notes
n°® 412, Springer-Verlag, p. 75-93).

(") ZAaGmR, Comptes rendus, 279, série A, 1974, p. 683 et Modular Forms Associated to Real Quadratic
Fields, Inv. Math., 30, 1975, p. 1-46.
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