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23-01

TRACES DES OPÉRATEURS DE HECKE

par Don ZAGIER

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
17e année, 1#~l5/~6~ n° 23, 12 p. Si avriL 1976

0. Introduction : énoncé du théorème dt trace

Il est aujourd’hui possible de traiter d’une manière élementaire presque toute la

théorie des formes modulaires pour SL2(Z) : théorème de dimension, opérateurs de
Hecke, existence d’une base de fonctions propres, relation avec les séries de Dirich-

let ayant une équation fonctionnelle. Par contre, les textes standards ne contien-
nent pas la formule de Selberg pour la trace des opétateurs de Hecke, car les dé-
monstrations de ce résultat sortent du cadre de la théorie classique des formes mo-
dulaires. La formule de trace a pourtant une grande importance pour les applications ;
cela provient du fait que la série

= espace des formes paraboliques de poids k )

est elle-même une forme parabolique, et qu’elle engendre l’espace S. comme module

sur l’algèbre de Heoke. Le but de cet exposé est de donner une démonstration élémen-

taire de la formule de trace. Cette démonstration utilise en principe les mêmes
idées que celles de SELBERG et d’EICHLER (construction d’un "noyau", calcul de la

trace comme intégrale), mais les calculs sont beaucoup plus faciles. On peut géné-
raliser la démonstration aux formes modulaires pour probablement aux

formes modulaires de Hilbert. Les mêmes idées conduisent à la démonstration d’autres

identités intéressantes concernant les formes modulaires pour et les formes

modulaires de "Nebentypus" (voir [.2])~

Pour énoncer le théorème de trace, nous avons beeoin d’une fonction arithmétique
H(n) définie comme suit : pour n > 0 , H(n). est le nombre de classes d’équiva-

lence (par rapport à des formes quadratiques binaires définies positives
ax + bxy 2de discriminant b - 4ac = - n’ , les formes équivalentes à un mul-
tiple de x + y (resp. de x + Y ) étant comptées avec la multiplicité
1 2 (resp. 1 3) . On pose H(O) = - 1 12 et = 0 pour n  Q . Si n == 1 ou 2

(mod 4 ), alors H(n) = 0 . On a la table suivante ~

ri  (3 (3 3 4 7 8 11. 12 15 16 19 20 23 24

o -ii ?~ ’’ ’ ~ ~ ’ ~ ~ ~
Nous définissons aussi un polynôme N) (k > 0 pair ) comme le coefficient

de x dans le développement en s.érie de puissances de (1. . - tx + Mx )" ~ ou en-



THEOREME ( Formule de trace de Selberg [/t] ). - Soient k > 2 un entier pair. M

un entier > 0 . Alors la trace du opérateur de Hecke sur l’espace des formes
paraboliques pour (je poids k est donnée par

première somme est en fait finie, H(4N - t ) 2 étant 0 pour t ~ l > 2~/N ~ La
deuxième sommation porte sur les décompositions de N en produit de deux facteurs

positifs.)

Exemple. - Pour k = 4 , il n’y a pas de formes paraboliques non nulles, donc le

membre de droite de la formule de trace s’annule, ce qui implique des relations en-

tre les nombres de classes H(n) . Par exemple, pour N = 5 , on trouve

Dans le premier paragraphe, nous donnerons quelques rappels sur les formes modulai-
res (formes paraboliques, opérateurs de Hecke, produit de Petersson). Dans le para-
graphe 2, nous construisons le "noyau" (dans le sens des opérateurs intégraux) de

l’application T(N) : S, -~- ~ , ce qui permet d’écrire comme une

intégrale. Cette intéprale sera calculée dans le paragraphe 3.

1.. Ra els sur les formes modulaires.

On définit sur le demi-plan complexe supérieur H = (z = x + iy ~ C ! Y > 0} Un©

opération effective et proprement discontinue, du groupe modulaire r = 

par

Une forme modulaire de poids k pour 0393 , k étant un- entier positif, est une

fonction holomorphe f : H -~ C qui satisfait aux équations fonctionnelles
N

et à la majoration f(z) = 0(1 ) pour y = Im(z) -~ co . En prenant pour ~ la matri-

ce (-10 0 -01) , on voit que f ~ (3 entraîne k e 2Z . En prenant pour v la matrice



(o 11) , on voit que f(z + t) = la fonction f possède donc un développement

de Fourier

(les conditions sur f impliquent qu’il n~y a pas de puissances de q négatives).
Si ~)= 0 $ en appelle f une forme parabolique ; cette condition équivaut à

f(z) = O(exp (- cy)) (y 0) , ou encore à f(z) = 0(y’-~) (y -~ 0) ~
L’espace vectoriel S!, des formes paraboliques de poids k est de dimension finie

on a

k 12 12 14 16) 18 20 22 24 26 28 ...

dim S O 1 C) 1 1 1 1 2 1 2

et dim S, .~ + 1 14 .

Si f : H -> C est une fonction qui satisfait à l’équation (2), alors la fonction

satisfait aux équations

c’est-à-dire que F(z1 , z2i ne dépend que du roseau (oriente) L = Zz. + 

engendré par z~ , z2 , et F est homogène de degré - k . Réciproquement, si F

satisfait à (5) , alors la fonction = F(z , 1) satisfait à (2). Il y a donc

une bijection f ~ F entre les fonctions f : H ~ C satisfaisant à (2) 
fonctions définies sur les sous-réseaux orientés de rang 2 de C et homogènes de

k ; la fonction f est une forme parabolique si, et seulement si, f est

holomorphe et F( L) 
~~

Nous pouvons définir maintenant les opérateurs de Hecke. Soit f E F la

fonction donnée par (4) , N > 0 un entier. Nous définissons une fonction T(N)F
sur les réseaux L ~ C par

où la sommation porte sur l’ensemble fini des sous-réseaux L’ c L d’indice N .

Alors T(N)F est aussi une fonction homogène de degré -k sur les sous-réseaux

orientésde C et correspond à une nouvelle fonction T(N)f satisfaisant à (2). En

termes de z ,



où (ac ,) parcourt un système de représentants de l’ensemble des matrices à coef-

ficients entiers de déterminant N pour l’ opération de SL ;Z) par multiplica-

-tien à gauche. Cette formule implique que est holomorphe, et il est clair

que (T(N)F) L == C vo 1 C 1. _ ~~ . On a do nc même T(N) f ~ S . Nous avons a ins iqu ~ ~ ~ ~~ ~ E *~~ ~ ) ~ ~ ) j(
défini une applicetion linéaire T(N) : S ->’ Sk , appelée N-ième opérateur de

Hecke.

On démontre pour ces opérateurs les deux formules suivantes :

La formule (7) implique que les T(N) engendrent une algèbre commutative T

(appelée algèbre de Hecke) d’opérateurs sur S . La formule (8) implique que, pour
une fonction propre f de T(N) à valeur propre X , le N-ième coefficient de

Fourier de f est X fois le premier coefficient ( 03BBa1 = coefficient de q en

T(N) f ==- a N ). En particulier, si f est une fonction propre de tous les T(N) ,
avec valeurs propres 03BBN , alors a N 

= X N a 1 pour tout N . On a don c a. j4- 0 (si
f / 0 ~ ~ et ~n ne perd pas en généra lité si on suppose a 1 

= 1 ; la fonction f

sera alors appelée fonction propre normalisée pour l’algèbre T .

Exemple. - L’espace S~~ est engendré par la fonction

( -- fonction ~ de Ramanujan). Puisque dimS12 = 1 , cette fonction est for-

cément une fonctinn propre (normalisée) de T, avec = et on déduit

de (7) ou de ~8) l’identité (conjecturée par en ~916)

L’espace Sk peut être muni d’un produit scalaire non dégénéré, appelé le produit

de Petersson, de la façon suivante : si f , g : H -> C sont des fonctions satis-

faisant à (2), l’expression f (z) g(z) yk (où y = Im (z) ) est invariante par rap-

port à r ~ ce qui découle facilement de la formule

Cette formule implique également que l’élément de volume

est r-invariant. Il s’ensuit peur Sk ’ l’intégrale convergente



(où F est n’importe quel domaine fondamental pour l’opération (1), par exemple
celui donné par 1, ~-) ) est indépendante du choix de F . Alors

( , ) e~t une forme hermitienne définie positive ou produit scalaire sur l’espace

ce qui donne à ~k la structure d’un espace de Hilbert de dimension finie. On

montre que les opérateurs T(N) sont des opérateurs hermitiens par rapport au pro-

duit scalaire ( , ) . Ceci implique que les fonctions propres normalisées forment

une base pour Sk. Nous noterons cette base

(c~ = 1 , ..: , r ~ où r = dim S ~ ,
avec

Remarquons que ces fonctions propres forment une base orthogonale par rapport au

produit de Petersson, c’est-à-dire que (f , f03B2) = 0 pour a # T .

2. Construction du "noyau" 03C9N(z , z’) .

Nous fixons un entier pair k_> 4 . Pour chaque entier N > U , soit

où la sommation s’étend sur les matrices (a ~ ,) à coefficients entiers et de dé-
c d

terminant N . On peut également écrire 03C9N sous la forme

n’a rès la formule (9), nn a ± b > 0 our z E H , ad - bc > 0 .D’après la formule ( 9, an a lm. 
cz + b d . . 0 pour Z E H t ad - bc > 0 .

L’ex p ression z’ + az + b cz + d ne s’annule donc jamais, et cha q ue terme de 14 est cz+d

morphe en z , zt s On vérifie que la série est absolument convergente, car k  4 .

La fonction (z , z’) est donc holomorphe en z , z’ . On vérifie à partir de

( 14) qu’elle est une forme parabolique par rapport à z (et bien sûr aussi par r2p--

port à z’ , puisque l’expression (13) est symétrique en z , z’ ).

, ,

THEOREME.

est Le "noyau" de l’application T(N) : e’ est-à-dire pour toute~
onction f E Le produit de Petersson de f(z) J 03C9N(z , 2:’ ) est donné par



(ii) On a l’identité

~ (~ == 1 , ... , r = dim S,) est la base donnée en f12).

(iii) La trace de l’opérateur de Hecke T(N) : -> S K est donnée par

où F est un domaine fondamental pour H/r et dV l ’élment de volume (10).

Démonstration. - Supposons d’ab°rd N ~ 1 . Si Y ~ ~ a b ~ alors on dé-

duit des équations ~2~ et ~9~ que

ce qui implique, d’après ( ~~~) ~ que

(le facteur .2 provient du fait que chaque 03B3 ~ r est représenté par deux matri-

ces de SL2(Z) ). On trouve donc pour le produit de Petersson de f(z) et de

03C91(z , Z’ ) :

On peut échanger l’ordre de l’intégration et de la sommation. Ceci donne, en tenant

compte de l’invariance par r de l’élément de volume dV,

(La dernière égalité provient du fait que H = U les différentes régions

yF étant disjointes à des ensembles de mesure nulle près.) Le fait que f(z) soit

holomorphe et suffisamment petit à l’infini implique que

(formule de Cauchy). Le membre de droite de (19) est donc égal à



ce qui démontre la formule (16) dans le cas N = 1 . (On peut aussi faire ce calcul
en utilisant les séries de Poincaré, voir [2].) Le cas général est une conséquence
du cas particulier N = ~ ~ car on voit facilement que WN T(N)
est l’opérateur de Hecke par rapport à z .

La partie (ii) du théorème se déduit de la première partie. La fonction est

une forme parabolique de poids k par rapport à chacune des deux variables 2: ~

z’ , elle peut donc s’écrire

Appliquons l’équation (16) à f = f , où f est l’une des fonctions propres
, 

Y Y
normalisées. Alors

dans la dernière ligne nous avons tenu compte du fait que ( , ) est antilinéaire

par rapport au deuxième argument. Puisque (f , f ) =. O 
pour 03B1 À , la sommationdouble se réduit à une semmation simple. D’autre part, fv ’= ">" » at les

nombres 03BByN , Ck et (f03B3 , f03B3) donc

L’indépendance linéaire des fonctions f_ implique maintenant que
W

Enfin, l’énonce (iii) du théorème est une conséquence immédiate de l’énonce (ii),
parce que le membre de droite de l’équation (18) est égal à

3. Calcul de l’intégrale ; démonstration de la formule de la trace.

Dans le paragraphe précédent, nous avons démontré l’identité



où C k est la constante définie par (15). La somme dans cette égalité est invarian-
te par r (sinon, l’intégrale ne serait pas indépendante du choix du domaine fon-

damental F ). Si on regarde les termes de cette somme, on constate que remplacer
z par yz (y ~ r) revient è remplacer la matrice (~ .) par y" (~ Jy  Ces
deux matrices n’ont pas seulement le même déterminant, mais aussi la même trace ;
on peut donc décomposer la somme en morceaux 0393-invariants caractérisés par

a + d = constante :

Nous allons démontrer que

Il est clair que ces formules impliquent la formule de trace énoncée dans 

duction (les nombres )2014~2014 j ouent le rôle de d, d’ dans la formule

de trace).

Pour étudier 1’intégrale (20); nous remarquons d’abord qu’il y a une bijection
entre l’ensemble des matrices ( ,) de déterminant N et de trace t et l’en-

semble des formes quadratiques binaires , de discriminant = t - 4N (le
discriminant d’une forme v) == 03B1u2 + 03B2uv + 03B3v2 étant donné par 

donnée par

Pour toute forme v) + 03B2uv + yv2 et tout t ~ R , z = x + iy 

nous posons .

où la sommation porte sur teutes les formes de discriminant # - 4N . Un élément



03B3 ~ 0393 transforme ferme quadratique m en une forme dô même discriminant,
et on vérifie que

On a donc, pour chaque discriminant ~ pour chaque entier à = 0

ou 1 (mod 4) ), l’égalité

La première sommation porte sur un système de représentants des classes de

formes quadratiques de discriminant d ? et la deuxième sur les classes résiduelles

à gauche de r par r = r ; 03C6} , les unités de cp. Pour 0394 ~ 0 , le

nombre de classes est fini, donc la première sommation est finie, et or. a

où F 
’ 

= est un domaine fondamental pour l’opération de r 
cp 

sur H~ ;

l’argument est le même que celui utilisé dans la démonstration du théorème du §2.
Pour p = 0 , on peut prendre comme système de représentants des formes de discri-

minant A les formes 03C6r (r ~ Z ) , où 03C6r(u , v) = rv2 . le groupe des unités de
03C6
r 

est égal à r pour 

r 

r = 0 , et à 0393~ === JL (de (10 n1) ; n ~= pour r ~ o , et
on trouve

(F~ = ( z == x + iy ; 0 ~ x ~ 1) étant un domaine fondamental pour l’opération de 
’

r~ sur H). Dans ce Cas, rn n’a pas le droit d’échanger l’ordre de l’intégration
et de la sommation dans (26) 1 on a F~ R 03C6r dV = 0 pour tout r mais 1’ intégra-
le de la somme est non nulle, comme on le verra plus bas. Il nous reste à calculer

les membres de droite de (25) et de (26) pour 6 - t - 4N . Nous distinguons quatre
cas.

1 er cas r 6  0. - Ici r est fini pour chacune des formes 03C6 de l’expression

(25) (on sait même que ( ==- 1 , 2 ou 3 ). Pour une forme

v) = 03B1u2 + 03B2uv + yv2 de discriminant a ,

on a donc

(pour obtenir la dennière-égalité nous avons utilisé la substitution z ~ 2z - 03B2 203B1).
Notons 1 la valeur de cette intégrale. Elle ne dépend que de A et de t. Le



membre de droite de (25) est donc égal à

où H(- A) est la fonction définie dans l’introduction (le facteur 2 provient du

fait que dans la définition de H(n) on ne compte que les formes définies positives,
tandis qu’ici on compte toutes les formes, positives ou négatives). Enfin, en uti-
lisant la formule

qui s’obtient en différentiant k - 2 fois par rapport à A la formule correspon-

dante pour k = 2,, on obtient

La formule (23) donne alors

~ù p = 2014(t + B~M - 1. ) ~ ce qui démontre la première des formules de (21 )

2e cas : A = 0  2014 On utilise maintenant la formule (26). Le premier terme est

égal à (- 1)k/2 03C0/3tk , puisque R03C60(z , t) - et L dV = le deuxième

terme est égal à 
~0 J~ 

Nous avons donc, pour t ~ ± 2 ,~~ ~



C~est la deuxième formule de ~21~.

3e û i u > 0 . - Comme dans le cas D  0 on n’a qu’un nombre fini

de classes de formes de discriminant 0394 , et les r sont des groupes finis, donc

w

On a H = U t car les groupes r sont triviaux dans ce cas, et il y a u classes

de formes quadratiques binaires de discriminant u . Comme dans le cas 0394  0 , on

obtient

mais,pour p > 0 , l’expression entre p arenthèses est égale à -4 0394 1 0394 + t .) et non

la 
4 |0394| 1 |0394| + it l 

comme avant. (Le fait q ue l’ intégrale ne dépend ici que de | t|

est dû a u f a i t que la valeur de y2 - ity ‘ -- 1 40394 pour y = 0 dépend du si g ne de t ,

car il faut choisir la branche de la racine qui est de partie réelle positive pour

y ->’ co, ) On a donc

_ 

et la troisième formule de (21) est démontrée.

4e cas : A positif, non carré. - Ici on a toujours un nombre fini de classes de

formes quadratiques, mais les groupes des unités sont maintenant des groupes infinis

(cycliques). Intuitivement, on a H = ~ t t = ~ ~ ~- ~ ~ donc HI = 0 . Nous affirmons

que, pour chaque ~p de discriminant t1 ~ ~~

Soit o(u , v) = OE/ + $uv + yÎ une telle forme, et soient v; , w’ (w > ;.>’)
les racines de l’équation cYÎ + au + y = Q . Alors la matrice

transforme (? en avec v) = ~/E uv . Le conjugue du groupe r~p par y

opère sur le demi-plan supérieur le groupe cyclique infini engendré par
z ~ ~2 z , où t > 1 est l’u. ite fondamentale de l’ordre de associe à 03C6 .
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On peut donc choisir le domaine fondamental F w de telle manière que 03B3-1 F o soit

une demi-couronne iz ; y > O , r0 l z l s ~2 r0} . Alors

On écrit z = x * i Y en coordonnées pc laires : z - rele t p our obtenir

Pour démontrer l’égalité (27), il faut donc vérifier que

ce qui se fait facilement en posant, = et en utilisant le théorème des rési-

dus.

La dernière formule de (21) découle de (23), ~25~ e t (27). Ceci achève la démons-
tration de la formule de trace.
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Note ajoutée à la correction des é reuves (Décembre 1976). - L’auteur a appris que
la fonction c~~ z,z’ , qu’il a trouvée comme cas spécial d’une certaine forme modu~-
laire de Hilbert (Cf. Modular fonns associated to local quadratic f ields, Inv. Math.,
Berlin, t. 30, 1975, p. 1 -46), a été introduite antérieurement par H. PETERSSON (Cf.
Uber eine Metrisierung der ganzen Modylformen, Jahr. Deutechen Math. Verein., t. 49,
1939, p. 49-75), et utilisée par M. KOCHER dans un article non publié (Ein Beweis
der Eichler-Selbergschen Spurformel für die Hecke-Operaten) pour donner une démons-
tration de la formule de trace très analogue à celle donnée ici.
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