
DILATATIONEN VON ABELSCHEN GRUPPEN

Author(en): Suter, S. / Zagier, D.
Objekttyp: Article

Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique

Band(Jahr): 24(1978)

Heft 1-2: L'ENSEIGNEMENT MATHÉMATIQUE

Persistenter Link: http://dx.doi.org/10.5169/seals-49695

Erstellt am: May 20, 2011

Nutzungsbedingungen
Mit dem Zugriff auf den vorliegenden Inhalt gelten die Nutzungsbedingungen als akzeptiert. Die
angebotenen Dokumente stehen für nicht-kommerzielle Zwecke in Lehre, Forschung und für die
private Nutzung frei zur Verfügung. Einzelne Dateien oder Ausdrucke aus diesem Angebot können
zusammen mit diesen Nutzungsbedingungen und unter deren Einhaltung weitergegeben werden.
Die Speicherung von Teilen des elektronischen Angebots auf anderen Servern ist nur mit vorheriger
schriftlicher Genehmigung des Konsortiums der Schweizer Hochschulbibliotheken möglich. Die
Rechte für diese und andere Nutzungsarten der Inhalte liegen beim Herausgeber bzw. beim Verlag.

SEALS
Ein Dienst des Konsortiums der Schweizer Hochschulbibliotheken

c/o ETH-Bibliothek, Rämistrasse 101, 8092 Zürich, Schweiz
retro@seals.ch

http://retro.seals.ch

http://dx.doi.org/10.5169/seals-49695


DILATATIONEN VON ABELSCHEN GRUPPEN 1

von S. Suter und D. Zagier 2

In der Universellen Algebra assoziiert man zu einem algebraischen

Objekt eine gewisse Géométrie (die Kongruenzklassengeometrie) und

untersucht, welche Beziehungen es zwischen algebraischen und geome
trischenEigenschaften gibt; hierbei sind die Dilatationen der Géométrie

(d.h. die Automorphismen, die Parallelitàt erhalten) oft besonders auf
schlußreich.Falls das algebraische Objekt eine Gruppe G ist, ist eine

Dilatation im geometrischen Sinne nichts anderes als eine bijektive Abbil
dungô: G -+ G, die die Nebenklassen von jedem Normalteiler von G

permutiert, d.h. fur jeden Normalteiler N von G und fur aile x, y e G gilt

Das Hauptziel dieser Arbeit ist die Bestimmung der Gruppe A (G)

von Dilatationen (bzw. der Gruppe A
o (G) von homogenen, d.h. das

Einselement festlassenden Dilatationen) einer beliebigen abelschen Gruppe
G. Zum Beispiel wird gezeigt, daß A0(G)A

0 (G) Z/2Z, falls G ein Elément

unendlicher Ordnung enthàlt, wàhrend die Dilatationsgruppen von Tor
sionsgruppengleich dem Produkt der Dilatationsgruppen ihrer /?-primâren
Komponenten sind, womit das Problem auf /?-Gruppen zurùckgefùhrt
wird.

Fur hat man z.B: A
o (G) Z* (/?-adische Einheiten),

falls G reduziert und von unendlichem Exponent ist. Der schwierigste Fall
ist der der endlichen Gruppen, wo die Dilatationsgruppen Kranzprodukte
von zyklischen und von symmetrischen Gruppen involvieren.

Das merkwûrdigste Ergebnis ist, daß fur eine endliche Gruppe die

homogène Dilatationsgruppe nur von den ersten beiden Torsionskoeffi
zientenabhângt. Die Ordnung von A

o (G) fur eine Gruppe G mit ersten
beiden Torsionskoeffizienten e9e

9 f wird fur e 32 in der Tabelle auf der

folgenden Seite angegeben.

x
) Vorgetragen im Kolloquium fur Topologie und Algebra, Zurich, April 1977.

2 ) Sonderforschungsbereich Theoretische Mathematik", Universitàt Bonn.



Tabelle von |Ào (G) \ als Funktion der beiden grôfiten Torsionskoeffizienten ej



I. KONGRUENZKLASSENGEOMETRIEN UND GRUPPENGEOMETRIEN

Eine Géométrie ist eine Menge G zusammen mit gewissen ausgezeichneten

Untermengen von G, den Unterrâumen, von denen (mindestens) verlangt

wird, daß Punkte aus G sowie beliebige Durchschnitte von Unterrâumen

Unterrâume sind. Zu jeder Untermenge le G gibt es dann einen kleinsten

X umfassenden Unterraum [X] cG, den man den von X erzeugten

Unterraum oder die Huile von X nennt. Man benutzt meistens die gewohnte

geometrische Terminologie und bezeichnet als Gerade (bzw. n-dimensionalen

Unterraum) einen von zwei (bzw. von minimal n+ 1) verschiedenen Punkten

erzeugten Unterraum. Meistens hat man auch irgendeinen Begrifï von

Parallelitàt zwischen Unterrâumen, insbesondere also zwischen Geraden;
eine Dilatation der Géométrie ist dann eine Abbildung ô: G -+ G, welche

Geraden in dazu parallèle Geraden ùberfùhrt. Dièse Begriffe gewinnen
dadurch an Interesse, daß man vielfach einer algebraischen Struktur eine

Géométrie zuordnen und Beziehungen zwischen algebraischen Eigen
schaftenauf der einen Seite und geometrischen Eigenschaften — etwa die

Gùltigkeit der Sâtze von Pappus und Desargues — auf der anderen Seite

herstellen kann. Dabei spielen die Dilatationen oft eine Schlùsselrolle.
Das bekannteste Beispiel (Artin, Géométrie Algebra) wird gegeben

durch die affine Ebene k2k
2 ùber einem (Schief-) korper k. Dièse Géométrie

erfùllt folgende Axiome:

1. Durch je zwei Punkte geht genau eine Gerade.

2. Es gibt genau eine Parallèle zu einer gegebenen Geraden durch einen

gegebenen Punkt (wobei parallel" hier definiert wird als identisch
oder disjunkt").

3. Es gibt drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.

4. Es gelten die beiden Sâtze von Desargues.

Wenn umgekehrt eine Géométrie dièse vier Axiome erfùllt, so bilden
die fixpunktfreien Dilatationen der Géométrie zusammen mit der Identitâts
abbildungeineabelsche Gruppe T, die richtungserhaltenden x

) Endo
morphismenvonT bilden einen Schiefkôrper k und die gegebene Géométrie

x
) Zwei Elemente $

v $
2 eT haben dieselbe Richtung, fa Ils fiir jeden Punkt P die

drei Punkte P, S
± (P), S 2S

2 (P) auf einer Geraden liegen.



ist zu der affinen Ebene k2k
2

isomorph. Außerdem gilt in der Géométrie genau
dann der Satz von Pappus, wenn der Kôrper k kommutativ ist.

Sei jetzt {n^) iel eine Familie von natùrlichen Zahlen. Eine allgemeine

Algebra vom Typ {n^) iel ist eine Menge A zusammen mit einer Familie von

Operationen f t
: A ni -» A(ie /). Zum Beispiel ist eine Gruppe eine Algebra

vom Typ (0, 1, 2) mit /0/
0

= e, f t (x) = x~ x und f2f2 (x, y) = x•y. Homo
morphismen,Unteralgebren und Produkte von allgemeinen Algebren eines

festen Typs werden in der ùblichen Weise definiert. Eine primitive Klasse

ist eine Klasse von Algebren eines festen Typs, welche geschlossen ist imter
Produkten, Unteralgebren und homomorphen Bildern. Beispiele sind die

Klassen der Ringe, der Gruppen, der Kôrper, der Vektorrâume ùber einem

gegebenen Kôrper usw. Nach einem Satz von G. Birkhoff ist jede primitive
Klasse durch Gleichungen gegeben. Zum Beispiel gilt fur die Klasse der

Gruppen die Gleichung/ 2 (x,f x (x)) = f 0 und entsprechende Gleichungen
fur die anderen Gruppenaxiome. Eine Kongruenzr dation auf einer all
gemeinenAlgebra A ist eine Àquivalenzrelation ~ ,

die mit den Operationen
vertràglich ist, d.h.

Wenn <p ein Homomorphismus von A in eine andere Algebra ist, so wird

durch x ~ y ocj) (x) = 4> (y) eine Kongruenzrelation auf A erklârt, und

umgekehrt hat jede Kongruenzrelation dièse Gestalt. Die Âquivalenz
klassenvon A bezùglich einer Kongruenzrelation heißen Kongruenzklassen.
Man kann dann der Algebra A eine Géométrie F (A) zuordnen, deren

zugrundeliegende Punktmenge A ist und deren Unterrâume die Kongruenz
klassenin A (bezùglich aller Kongruenzrelationen) sind. Der von Ele
mentenx1?...,x 1? ...,

xt,...x
t , ... erzeugte Unterraum bzw. die Huile [X] von X—

{ xlsx l5 ..., x i9 ... } ist somit die kleinste Kongruenzklasse, die X umfaßt.

Dièse Définition ist sinnvoll, da der Durchschnitt von Kongruenzklassen
wieder eine Kongruenzklasse ist. Seien R, S zwei Unterrâume von A.

Wir nennen R zu S parallel, falls S eine Kongruenzklasse ist bezùglich der

kleinsten Kongruenzrelation, fur die R eine Klasse ist (dies ist La. keine

Àquivalenzrelation). Eine Dilatation ist eine Abbildung ô: A -+ A, die mit

allen Kongruenzrelationen auf A vertràglich ist (d.h. x ~ y => ô (x) ~ ô (y)).

Falls ô bijektiv ist und d~ 1 auch eine Dilatation, so ùberfùhrt ô Unterrâume
in parallèle Unterrâume. (Fur die Weiterentwicklung dieser Ideen siehe

R. Wille, Kongruenzklassengeometrien, Springer Lecture Notes No. 113, wo

auch ein Algorithmus entwickelt wird, der es gestattet, fur Algebren einer

primitiven Klasse geometrische Sachverhalte in algebraische zu ùbersetzen.)



Sei nun G eine Gruppe, F (G) die Géométrie von G. Die Kongruenz
klassenvon G und damit die Unterrâume von F (G) sind dann die Normal

teilervon G und deren Nebenklassen. Die Huile [X] einer Untermenge

X= {x l9 ..., x n
} c G wird gegeben durch

falls G abelsch ist, und, wie man leicht zeigt, durch

im allgemeinen, wo U die von allen Kommutatoren [x, xx
t Xj *] (x eX,I i

<j k) erzeugte Untergruppe von G bezeichnet. In F (G) sind zwei

Unterrâume genau dann parallel, wenn sie Nebenklassen desselben Nor
malteilerssind; insbesondere ist Parallelitât fur Gruppengeometrien eine

Âquivalenzrelation. Die Gruppengeometrie F (G) sieht aber i.a. sehr anders

aus als die gewohnte affine oder projektive Géométrie: z.B. hat Wille

(Kongruenzklassengeometrien, S. 36) gezeigt, daß F (G) nur dann ein

deutigeVerbindungsgeraden hat (d.h. genau eine Gerade durch je zwei

Punkte), wenn G entweder einfach oder elementar-abelsch ist. Dieser Satz

illustriert gleichzeitig, wie stark die Wechselwirkung zwischen den geome
trischenEigenschaften von F (G) und der algebraischen Struktur von G

ist. Allerdings wird eine Gruppe nicht vollstândig durch ihre Géométrie

bestimmt, da z.B. die zwei nicht-isomorphen einfachen Gruppen 3I
8

und PSL 3 (F 4 ) der Ordnung 20160 isomorphe Geometrien haben. Um
weiter zu verdeutlichen, wie Gruppengeometrien aussehen kônnen, machen

wir hier einige Bemerkungen ùber die Dimension dim (G) einer Gruppe G

aufgefaßt als Unterraum in F (G). Per dennitionem ist dim (G) die kleinste
Zahl n9n

9 so daß es eine «-elementige Untermenge von G gibt, die in keinem
echten Normal teiler von G enthalten ist. Insbesondere ist dim (G) = 1

genau dann, wenn G das normale Erzeugnis eines einzigen Eléments ist,

d.h. wenn U TV G.

Wenn N ein Normalteiler von G ist, so gilt immer dim (G/N) dim (G),
aber nicht immer dim (N) g dim (G) (Beispiel: die Gerade" A4A

4 enthàlt
die Ebene" Z/2Z ® Z/2Z als Normalteiler). Indem man G durch die

Frattini-Gruppe # (G) (= Durchschnitt aller maximalen Normalteiler)
teilt, was die Dimension offenbar nicht ândert, kann man zeigen, daß

dim (G) = dim (G ab ) = max {k\3 Primzahl p und eine Surjektion
G-> (Z//?Z)

fc

}, außer im Falle G
ab ={I},G#{l},wo dim (G) =1,

dim (G ab ) =0 ist.



II. Dilatationen von Gruppen

In Kapitel I wurde eine Dilatation einer Kongruenzklassengeometrie als

eine Abbildung ô der Géométrie definiert, die Unterrâume in parallèle
Unterrâume ùberfùhrt. Fur Gruppengeometrien bedeutet das, daß 3 jede

Nebenklasse von jedem Normalteiler von G in eine Nebenklasse desselben

Normalteilers ùberfùhrt. Wir betrachten ab jetzt nur die bijektiven Dila
tationen,d.h. die Bijektionen ô: G -+ G mit der Eigenschaft

(1)

Wir bezeichnen mit A (G) die Gruppe der Dilatationen und mit A0(G)A

0 (G)

= {ôeA (G) S (e) = e} die Untergruppe der homogenen Dilatationen.
Die Dilatationen ô: G -> G werden auch dadurch charakterisiert, daß es

fur jeden Epimorphismus n: G -> G' eine Permutation ô' von G' mit

(2)

gibt. Offenbar ist ô' durch ô eindeutig bestimmt und ist eine Dilatation
von G'

.
Sei A (n) der Homomorphismus A (G) -> A (G'), der ô auf ô'

schickt; dann wird A zu einem kovarianten Funktor von der Kategorie der

Gruppen und Epimorphismen in die Kategorie der Gruppen. Entsprechend
haben wir den Unterfunktor A

o (ri): A
o (G) -» A

o (G'). Wenn N ein Nor
malteilervon G ist, dann liefert die Beschrânkungsabbildung ô | N, Ô eA 0 (G),

einen Homomorphismus A0(G)A

0 (G) -* A
o (N) (aber keinen Funktor).

Beispiele von nicht-homogenen Dilatationen sind die Links- und Rechts

translationen

Beispiele von homogenen Dilatationen sind die Abbildung

(3)

mit i2i

2 =1, 1 1 (g
x

) i=r (g), sowie die inneren Automorphismen

l{g)r{g)~ 1

(g e G). Im allgemeinen gilt weder Aut (G) c A0(G)A

0 (G) noch

A
o (G) c Aut (G). Folgender Satz gibt Auskunft liber die Beziehung

zwischen A
o (G) und A (G).

Satz 1
. Die Gruppe l (G) der Linkstranslationen und die Gruppe

A
o (G) der homogenen Dilatationen sind in A (G) komplementâr, d.h.

l(G)A 0 (G) =A (G), l(G) nA 0 (G) ={I}. Insbesondere ist A (G)



als Menge zu G x A
o (G) isomorph. Die folgenden Beidngungen fur G

sind équivalent :

a) I(G)<A (G),

b) r(G)<A (G),

c) AO(G)cA

0 (G)c Aut(G).

F ails dièse Bedingungen gelten, ist A (G) isomorph zum semidirekten Produkt

G |x A
o (G). Die Gruppe G ist dann notwendigerweise abelsch.

Beweis. Jede Dilatation SeA (G) hat eine (offenbar eindeutige)

Zerlegung als Produkt einer Linkstranslation und einer homogenen Dila
tation,nâmlich 5= l{8(e))- mit f(S) = l(8 (e)'

1

) BgAo (G). Man

verifiziert leicht, daß die Bedingungen a), b), c) und die Bedingung, daß

/:A (G) - A
o (G) ein Homomorphismus ist, jeweils zu der Formel

âquivalent sind. Falls dièse Bedingungen gelten, ist die Folge

exakt und stellt A (G) als semidirektes Produkt von G und A
o (G) dar.

Schließlich liegt das Elément i von A
o (G) nur dann in Aut (G), wenn G

abelsch ist, so daß die letzte Behauptung des Satzes aus c) folgt.
Der nâchste Satz gibt Auskunft ùber die Dilatationen von Gruppen,

die als Vereinigung von Normalteilern, als direkte Summe oder als Gruppen
erweiterungdargestellt sind. Aile drei Teile werden fur die Bestimmung der

Dilatationsgruppen abelscher Gruppen benôtigt werden.

Satz 2. a) Sei G eine Gruppe, G
± ci G2G

2
<= ... cG eine Folge von

Normalteilern mit G= UGn und A
o (G ±

) <- A
o (G 2 ) <- ... das dure h die

Beschrànkungsabbildungen gegebene inverse System. Dann liefern die Be
schrànkungsabbildungenA0(G)A 0 (G) <- A

o (G n
) einen natilrlichen Isomorphismus

p :J 0 (G)-J 0 (G
n

).

n

b) Sei G=®Ga eine direkte Summe und n
a :G-^Ga die Projek

a

tionen. Dann ist jedes BeA (G) gleich dem Produkt der Dilatationen ô
a

=A (n a
) ôgA (GJ. Insbesondere sind die Homomorphismen UA (n

a ): A (G)

^ nA (GJ und nAo (n
a
): A0(G)-A

0 (G)-*IIA 0 (G a
) injektiv. «

oc a oc

c) Sei l->iV->G-^ ô -> 1 eine exakt e Folge von Gruppen. Dann gibt
es einen (nicht-naturlichen) injektiven Homomorphismus A (G) <=-- A (N)



*A (0, wobei A (N) l A (Q) = A (N) Q
\x A (Q) das durch die Opération

von A {Q) auf Q definierte Kranzprodukt ist.

Beweis. a) Wir haben p (ô) = (ô | GX=i- Es ist klar
>

daß P wonl
definiertund injektiv ist. Fur die Surjektivitât definiere man ein Urbild von

(ô
n

)%L ! durch ô (x) =Sn (x), wo n=n (x) ein beliebiger Index mit xeGn (x)

ist. Dièse Opération von ô hângt nicht von n ab; weiter ist klar, daß ô

bijektiv ist, und schließlich ist mit xy~
1

eN, N ein beliebiger Normalteiler
von G, auch ô (x) ô (y)' 1

eN, denn fur ein geeignetes n gilt x, yeGn und

somit xy-ieNn G
n ,

ô (x) ô (y)' 1 =ôn (x) ô
n (y)' 1 gNnGn aN.

b) folgt aus der Formel nj> = bji a (Gleichung (2)). Wir bemerken,
daß fur ôeA 0 (G) die Dilatation ô

a
mit der Beschrànkung ô|Ga iiber

einstimmt.

c) Fur jedes qe Q wâhlen wir ein Elément x
q en

1

(q) als Vertreter
fur die Nebenklassen in G/N. Sei ô e A (G) und sei ô' e A (Q) das Bild von ô

unter A (n). Dann bildet ô die Nebenklasse x
q

N auf xx ô
>

(q) N ab, so daß wir

durch die Formel ô (x
q
n) = xx

ô
>

(g)
ô

q
(ri) (q eQ,neN) eine Abbildung

S
q

: N->N definieren kônnen. Man sieht sofort, daß S
q

eine Dilatation
von iVist und daß ô durch die Dilatationen 3' und ô

q
(q e Q) bestimmt wird.

Somit haben wir eine injektive Abbildung von A (G) nach A (N) Q x A (Q).

Man prùft sofort nach, daß dièse Abbildung ein Homomorphismus wird,

wenn man die Menge A (N) Q x A (Q) mit der Gruppenstruktur des Kranz
produktesA (N) l A (Q) ver sieht.

Ab jetzt betrachten wir nur abelsche Gruppen und schreiben ent

sprechenddie Gruppenoperation additiv. Dann lâßt sich die Bedingung,
daß eine bijektive Abbildung ô: G -> G eine Dilatation ist, folgendermaßen
schreiben :

(4)

(< > bedeutet Erzeugnis.) Gleichwertig hiermit ist die Bedingung: fur

aile x, yeG gibt es eine Zahl m — m xy eZ, sodaß

(5)

Hierbei bezeichnet o (x) die Ordnung von x mit der Konvention o (x) = 0

fur Elemente unendlicher Ordnung und (m, 0) = | m |. Fur homogène

Dilatationen ô folgt hieraus mit y = 0, daß es fur aile x e G ein rn x eZ
gibt mit

(6)



Fur ein Elément x unendlicher Ordnung ist m x
= ± 1; fur Torsions

elementex ist m x nur mod o (x) bestimmt. Fur jedes xeG definiert die

Abbildung ô \-> m x
einen Homomorphismus A

o (G) -> (Z/o (x) Z)*. Wir

nennen zwei Elemente x, yeG linear unabhângig, falls < x > n <y >

= { 0 }. Aus (5) und (6) folgt leicht die nûtzliche Bedingung

(7)

Beispiel. Sei G= {ZjpZJ, p eine Primzahl, r 2. Dann ist A
o (G)

(Z/pZ)*: Je zwei Elemente x, y aus G lassen sich durch eine Kette linear

unabhângiger Elemente verbinden, und die haben aile die Ordnung p.

Dabei ist fur ôeAo (G) n x =ny (mod;?), also hat jede Dilatation SeA 0 (G)

die Gestalt x t-> nx, n 0 (mod/?). Dagegen ist fur Z/pZ die Dilatations
gruppeviel großer : fur x y ist Bedingung (4) leer, da x—y invertierbar
ist, also A (G) 6P6

P
(symmetrische Gruppe auf p Buchstaben), A

o (G)

Sp-!. Wir bemerken, daß wir hiermit auch Beispiele abelscher Gruppen
bekommen, wo die Bedingungen von Satz 1 erfùllt bzw. nicht erfûllt sind.

Mit Hilfe von (5) konnen wir leicht A
o (G) fur aile abelschen Gruppen

berechnen, die keine Torsionsgruppen sind.

Satz 3. Sei G eine abelsche Gruppe, die ein Elément unendlicher

Ordnung enthàlt. Dann gilt A0(G)A

0 (G) Z/2Z, A (G) G|x (Z/2Z), wobei

die Opération des nicht-trivialen Eléments von Z/2Z auf G durch x— — x

gegeben wird.

Beweis. Die Formel fur A (G) folgt wegen Satz 1 aus der Beziehung
A

o (G) = { + 1 }, die wir erst fur zwei Spezialfâlle beweisen.

Fall 1. G = Z.

Fur ôeAo (Z) wissen wir, daß ô (x) = ± x fur jedes xeZ. Insbesondere
ist ô (1) = + 1. Ist etwa ô (1) = + 1, so folgt aus (5)

fur jedes x e Z, x # 1, also

d.h. S = id. Entsprechend ist ô = - id, falls ô (1) = - 1.

ifc// 2. G= ZOZ oder G= Z0 (Z/rZ).
Sei x = (1,0) und ôeA 0 (G). Indem wir notfalls ô durch - ô ersetzen,
konnen wir annehmen, daß ô (x) gleich + x ist. Sei nun y = (a, b) e G

beliebig. Wir wollen zeigen, daß ô (y) = y. Dies gilt nach Fall 1, falls



b = 0, und nach (7), falls a = 0. Sind a und b von Null verschieden, so

setzen wir z = (a, 0). Dann gilt wegen ô (z) = z und (5)

fur ein geeignetes mgZ. Andererseits ist aber 3 (y) = ± y, da wegen a # 0

das Elément j> unendliche Ordnung hat. Hieraus folgt ô (y) = + y, ô = /<£

Ist nun G eine beliebige abelsche Gruppe, x g G ein festes Elément unend
licherOrdnung und ôeAo (G) eine Dilatation mit (0.8.d.A.) ô (x) = + x9x

9

so muß 5 (y) = y fur jedes y e G sein, da die von x und j> erzeugte Unter
gruppeisomorph Z, Z © Z oder Z © rZ ist und die Beschrânkung von S

auf dièse Untergruppe nach dem bereits Bewiesenen gleich der Identitât.
Fur abelsche Torsionsgruppen lassen sich A und A

o auf natùrliche
Weise zerlegen:

Satz 4. Sei G eine abelsche Torsionsgruppe, G=©Gp ihre kano
p

nische Zerlegung in p-primàre Gruppen G
p . Dann ist A (G) = lI A (G

p
)

und Ao(G)^nA

0 (G)^nA 0 (G
p

).

p

Beweis. Wegen Satz 2 b) bleibt nur zu zeigen, daß der Homomor
phismusII A (n

p
): A (G) -> 77 A (G

p
) surjektiv ist. Sei (<5

2 ,

<55,5

5 , ...)
p p

en A (G
p

). Die Abbildung x=x2+ ... +xp ô2ô

2 (x 2
) + ... +ôp (x

p
)

p

ist eine Dilatation, denn fur x=x2 + ... + x r , y=y2 + ... + yy s
£ G

gibt es n
p

eZ (p =2,3, ..., max {r,s }), sodaß 3p3

p
(x

p
) - (j;

p
)

=np (x
p

- y p
) und n

p
invertierbar mod (p (x p

- y p )), und dann gibt es wegen
der Teilerfremdheit der o (x

p
— y p

) eine zu o(x—y) teilerfremde Zahl neZ
mit n=np (mod (o (x

p
— j/ p ))) fur aile p. Somit ist ô Dilatation und offenbar

ein Urbild von (ô 2 ,
ô

3 ,
...). Die Behauptung fur A

o folgt âhnlich.

Die Berechnung von A (G) und A0(G)A

0 (G) fur abelsche Gruppen G wird durch

die Sâtze 3 und 4 auf die Berechnung von A (G
p

) bzw. A0 (G
p

) fur />-primâre

Gruppen G
p

reduziert, die wir im nâchsten Kapitel durchfûhren. Zuvor bewei

senwir jedoch einen Satz ùber abelsche Gruppen von endlichem Exponent.
Sei G eine Gruppe mit endlichem Exponent e. Wir kônnen G in der

Gestalt G = (Z/eZ) © G' schreiben und setzen/ = Exp (G'). Die Zahlen e

und/werden wir die beiden großten (ersten) Torsionskoeffizienten von G"

nennen (in Übereinstimmung mit der Terminologie fur endliche abelsche

Gruppen). Unser Hauptresultat ûber Gruppen endlichen Exponents ist,

daß ihre homogenen Dilatationsgruppen nur von diesen beiden ersten

Torsionskoeffizienten abhângen.



Satz 5. Sei G eine Gruppe von endlichem Exportent e, G= (Z/eZ)

© G', Exp {G') =/, 7i : G-» G' die Projektion. Dann gilt :

i) Bas Bild des Homomorphismus A0(tz):A

0 (tz): A
o (G) -> A

o (G') besteht ans

allen Dilatationen von G' der Gestalt x v-> mx (m eZ, (m,/)= 1) und

ist somit zu (Z//Z)* isomorph.

ii) Der Beschrânkungshomomorphismus A
o (G) -» J

o (ZjeZ) ist injektiv.

Sein Bild ist die nur von e und f abhângige Gruppe

Dièse Gruppe ist eine Erweiterung

(8)

wobei

Beweis. Nach Satz 2 b) hat jede Dilatation (sgz1
0 (G) die Gestalt

ô
1

x £
2 mit (3-l e JO(Z/eZ),J

0 (Z/eZ), (5
2 e/l 0 (G

/ Sei aeZ/eZ eine Erzeugende.
Dann gibt es nach (6) eine Zahl meZ, (m, e) = 1, mit <5X5

X (a) = ma,

und nach (7) gilt dann ô2ô

2 (x) = mx fur aile xeG\ da die Elemente aus

Z/eZ und G' in G linear unabhângig sind. Hieraus folgt bereits, daß die

Dilatation Ô2Ô

2 = A0(n)A

0 (n) ô die Gestalt x\-> mx fur eine geeignete zu/teiler
fremdeZahl mgZ hat, und auch, daß die Dilatation ô durch S

1 vollstândig
bestimmt wird, d.h. A0(G)A

0 (G) c^ A
o (Z/eZ). Behauptung i) ist jetzt klar, denn

fur jedes m e Z mit (m,f) = 1 ist die Multiplikation mit n, wenn (/?, e) = 1

und n = m (mod/), eine Dilatation von G, deren Beschrânkung auf G'

die Multiplikation mit m ist.

Wir mûssen noch das Bild von A0(G)A

0 (G) in A
o {ZjeZ) bestimmen, d.h.

untersuchen, fur welche Dilatationen ô
1 eAo (ZjeZ) die Abbildung ô

±
x ô29ô

29

wo 626

2 Multiplikation mit einer zu/teilerfremden Zahl m ist, eine Dilatation
ist. Nach (5) ist dafûr notwendig und hinreichend, daß es fur aile x,ye Z/eZ,
x', y' g G', eine Zahl n e Z mit

d.h. mit



gibt. Da die letzte Gleichung genau dann fur aile x\ y' e G' gilt, wenn

n=m (mod/), ist dièse Bedingung mit ô
1 eAo (e,f) àquivalent.

Bemerkungen. 1. Satz 5 enthâlt eine implizite Beschreibung von
A

o (G) fur aile abelschen Gruppen G. Denn wenn G keine Torsionsgruppe
ist, ist A

o (G) nach Satz 3zu Z/2Z isomorph. Ist G aber eine Torsionsgruppe,
dann lâßt sich G als Vereinigung von Gruppen endlichen Exponents dar

00

stellen, G = u G [N] mit G [N] = {g eG\Ng = 0 }, und nach Satz 2 a)

iV=l
gilt

(9)

2. Nach Satz 4 ist A
o (e

9 f) =17Ao (p\\ p* 1

), falls e= Up\\f = llp- 1

mit pi prim, r f
0 ist. Somit genùgt es, die Gruppen A

o (p\p s
) zu

berechnen.

3. Obwohl die Sequenz (8) i.a. nicht spaltet, ist es fur die Berechnung

von Ao(e,f)A

0 (e,f) hinreichend, wenn wir die Gruppe Ao(e,f)A

0 (e,f) kennen. Denn

A
o (e,f) ist das Produkt des Normalteilers A

o (e,f) und der zu (Z/eZ)*
isomorphen Untergruppe der Multiplikationen (da letztere sich surjektiv
auf (Z//Z)* abbildet), und wir kennen den Durchschnitt der beiden

Untergruppen sowie die Opération der Multiplikationen auf A
o (e,f).

4. Schließlich hat man (analog zu Satz 5) fur die gesamte Dilatations

gruppevon G = (Z/eZ) © G' die exakte Sequenz

(10)

wobei

(11)

Denn wenn 3 = d
1

x ô2ô

2
eine Dilatation auf (Z/eZ) ©G' ist mit S

± (1)

- ô±(0)ô

± (0) = n, so gilt fur ô2ô

2
die Beziehung

(Anwendung von (7) auf die Elemente (1, x) und (0, y)). Mit anderen

Worten: ô2ô

2 liegt in der zu G' |x (Z//Z)* isomorphen Gruppe der affinen"
Dilatationen x \-> mx + a (me(Z/fZ)*, ae G') und ô± liegt, falls ô2ô

2



(oder auch nur das Bild von ô2ô

2
in (Z//Z)*) trivial ist, in A (e,f). Die

Bemerkungen 1.— 3. gelten ebenso fur nicht-homogene Dilatationen, sodaß

wir die Bestimmung von A (G) fur beliebige abelsche Gruppen auf die

Bestimmung von A (p r
, p

s
) zurùckgefùhrt haben.

Wir mùssen also nur noch die Gruppen A
o (p\p s

) und A (p\p s
) be

rechnen,was im nâchsten Kapitel geschieht.

III. DILATATIONSGRUPPEN VON ENDLSICHEN ABELSCHEN p-GRUPPEN

Seien p eine Primzahl und r s 0 ganze Zahlen. In diesem Kapitel

wollen wir die Gruppen Ao(p\A

0 (p\p s
) und A(p\p s

) berechnen. Da dièse

Gruppen Untergruppen von A
o (Z///Z) bzw. von A (Z/p r Z) sind, behandeln

wir zunâchst den Spezialfall s = 0.

Satz 6. a) Die Dilatationsgruppe der zyklischen Gruppe G = Z/p r Z

ist zum r-fachen Kranzprodukt der symmetrischen Gruppe S
p isomorph,

(12)

wo das Kranzprodukt von einer Gruppe H mit &p&
p

durch die Opération von
&pals&

p
als Permutationsgruppe von p Elementen gegeben wird, d.h. Hl6p

=(Hx ... xH)|x Q
p

. Insbesondere gilt

p mal

(13)

b) Die homogène Dilatationsgruppe von Z/p r Z wird gegeben durch

(14)

und hat die Ordnung p! (^ r - 1 )/(*>- D///.

Beweis. Wir werden A (Z//Z) induktiv bestimmen, indem wir die

Gruppe Zlp r Z in Nebenklassen nach der Untergruppe pZ/p r Z zerlegen.
Nach Satz 4c) mit G= Z/p r Z, N= pZ\p r Z und Q= Z/pZ gibt es einen

injektiven Homomorphismus



(15)

wobei wir benutzt haben, daß A (Z/pZ) = S
p . Die Abbildung cp wird wie

p-i
folgt explizit beschrieben : Wir schreiben G=uLj mit Lj ={xe Z/p r Z |

J = O

J£ 7

x =7 (mod /?) } (y =0, 1, ...,/?— 1). Jedes L- konnen wir vermôge x h>

(mod y 1)y
1

) mit Z/p rr ~ 1 Z identifizieren. Jede Dilatation SeA (G) permutiert
einerseits die Restklassen Lj und induziert somit eine Permutation ô' von
{ 0, 1, ..., p—l }, andererseits induziert ô vermoge der Identification der

Lj mit Z/p r Z Dilatationen <50,5

0 , ...,
ô

p^ 1 eA (N), die durch die Formel

(16)

definiert werden. Die Abbildung cp wird dann durch Sh> ((^ Oj ..., p _i), ô
f

)

gegeben.

Wir wollen zeigen, daß cp surjektiv ist. Seien ô
f

e S
p

und p Dilatationen
<50,5

0 , ..., dp-i von Z/p rr ~ 1 Z gegeben. Dann wird durch (16) eine bijektive
Abbildung ô von G auf sich definiert. Wir mûssen zeigen, daß ô die Gleichung
(5) fur aile x, y e G erfùllt. Sind x und y modulo p kongruent, so gibt es ein

j e {0, ..., p—l } mit x=j+ pa, y =j+pb und, wegen der dilatativen

Eigenschaft von ôj, eine zu p teilerfremde Zahl n e Z mit Ôj (a) — ôj (b)

= n (a-b). Dann ist

Sind x und y verschieden modulo p, so sind ô (x) und ô (y) auch modulo p

verschieden (da ô' eineindeutig ist) und die Bedingung (5) ist automatisch

erfûllt. Damit ist gezeigt, daß A (Z/p r Z) zu A (Z/p rr ~ x

Z) lSp isomorph
ist, woraus (12) durch Induktion ùber r folgt.

b) Sei ôeA (Z//Z) mit cp (ô) = ((<5 0 , ...,
<sp_i)>5

p
_i)> 5 0- We S en ( 16 ) ist ô

genau dann homogen, wenn ô' und c>
0 homogen sind. Wir konnen dann ô'

als Permutation von {1, ...,/?— l} auffassen und erhalten durch q> (ô)

\-> ô
0

x (((5 l 9..., s') den Isomorphismus

woraus (14) durch Induktion ùber r folgt.



Der Fall s > 0 sieht ganz anders aus. Ein Grund hierfùr ist, daß die

definierende Eigenschaft dieser Gruppen, nàmlich

(17)

die Bedingung (5) impliziert, sodaß die Abbildungen ô, die (17) genugen,

automatisch bijektive Dilatationen sind.

Satz 7. Sei p eine Primzahl, r 1. Dann gilt

(18)

(19)

wobei das Kranzprodukt von einer Gruppe H mit ZjpZ durch die Opération

von Z\pZ als zyklische Permutât ions gruppe auf p Elementen gegehen wird,

d.h. H l ZjpZ = H x ... x H \x Z/pZ. Insbesondere gilt

p mal

(20)

(21)

Beweis. Gleichung (18) ist fur r= 1 trivial, da A (p,p) nur aus Trans-

lationen besteht. Sei also r 2 und \jj :A (p r
, p) -+ Z/pZ die Abbildung,

die ô auf den Wert von ô (x) —x (modp) schickt, woxe Z/p r Z; wegen (17)

(mit s=l) ist dieser Wert von x unabhângig. Falls eine Dilatation ô in

Ker \jj liegt, bildet ô jede Nebenklasse Lj =j+ pZ/p r Z auf sich ab, sodaß

wir durch die Formel

(22)

p Dilatationen b
} eA{Z\p r X

Z) erhalten. Jedes ôj liegt in A(p r ~\p),
denn fîir a, b g Z/p rr ~ 1 Z gibt es wegen (17) eine Zahl u g Z mit

(23)



Wir haben also eine injektive Abbildung

(24)

konstruiert; wir behaupten, daß sie ein Isomorphismus ist. Wenn nâmlich

<50,5

0 , ..., (5p_ t eA G?
1 "" 1

,/?) vorgegeben sind und ô durch (22) definiert wird,
dann gilt erst ô (x) =x (mod /?) (Vx g Z/p r Z) und somit (5 (x) —ô (y)

= x — y (mod p), was fur x =£ y (mod /?) schon ausreicht, um die Existenz

einer Zahl u wie in (17) zu zeigen; falls x und >> kongruent modulo p sind,

schreiben wir x = j + ap, y = j + bp und erhalten wie in (23) die Existenz

von u aus der entsprechenden Eigenschaft von ôj. Somit haben wir eine

exakte Folge

Man rechnet leicht nach, daß ij/ spaltet und daß Z/pZ auf A (p r I,p1

,p)
p

durch zyklische Permutation operiert, also

Gleichung (18) folgt hieraus durch Induktion ûber r.

Die Gruppe A0 (p r
, p) ist eine Untergruppe von Ker \jj und entspricht

unter dem Isomorphismus (24) offensichtlich der Gruppe A
o {pp

r ~1,p)~ 1

,p)

x A (p r ~ 11

9 p) p ~ 1

,
sodaß Gleichung (19) unter Benutzung von (18) durch

nochmalige Induktion ùber r folgt.

Satz 8. Sei p eine Primzahl, rg;s 1. Dann gibt es eine exakte

Folge

(25)

und einen Isomorphismus

(26)

insbesondere gilt

(27)

(28)



Beweis. Der Fall r= s ist trivial. Sei also r>s. Analog zu Satz 7

defmieren wir eine surjektive Abbildung \j/ :A (p
r

, p
s

) .-+ Z/p s Z, indem wir

eine Dilatation S auf den (nach (17) von x unabhângigen) Wert von ô (x)

-x (mod p
s

) abbilden. Fur ôe Ker \j/ setzen wir

(29)

Dann ist (17) zu der Gleichung

(30)

âquivalent. Insbesondere ist ô (x) = ô (y) falls x=y (mod p
r s+l ), sodaß

5 als Abbildung von Z/p rr ~ s+l Z in sich selbst betrachtet werden kann, und

nach (30) ist dièse Abbildung sogar eine Dilatation aus A(p rr ~ s+l ,p).

Wegen ô (x) =x (mod p
s

) und (29) gilt ~5 (x) =x (mod p), d.h. g liegt im

Kern der im Beweis von Satz 7 konstruierten Abbildung A (p
rr ~ s+l ,p)

-> Z//?Z. Umgekehrt definiert jedes ~ô e A (p
rr ~ s+l ,p) mit 5 (x) = x (mod^)

durch

eine Dilatation aus Ker \I/
9

also

Da Ao(p\A

0 (p\p s
) œKqyij/ unter <51->5 1-> 5 den homogenen Dilatationen von

A (p
rr ~ s+l ,p) entspricht, ist (26) eine unmittelbare Folge von (19).

Die Gruppenerweiterung (25) kônnen wir leicht beschreiben: Die Gruppe

A (p r
, p

s
) ist das Produkt des Normalteilers Ker \j/ und der zu Z/p r Z iso

morphenGruppe der Translationen, welche durch Reduktion (mod p
s

)

surjektiv auf die Gruppe Z/p s Z in (25) abgebildet werden; die Translationen

x^xl p
s

a, die bei dieser Projektion auf 0 gehen, operieren auf Ker \j/

£ A (p
rr ~ s

,p) p durch die entsprechenden Translationen xh>x + a in



Wir behandeln nun den Fall unendlichen Exponents. Wir bezeichnen

mit Z/p 00 die Gruppe lim Z/p n Z (also die />-Komponente von Q/Z) und

mit Z* die Gruppe der Einheiten.

Satz 9. Sei G eine abelsche p-Gruppe unendlichen Exponents. Falls
G Z//? 00

, so ist

Falls G£ Z//?
00 ©G' mit G' #{0} ewe Gruppe von endlichem Exponent

p
s

, so ist A
o (G) isomorph einer nur von p

s abhângigen Gruppe A
o (p x

', p
s

)

mit

In allen anderen Fàllen ist A
o (G) = Z*.

Beweis. Aus der Théorie der abelschen Gruppen (siehe etwa das Buch

von Kaplansky) folgt, daß G entweder einen direkten Summanden Z//>°°

hat oder reduziert ist (d.h. keine dividierbare Gruppe enthâlt), wobei G

im letzteren Fall zyklische Summanden beliebig hoher Ordnung hat. Es

gibt also drei Fâlle zu unterscheiden :

i) G= Z//? 00 ©G' mit exp (G') =ps < oo
,

ii) G= Z//? 00 ©G' mit exp (G') = oo
,

iii) G reduziert, exp (G) = oo .

Nach Bemerkung Izu Satz 5 ist A
o (G) lim AO(GA

0 (G [//]). Fur t genùgend

groß ist die Gruppe G [p*] im Falle i) zu
r

Ljp t Z © G' isomorph und in den

Fàllen ii) und iii) zu Z//Z © Zlp f Z ©G" mit exp (G") <£ /. Die Behaup
tungdes Satzes folgt jetzt aus den Sâtzen 5, 6 und 8.

Mit diesem Satz haben wir die Berechnung der Dilatationsgruppen aller

abelschen />-Gruppen und damit aller abelschen Gruppen abgeschlossen.

(Reçu le 4 août 1977)

S. Suter
D. Zagier

Mathematisches Institut
der Universitât Bonn (BRD)
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