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SUMMARY

In this article we prove the following inequality, which can be considered as a
partial converse to Cauchy’s inequality: if f(!) and g¢(t) are decreasing functions
on [0, 0o0), then
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oI f)g(tyde > ( ({ f(ey2de)( g g(t)%dt)[ max (f(0) OI g(2)dt, g(0) J f(t)dz).
This inequality is best possible in terms of the data appearing on the right-hand side.

Indien f en g twee positieve reéelwaardige functies zijn, dan kan de
integraal | f(t)g(t)dt zonder moeite naar boven afgeschat worden, hetzij
door toepassing van de ongelijkheid van Cauchy:

(1) § fg<(§ P g2,

hetzij — mits f en g begrensd zijn — met behulp van de evidente ongelijk-
heden

(2) | fg<(max f)(§ g9), § fg<(maxg)(f f).

Een dergelijke formule, die voor de integraal in kwestie een niet-triviale
afschatting naar bereden oplevert, bestaat echter niet: immers de integraal
is nul, als f en ¢ disjuncte dragers hebben. Doch, in de veel v66rkomende
situatie, waarin f en g dalende functies in eenzelfde interval zijn, kan dit
zeker niet gebeuren, en in dit geval is het inderdaad mogelijk, een niet-
triviale (en blijkbaar ook niet bekende) afschatting naar beneden aan te
geven:

STELLING: Laat f(t) en g(t) dalende, op [0, o) integreerbare functies zijn,
en stel

'"'=f(0), m=g(0)’
X= [ jde, Y= go)ds,

A= [ jerds, B= [ glpd,
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dan geldst:

*® AB AB
(3) 6[]‘ )g(t)dt > mln( X ;a_Y>

Dit bewijzen wij eerst onder de voorwaarde, dat f en ¢ differentieerbaar
zijn. Schrijft men
£t)=—1'(t), n(t)=—g'(%),

dan zijn & en 7 positief en er geldt

fit)y= I E(x)dx, g(t)= I n(y)dy

Hieruit volgt

o]

W ] E@do—n, [ at@dz=X, [ n)dy-m § i)y

en verder
) 1 foatye- ]‘°]"° § etonty)dedydi— TT min (z, y)&(e)n(y)dedy.

Op gelijke wijze toont men aan:

(6) A= min (z, 2')é(x)é(x")dzdz', B= _f j' min (y, ¥ n(y)ny )dydy'.
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Voor vaste z, y geldt wegens (4)
§
1]
en door verwisseling van de rollen van z, 2, £ en ¥, ¥, 7 kan men dezelfde

ongelijkheid bewijzen met m Xy in plaats van n Yz als rechterlid. Derhalve
geldt:

min (z, &) min (y, 6@ )y )a'dy < § | o8y )da'dy' =n e,

00.38

]'o }omln (z, ') min (y, y")e(z"(y')dz'dy’ < max (mX, nY) min (z, ).
00

Door deze ongelijkheid met &(x)n(y) (>0) te vermenigvuldigen en ver-
volgens van 0 tot oo te integreren vindt men de ongelijkheid

min (z, 2') min (y, y')é(x)é(x"yn(y)n(y" )dada' dydy’ <

N
000
< max (mX,nY) { | min (z, y)é(@)(y)dady,
00
die wegens (5) en (6) equivalent is met (3).

Het algemene geval (dus f en ¢ willekeurig) kan men behandelen door,
ofwel f en g met differentieerbare functies te benaderen, ofwel de gehele
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bovenstaande redenering met behulp dan Stieltjes integralen te formuleren
(b.v. men schrijft dan 4= (° min (z, 2")df(z)df(2’) in plaats van de
eerste formule in (6)).

Het is misschien de moeite waard om op te merken, dat de door (1),
(2) en (3) gegeven afschattingen, .w.z.

=]
min <i_§’ gg) < 6[ f(t)g(t)dt < min (mX,VAB, nY),
onder de gegeven voorwaarden voor f en g niet kunnen worden verscherpt.
Dit blijkt uit het beschouwen van voorbeelden, waarbij men voor f en ¢
trap-functies kiest, die slechts twee positieve waarden aannemen.

Dit onderzoek vond zijn motivatie in een probleem in de economie, nl.
de berekening van de “Gini coéfficiént” (een bepaalde, in de economie
gebruikelijke maat voor het al dan niet uniform zijn van de verdeling
van inkomen van een bevolking) voor een bevolking, die samengesteld
is uit verscheidene groepen met gegeven Gini coéfficiénten. Over deze
toepassing is een artikel in voorbereiding.
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