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SUMMARY 
In this article we prove the following inequality, which can be considered as a 

partial converse to Cauchy’s inequality: if f(t) and g(t) are decreasing functions 
on [0, oo), then 

00 
J fWg(W > ( ~fOP~~)( ~t7WWl max (f(O) ~f7W4 g(O) [MW. 

This inequality is best possible in terms of the data appearing on the right-hand side. 

Indien f en g twee positieve reeelwaardige functies zijn, dan kan de 
integraal J f(t)g(t)dt zonder moeite naar boven afgeschat worden, hetzij 
door toepassing van de ongelijkheid van Cauchy : 

(1) s /cl< cs PP(J 92Y2, 

hetzij - mits f en g begrensd zijn - met behulp van de evidente ongelijk- 
heden 

(2) S fw (max f)(S d, J fs< Wax c7M.l fh 
Een dergelijke formule, die voor de integraal in kwestie een niet-triviale 

afschatting naar beneden oplevert, bestaat echter niet : immers de integraal 
is nul, als f en g disjuncte dragers hebben. Doch, in de veel voorkomende 
situatie, waarin f en g dalende functies in eenzelfde interval zijn, kan dit 
zeker niet gebeuren, en in dit geval is het inderdaad mogelijk, een niet- 
triviale (en blijkbaar ook niet bekende) afschatting near beneden aan te 
geven : 

STELLINB: Lad f(t) en g(t) ddende, op [0, oo) integreerbare functies xijn, 
en stel 

n=fW, m=s(O), 

x = s” f(t)&, Y = y g(t)&, 
0 0 

A = s” f(t)w, B= 3 g(t)%& 
0 0 
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dun gel&: 

(3) 
00 

d f(wt)at2 min (g, g). 

Dit bewijzen wij eerst onder de voorwaarde, dat f en g differentieerbaar 
zijn. Schrijft men 

EV)= -f’(t), ?I@)= -g’(t), 
dan zijn 5 en 7 positief en er geldt 

Hieruit volgt 

f(t) = 7 wdx, g(t) = T map. 

en verder 

Op gelijke wijze toont men aan: 

(6) A = 7 7 min (2, x’)E(+(x’)d&r’, B = s” s” min (Y, dmhwa~w. 
0 0 0 0 

Voor vaste x, y geldt wegens (4) 

min (x, x’) min (y, y')t(d)q(y')adayk 7 ~zy'5(2')r(y')d~'dy'=nYx, 
0 0 

en door verwisseling van de rollen van x, x’, 5 en y, y’, T,I kan men dezelfde 
ongelijkheid bewijzen met mXy in plaats van n Yx ala rechterlid. Derhalve 
geldt : 

y min (x, x’) min (y, y~)~(x~)r(y~)ax~ay~ < max (mX, nY) min (2, y). 

Door deze ongelijkheid met 5(x)9(y) (2 0) te vermenigvuldigen en ver- 
volgens van 0 tot co te integreren vindt men de ongelijkheid 

mOOcorn 
J J J J min (x, 4 min (Y, Y~)~(~)~(~~)~(y)~(y~)axa~~a~ay~~ 0 0 0 0 

Q max (mx, nY) r T min (x, y)t(+(y)axay, 0 0 
die wegens (5) en (6) equivalent is met (3). 

Het algemene geval (dus f en g willekeurig) kan men behandelen door, 
ofwel f en g met differentieerbare functies te benaderen, ofwel de gehele 
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bovenstaande redenering met behulp dan Stieltjes integralen te formuleren 
(b.v. men schrijft dan A =Jr Jr min (2, x’)df(z)df(z’) in plaats van de 
eerste formule in (6)). 

Het is misschien de moeite waard om op te merken, dat de door (l), 
(2) en (3) gegeven afschattingen, .w.z. 

min(g, +J) o G s” f(WWt G min (mX, VD, nY), 

onder de gegeven voorwaarden voor f en g niet kunnen worden verscherpt. 
Dit blijkt uit het beschouwen van voorbeelden, waarbij men voor f en g 
trap-functies kiest, die slechts twee positieve waarden aannemen. 

Dit onderzoek vond zijn motivatie in een probleem in de economic, nl. 
de berekening van de “Gini cobfficiBnt” (een bepaalde, in de economic 
gebruikelijke maat voor het al dan niet uniform zijn van de verdeling 
van inkomen van een bevolking) voor een bevolking, die samengesteld 
is uit verscheidene groepen met gegeven Gini coBfficienten. Over deze 
toepassing is een artikel in voorbereiding. 
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