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§ 1 EINLEITUNG

Die Konstruktion des Modulraumes Ag der prinzipal polarisierten
abelschen Varietdten der Dimension g {ber Z ist seit langem bekannt.
Man erhdlt Jje nach Geschmack einen groben Modulraum oder ein algebra-
isches Feld, nach Einfiihrung von Level-Strukturen sogar einen feinen
Modulraum. Es sind auch Methoden der Xompaktifizierung bekannt iiber
den komplexen Zahlen (siehe [AMRT], [N] ), doch fehlte bis jetzt die
Beschreibung einer solchen iiber % . Dies geschieht in dieser Arbeit.
Genauer gesagt, konstruieren wir cin algebraisches Feld, welches
eigentlich liber % ist, das Ag als offene Teilmenge enthdlt, und
Uber dem eine universelle semiabelsche Varietdt existiert. Der Rand
wird ziemlich genau beschrieben, und man erhdlt fir Level-n-Strukturen

sogar einen algebraischen Raum.
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Dabei wird filir unsere Zwecke ein algebraisches Feld gegeben durch ein
Schema S , von endlichem Typ Uber Z , sowie eine endliche Abbildung
R+ 8 x,8 , welche R 2zu einem Gruppoid {iber § macht, und fir die
die Projektionen von R auf S é&tale sind. Man erkennt leicht die
Kquivalenz zur Definition in [DM], und wer will ,kann sich nach Einfih-
rung von Level-n-Strukturen darauf beschrédnken, daB R abgeschlossenes
Unterschema von S X o S ist, wobei man dann bei algebraischen Réumen
landet ([A]). Bei der Konstruktion von § benutzt man M. Artin’'s
Deformations-Theorie {[A]} sowie eine leichte Verallgemeinerung von

D. Mumford's Konstruktion degenerierender abelscher Variet&dten. Als

R nimmt man einfach die Normalisierung des von dem Modulproblem A
gelieferten Gruppoids. DaB dies die gewlinschten Eigenschaften hat, folat
aus einer Betrachtung degenerierender abelscher Varietdten, indem man
zeigt, daB man die in Mumford's Konstruktion auftretenden Perioden aus

den Koeffizienten der £-Reihe ablesen kann.

SchlieBlich sei noch erwdhnt, daB anders als im Fall der Kurven die
Kompaktifizierung nicht kanonisch ist, sondern von der Wahl einer Kegel-
zerlegung der positiv semidefiniten quadratischen Formen in g Variablen
abhdngt. Dies ist auch bei der komplexen toroidalen Kompaktifizierung

der Fall, und in der Tat liefern unsere Methoden iber & gerade diese
Modelle.

Der Aufbau der Arbeit ist wie folgt:

Zundchst betrachten wir degenerierende abelsche Varietdten und ordnen
ihnen guadratische Formen zu. Dies wird zum einen benutzt, um spiter
die Kompaktheit zu zeigen, und motiviert zum anderen die Wahl der Daten,

welche beil der verallgemeinerten Mumford-Konstruktion eingehen.

Diese folgt dann im n&dchsten Kapitel. Dabei sind alle auftretenden
Schwierigkeiten im wesentlichen schon von Mumford in [M4] geldst worden.
Wir brauchen dies nur noch von Tori auf semiabelsche Varietdten zu ver-

allgemeinern.

Danach bereitet die Konstruktion von § wund R keine groBen Probleme
mehr. Ihr ist das vierte Kapitel gewidmet, worauf dann die Anwendungen

folgen:
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Wir betrachten Level-Strukturen, Modulformen (unter anderem eine arith-
metische Behandlung der minimalen Kompaktifizierung), &étale Carben und
Kohomologie, die Torelli-Abbildung sowie die Beziehungen zur komplexen
Theorie. Eine weitere Anwendung wire es, den ersten Teil des Beweises
der Mordell-Vermutung zu vereinfachen {siehe [F]}, und es bleibt zu
hoffen, daB eine arithmetische Theorie der Siegel'schen Mocdulformen

in Zukunft noch einiges Sch&ne hervorbringt.

Der Leser wird bemerken, daB alle wesentlichen Grundideen von D. Mumford
iibernommen worden sind, und dieser h3tte sicher auch noch die Resultate
dieser Arbeit erhalten, wenn er sich nicht anderen Interessen zugewandt
hdtte. Einer seiner Schiiler, Ching-Li Chai, hat kirzlich ebenfalls eine
arithmetische Kompaktifizierung des Modulraums Ag beschrieben. (Siehe
[C]). Nach den mir voliegenden Informationen hat er auch Mumford's
Konstruktion verallgemeinert (entsprechend unserem § 3), benutzt aber
fir die Konstruktion der Kompaktifizierung Theta-Funktionen und Auf-
blasungen. Dies hat den Vorteil groBer Explizitheit und den Nachteil,
daB man keine universelle semiabelsche Varietdt erhdlt, und daB man

nur {iber % [1/2] kompaktifiziert. Auf jeden Fall hat er seine Resul-
tate unabh#ngig von mir und frilher erhalten, so daB ihm bei Uberschnei-
dungen der Vorrang gebilihrt. Da er sehr viel mehr Sorgfalt auf die
Ausarbeitung der Details verwendet als der Verfasser dieser Arbeit,

konnten seine Ergebnisse bisher noch nicht erscheinen.

§ 2 DEGENERIERENDE ABELSCHE VARIETATEN

a) Sei R ein normaler kompletter lokaler Ring mit maximalem Ideal

m , Restklassenk&rper k = R/m und Quotientenkdrper K . Wir nehmen
an, daB X eine Charakteristik verschieden von zweil hat, doch ist es
durchaus zugelassen, daB die Charakteristik von k 2zwei ist. s und

n seien der spezielle und der generische Punkt von Spek(R} .

G seil eine semiabelsche Varietdt tUber Spek(R} , d.h. ¢ ist ein
glattes algebraisches Gruppen-Schema Uber R , von endlichem Typ,
dessen Fasern zusammenhdngend sind und Erweiterungen von abelschen
Varietdten durch Tori. Die Darstellung vereinfacht sich sehr, wenn die
spezielle Faser Gs selbst ein Torus ist. Wir empfehlen, sich die

Argumente zuerst an diesem Spezialfall klar zu machen. Der allgemeine
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Fall erfordert keine neuen Ideen, sondern nur eine Reihe von Notationen
und Definitionen. Wir setzen voraus, dal Gn eine abelsche Varietédt
ist, und daB der/\maximale Torus von Gs zerfdllt. Dann ist die formale
Komplettierung G eine Erweiterung einer formalen abelschen Varietdt
ZA& {entsprechend einem A {iber R ) durch einen formalen Torus

’/I\’:é; . Es gibt eine Gruppe G , mit é\f%e , 80 daB € eine Erwei-

terung von A durch T = G; ist.

0-T->G->a-0

Sei X = X(T) z%m" die Charaktergruppe von T . Dann wird € gegeben
durch einen Morphismus X—»PicO(A) (R}

0 '
ui——>“

welcher jedem up € X das zugehSrige Ceradenbiindel auf A =zuordnet.

Es gibt kanonische Isomorphismen

OH ® O\) = 0u+\)
b) Wir nehmen weiter an, daB auf G ein Ceradenblindel L gegeben
ist, welches auf der generischen Faser Gn eine prinzipale Polarisation
definiert. ([M1], Ch. 6, § 2). Dann besitzt 1L eine kanonische kubische
Struktur, oder &#guivalent dazu, definiert m*(L) ®pr1*(£)_1 ®pr§(£)_1

eine Biextension von G xG durch Gm {(siehe [MB]), I, § 2)

A
Das formale Geradenbiindel L ist dann samt seiner kubischen Struktur
A A . . o
Pullback eines M auf A , welches eine prinzipale Polarisation fiir

A A ~ o~
A definiert. M kommt von einem M auf A , und L auf G seil das

>

Pullback von M . Dann ist ﬁ,' isomorph zu , wobei der Isomorphismus
die kubische Struktur respektiert. Allerdings ist dieser Isomorphismus
nicht eindeutig, sondern kann mit einem Charakter X : E—»Gm modifi-
ziert werden. Es sei noch bemerkt, daB ein solcher Charakter eindeutig
bestimmt ist durch seine Einschrénkung p€X auf T , und daB man auf
diese Weise genau alle p's erhdlt, welche im Kern der Abbildung

X —>Pic0 () 1liegen.

Bisweilen werden wir voraussetzen, daf L symmetrisch ist,d.h., da8
[-11*(L) =L ([-1]1 = -id : G»G) . Dann ist auch [-1]¥(M) =M , doch
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sind diese Isomorphismen im allgemeinen nicht miteinander vertr&glich.
Wenn man sie so normalisiert, daB sie auf der Faser in Null die Iden-
titdt sind,

A
Pullback von M

A
so unterscheiden sich die Symmetrien auf L und dem

um einen Charakter ¥ wie oben.

0

c) M definiert einen Isomorphismus A —-> Pic" (A) , und somit erhilt

man eine Abbildung

c : X-A(R) y

mit g(u)*(g)ﬁégu =M@ Ou {(Schnitte von gu {iber einer offenen Teil-

A
menge von A entsprechen Schnitte von L {lber dem Urbild, welche

sich unter T gemd8B p transformieren). Filir das folgende miissen wir

diese Isomorphismen geeignet normalisieren:

Definition:

Ein zuldssiges System von Isomorphismen besteht aus Isomorphismen

: * ~

i) cu)™(0) = 0

ii) gu;g(u)*(p_/x) , so daB

a) Die Isomorphismen in i) sind linear in p und v
b) Fir p,v€ X kommutiert das Diagramm

~:

Man sieht leicht, daf zul&ssige Systeme
Je zwei unterscheiden sich dadurch, daB
mit einem g(u) € R* multipliziert. g :
daB bg,v) = glu+v)/(glp)-g{v))
Die Isomorphismen in i) werden dann mit

haben,

wédhlen von nun an ein festes zuldssiges

¢} ba L auf G

ein R-Modul vom Rang 1

® Ov <

eine prinzipale Polarisation definiert, ist

ey eclw)™0)

von Isomorphismen existieren.
man die Isomorphismen in ii}
X —> R*
bilinear ist in
b{p,v)
System von Isomorphismen.

muB die Eigenschaft
und v .

multipliziert. Wir

r(e,L)

{in der Tat sogar ein divisorielles Ideal).
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Sei SLEZF(G,Q) ein nicht verschwindendes Element. Genauso ist TI'(A,M)
frei, mit einem Erzeugenden eM . Fir p€X erzeugt dann
eM“ = B8y T(AM )= TR () (M)

A AA
Den formalen Schnitt GLE T'(&,L) kann man nun nach T-Eigenfunktionen

entwickeln:

A = 5 . AU

eg uEx ap) eg .

Dabei sind die Koeffizienten al(p) € R , und sie konvergieren gegen Null
in der m-adischen Topologie. Bei Wechsel des zul#dssigen Systems von
Isomorphismen erhalten sie einen Faktor g{(u} . Damit ist klar, daB

der Inhalt des folgenden Satzes nicht von dieser Wahl abhéngt:

Satz 1:

i) a(p)y = 0 fiir alle heXx

ii) bpu,v) = a(u+v)a(0)/(a(p)a(v)) €x* ist bilinear in y wund v

1ii) Falls up+0 , so ist Dblu,u) €m

iv} Wenn ein Geradenbiindel 21 auf € dieselbe prinzipale Polari-
sation definiert, so daf ﬁls ﬁ , so liefert ;1 dieselbe
Bilinearform Db(u,v) .

Bemerkung:

Die Aussage iii) folgt aus i) und ii): 2
Diese liefern, daB af{npla{~-np) = a(O)z-b(np)n . Da die linke Seite
in R liegt und flir n-« m-adisch gegen Null konvergiert, liegt auch

b(p,u) in R und ist keine Einheit.

Bewels von Satz 1:

Man bettet R geeignet in einen kompletten diskreten Bewertungsring
ein und darf dann annehmen, daBl dim(R) = 1 . Es steht uns frei, den

Grundkdrper zu erweitern, d. h., R durch die Normalisierung in einer



327

endlichen Erweiterung zu ersetzen. Wir dirfen dann zum Beispiel annehmen,
daB alle 2-Teilungspunkte von Gn K-rational sind. Wir behandeln

zundchst den folgenden Spezialfall:

L= [—1]*& ist symmetrisch, und die Symmetrie ist die Identit&dt auf
allen 2-Teilungspunkten von T . (Wir identifizieren

A -
T[2] = T[2) gCl2] = 6[2]5(2[2] die 2-Teilungs-Untergruppen.)

Dann ist auch M symmetrisch, und der Charakter X wvon e , welcher
A A
den Unterschied der Symmetrien zwischen L und M Dbeschreibt, ist

gleich Eins auf T[2] . Somit ist ¥|T = 2p, , mit einem p,€X .

Dann ist [-1]*6L = :eL , und so ergibt sich, daB a(2p0—u) = a{p)*
(Einheit aus RY ). Wir zeigen zunichst, daB Funktion b,c : X-K

existieren mit

(*} a{p)af{v) = bip+vyclu~v) . Dies ist dquivalent zu der folgenden
Behauptung:
(%} Sei p€X . Dann gibt es Funktionen bp,cp auf X mit

a{p+rvtplalp-v) = bo(u)cO(v) .

Dazu zundchst etwas Terminologie:

A
gin schnitt £er(&x¢,£260%% ) heiBt ein Produkt, falls £ = g@h

AA A
mit g,h € F(G,EZ) . Analog flr Schnitte von §2 . Das fundamentale
Beispiel eines zerlegten Schnittes ergibt sich wie folgt:

Betrachte die Isogenie

b CxCE->GxG
(x,y) b—> (x+y, x-y)
Bekanntlich ist q;G*(E@g) = £2®£2 . Sei HcEG[2] eine endliche

flache Untergruppe der Ordnung 24 {d = dim(¢)) , so daB E(K) gG[Z}(K)
ein maximal isotroper Unterraum fiir die durch die Polarisation gegebene
symplektische Form ist. Dann kann man H &dquivariant auf 22 operieren
lassen, und descente liefert ein Geradenbiindel £1 auf G1 = G/M ,
welches auf G1,n eine prinzigalezP@larisationdefiniert. Jeder

H x H-invariante Schnitt von L oL liefert dann einen globalen

Schnitt von 21 ®§1

invariante Schnitte erhalten wir wie folgt:

und ist damit ein Produkt. Beilspiele flr H x H-
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* = -
O (G.I:® G_I:) (x,y) = GE(X+Y) ®QL(X v}
ist schon invariant unter der Diagonal-Aktion von H . Dann ist

z _
zeu(r) 8 (x+y+2) @8, (x-y+z)

H x H-invariant, und damit ein Produkt. Man kann die H-Aktion auf L

noch mit einem Charakter ¢ : H~>{+1} +twisten, und erhdlt,daB auch

ur) €128 (x+y+z) @ 8; (x-y+z)

ein Produkt ist.

Wir wé&hlen nun ein H , welches T[2] wumfaft. Dann ist H/T[2] = Hﬁ;AIZJ
maximal isotrop, und jedes solche H1 kann man auf diese Weise erhalten.
Man 188t nun H so auf £}92 operieren, daf man den Uberblick iiber
die zuldssigen Isomorphismen nicht verliert. Dazu gehe man folgender-

mafBen vor:

Lasse H, auf Mz operieren. Dies liefert ein M, auf A, = A/H1

Die Abbildung

<
91 : X»*A»%A1

definiert dann eine Erweiterung

0-T =T, +’51+A1 +0

Beim Pullback
. Man erh3lt

via Geradenbilindelin ¢ und M =M, 890 auf A, .

1,u ] ET,p =1 T/ . 1
nach A geht g1,u liber in M @02M , und O1/H in OZu
ein kommutatives Diagramm

—> A —> 0
e
0 — T=T, ~—>

N —
a—

—> A, —> 0
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und es ist E1£EG1/H . Weiter sieht man sofort, daB man ein zul&ssiges

System von Isomorphismen flr 61,M1 widhlen kann, welches bei Pullback
vertrdglich ist mit dem fiir 5,& (z. B, ist das Pullback von

c ¥, ) gleich c(p) ™0

1 5l
Y und isomorph zu Oy v u.s.w.)

2v

Die Operation von H, auf Mz liefert eine Operation von H auf iz
und 22 . Diese Operation ist algebraisch, 4. h., kommt von einerx

Operation von H auf EZ : Je zwei Operationen von H auf Ez oder
22 differieren um einen Charakter e : H{(R) »{#1} , und mindestens

eine formale Operation ist algebraisch.

Wir kénnen nun {=#)° zeigen:

Sei p€X . Wdhle ¢ :H(R)~> {1} mit ¢|7[2] = p|T[2] . Dann ist der
A A
folgende Schnitt von 92(222 ein Produkt:

A A
z -
zeH(R)e(z) eé(x+y+z) ® e&(x y+2z)
) BH (x4 @5 Vix-y+z)
ZEH(R)e(z) alpralv) GM(X v+2) M X=YV+2Z
L, VEX
Bei festem pu,v verschwindet die Summe {iber H(R) (sogar schon tber
T[2]) , auBer wenn es o,B€ X gibt mit p = p+a+tf , v = a—B . Alsc

ergibt sich

prath

a(ptat+tp) ala-g) s(z)eM (x+y+z) @ eMu_B(x—y—z)

b P
a, peEX zeH (R)

Die dinnere Summe 188t sich umschreiben als

(cla)*@c(p) ™) e (2) z*(cpA*(Gg@@M))

%
z€H1(R)

¢

mit A:AXA-!»AXA

(x,v} > (x+y,x~y)
. o Lo : * * o
Dabei ist 6," @ 8 der einzige Schnitt von c{p) (M) @M , ba (6,7 ® 8a)

ein Schnitt wvon (gz ® Op}@ (gz @ OQ) , und die innereSumme wieder ein

Produkt, etwa von der Form g®h ; Wir erhalten schlieBlich, daB
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7 - * *
o, BEX a{p+a+B) afa-B) cl{a) " (g) 8c{B)" (h)
ein Produkt ist.
Da c¢(a)*(g) ein Schnitt ist von 1v12®02Oc+p , und ¢ (B)*(h) ein
Schnitt von _1*42 ®028+p , folgt daraus die Behauptung (x)' , indem man

ocbige Summe schreibt als

*
(Ex P, () e ()% (9)) ® (B) c(B) (h))

z
o 8ex © p

Damit sind (#)' wund (%) gezeigt, d. h.

It

a(u) alv} b{p+v) c(p-v}

d) Wir zeigen zundchst Teil i) von Satz 1:

Wir wissen schon, daB a(p) = 0 <=> a(2 uo—u) = 0 . Wir behaupten zu-

ndchst, daB eine Untergruppe Y X existiert mit
afp) £0 <=> pg “O + Y

Ersetzt man a(p) durch a(p+p,0) , so darf man annehmen, dal HO = 0
Sei Y = {pla(u) #0} . Da 66* 0 , ist Y nicht leer, und es ist
Y = ~Y .

i) 0€EY : Sei p€Y¥Y =>afuy) alu) = b{2u) c(0)x0 ,
af{p) al-p) = b{0)-c(2u) + 0 , somit ist
b(0) #+0 , ¢c{(0) #0 wund a(0)2 = b(0) - c(0) 0

ii) B,VEY => D{(2u) #0 , c(2v) +0 (siehe i)
=> af{p+v) a{pg-v} = b(2p) c(2v) +0 =>p*veEy

iii) Y = X :
Andernfalls g3be es ein endlich flaches Untergruppenschema NcT,
N #(0) , so daB alle pey auf N identisch den Wert 1 annehmen,

A

A
und GC_ ist ein Eigenvektor filir die Aktion von N auf L . Fir

n
<X ECG(R) wmit L, x, = 0 ist x.%¥(6,) ein

Elemente X B
=1 73 j=1 73 G

1
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*
globaler Schnitt von & x. (L) ;£i®n, welcher ein Eigenvektor flr N
ist. G(R) ist Zariski-dicht in Gn , und es ist wohlbekannt, daB fir
nz 3 die oben definierten Schnitte von ;3®n eine projektive Einbet-

tung von Gﬂ liefern. Andererseits muB diese Einbettung iber (G;’N}n
faktorisieren, was ein Widerspruch ist.

Damit ist zundchst i) gezeigt. ii)} 1ist nun ganz einfach:
Aus der Identitdt

a(u) a(v) = b(u+v) c (p-v)
folgt fiir A,p,vEX :

a(A+p+v)-a(A+u)—1-a(A+v)-1-a(u+v)”1'

ca(n) ca(p) ca(v) a0y = 1

{(Berechne a{i+p+v).a()), alx+p} ali+v) , af{p) a{v) und af{p+v)-a(0)
nach obiger Identit#8t), und dies ist Behauptung ii).

e} Wir kommen nun zu beliebigen L's . Diese erhdlt man durch Trans-
lation mit einem Element aus G{X) aus einem I der bisher betrachte-
ten Art (symmetrisch, Symmetrie = 1 auf T[2]}) . Wenn dieses Element

in G(R) liegt, so induziert es einen Automorphismus wvon é , und

man rechnet alles direkt nach. Im allgemeinen kann man es jedenfalls

ausdehnen zu einem Element aus C*(R) , wobei C* das Néron-Modell von
G bezeichne. ¢ 1ist die Zusammenhangskomponente der Eins von G¥* ,
und L und GG dehnen sich aus auf G* . Allerdings hat die Ausdehnung

L* wvon L im allgemeinen keine kubische Struktur mehr.

A A
Wie bisher kann man & auf jeder Komponente von G* nach T-Eigen-

*
funktionen entwickeln.GMan erhidlt dann Koeffizienten {Z{u),peX} ,
welche von der Komponente abhingen. Wir miissen zeigen, daB sie alle
verschieden von Null sind, und daB a(p+v} a{0)/fa(pla{v)) = Bip,v)
bilinear und unabhdngig von der Komponente ist. Wir wissen schon, daB
nicht alle g(u) verschwinden. Wir schliefien mit unserem alten Trick:
Wéhle HcGgcG* wie vorher. Dann ist flir jeden Charakter ¢ :H{R) = {#1}

und jedes Xy € G*(R)
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ZEHsiz)eG*(x+xO+y+z)® GG*(X y+2z)

wieder ein Produkt, und es ergibt sich, daB af{p) g(v) = Bu+v) T (p~-v),
mit geeigneten Funktionen $,¢ auf X . Dabei sind g,g die Koeffi-
zienten zu verschiedenen Komponenten. Da flir die Funktion a zur
Einskomponente schon alles ndhere bekannt ist, folgt leicht die Be-

hauptung, und Satz 1 ist vollstidndig bewiesen.

£) SchlieBlich bendtigen wir noch ein Resultat, nach dem b(u,v) und

die Polarisation auf A die Polarisation von G bestimmen. Es seien da-
A A

zu gegeben zwel G's,G1 und G2 , so daB G122G2 und damit

A1 SAZ =A . Weiter nehmen wir an, daB Geradenbilindel 51 und auf

L
=2
G1 bzw. G2 existieren, welche prinzipale Polarisationen auf den ge-

nerischen Fasern liefern und auch dieselbe Polarisation auf A ergeben.
(d. h. M, und M, unterscheiden sich um eine Translation). SchlieBlich

sollen ;1 und 22 dieselbe Bilinearform b liefern.

Satz 2:

A

- A
Unter diesen Umstédnden ist der formale Isomorphismus G1 — G2

braisch, 4. h., er wird induziert von einem Isomorphismus polarisierter

alge-

abelscher Varietdten G BN .
1,1 2,n

Beweis: Es ist stets erlaubt, zu einer endlichen Erweiterung von K

iberzugehen. Weiter dlirfen wir annehmen, daB M1EEM =
A A TIA TTAA A
L, und L, isomorph zum Pullback von M auf G, =G, =G . Diese

Isomorphismen respektieren die kubische Struktur, sind aber nicht unbe-

M . Dann sind

dingt eindeutig. Sie liefern aber kanonische Isomorphismen

A A A A
L, (-11*L, =L, @ [-1]*L, = Pullback
von M@ [-11*M .

Wir zeigen, daB sich bei diesem Isomorphismus die algebraischen Schnitte

F(G1’£ﬁ @[-1]*_1_,_1 ) und P(G2,£Q @[—1]*22 ) entsprechen. Genauer gesagt
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zeigen wir, daB man ein Erzeugendensystem der algebraischen Schnitte von

L,@[~1]*L oder von L, ®[-1] *L, erhdlt durch die Reihen

t%éx blo+B,8) c(B)*(f) .

Dabei durchliuft p€ X ein Vertretersystem fir X/2X , und £ eine
Basis der globalen Schnitte von M®[~1]*M . Wdhle wie bisher Bcel2]
endlich und flach, maximal isotrop, mit HoT(2] . Dann operiert H

auf Lﬂ @[—1}*&1 und EQ @[—1]*&2 , dhnlich wie bisher. Es ist bekannt,
daB fiir 3 = 1,2 I‘(Gj,éj @[-1]1*L.) eine Basis aus H-Eigenvektoren
besitzt, wobeil jeder Charakter ¢: H(R) +{+1} genau einmal vorkommt.

Wenn SL EF(Gj,E} ein nicht verschwindendes Element ist, so liegt

J
flir vy€ Gj(R)

ng(R)Eﬂz’eéj(X+Y+z)6L.('X+y+z)

-3

im ¢-Eigenraum, und man kann durch Wahl von y in einer Zariski-dichten

Menge von Gj(R) erreichen, daB dies #0 wird. Rechnen wir nun formal:

A
= * ' =
eéj(x) “gx aj(u)eﬂ(x) (dabe i Ej = Pullback von M )

A
Wihle p€X mit p|T[2] = e¢|T{2]

b A -
ZEH(R)E(Z)SEj(X+y+Z)e£j (~x+y+2)

o, BeX E(Z’aj(D“Wﬁ)aj(a~8)eMo*°‘*B(x+y+z)e
z € H(R) =

a;gEX eKZ)aj(o+a)aj(a)b(o,8)b(ﬁ,8)'

zEH(R)

‘9(5)*(8go+u(x+y+z) ® 8;(—x+y+z)) .

z o+
aex e(Z)aj(o+a)aj(u)§M (x+y+2) 0

z€H(R)

a,
M

= I b(p+g,8) c(B)*(

BEX —x+y+z))
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Die innere Summe ist ein Schnitt von Mp(@[-1]*¥ , (welcher noch von

y abhdngt), der sich unter H (bei einer geeignet zu definierenden
Operation von H auf diesem Biindel) als Eigenvektor transformiert. Der
zugehérige Charakter ist unabhdngig von j = 1,2 , und somit sind die
1,2 . Es folgt, daB der

o)

inneren Summen Vielfache voneinandexr, fir 3 =
A
formale Isomorphismus iﬂ ®[—1]*@15 §2<8[~1]*£2 einen Isomorphismus

- 1 pd 1 - *
(G, v Ly @ [-11%L)) =T(¢, ,L,®[-1)%L,)

induziert, und damit auch einen Isomorphismus

n n, . n _ n
W2or(ey LRI, ™ = e riG, Ly"e [-11*L,")

Dies liefert aber unmittelbar die Behauptung.

§ 3 Mumford's Konstruktion

a) In diesem Kapitel liefern wir eine Art Umkehrung der vorhergehenden
Betrachtungen. Dazu sei R ein exzellenter normaler Ring, Ic<cR ein

Ideal, so daBk R komplett ist in der I-adischen Topologie.

Ferner geben wir vor:

a) eine abelsche Varietdt A {ber R , zusammen mit einem amplen
Geradenbindel M auf A

b) Eine Erweiterung G von A durch einen Torus T EG;
O—)T—»ﬁ—»A—)O
c} Eine Bilinearform b auf X = X(T) , mit Werten in K* (K =

Quotientenkdrper von R }:
b X xXo>K*
Dabei sei Dblp,pu) eI , falls p+0 .

Unser Ziel ist es, eine semiabelsche Varietdt ¢ iiber R =zu konstru-
ieren, so daB b die Koeffizienten der zugehdrigen 8-Reihe liefert
(Falls M eine prinzipale Polarisation definiert). Etwas allgemeiner
ist das Datum ¢) folgendes:
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i) eine Untergruppe Yc X von endlichem Index
ii) eine lineare Abbildung i : Y - C(X)
iii) eine lineare Abbildung ¢ : X-A(R) ,

so daB das folgende Diagramm kommutiert:

i —> G(K)
A(R) —> A(K)
iv) Ein System von Isomorphismen

g(u)*w\)) sOv , REY,VvEX ,

linear in p und v

v} Ein System von Isomorphismen
M = M®0 =g * (M €y ,
M =N " c(p)y* (M), p

so daB fir pu ,ve€Y das folgende Diagramm kommutiert:

C(pv) * (M) > e () * (e () * (M= o () * (1)

A h

v >
Sy S * *
My < M, 80 < clp)* (M) ®c(p)*(0)
vi) Eine Bilinearform

b : ¥YxX-»K*
symmetrisch auf Y , mit b(u,u) €I , falls pey , p#0 .

Die Abbildungen in ii), iv) und vi) sollen kompatibel sein in dem fol-
genden Sinne: b entspricht einer Abbildung Y —E> T{K}) . Dann sei fir
BEY i(y)biy)T
durch Translation mit diesem Element.

€ G(R) , und die Isomorphismen in iv) werden definiert

Wir definieren auf den Daten noch eine Aguivalenzrelation, wie folgt:
Sei ¢ : ¥YxX-»R*¥ eine Bilinearform, so daB eine Funktion g : Y -R¥*

existiert mit

clu,v) = glp+v) g(0)/(g(p)+glv)) u,veY

Dann erlauben wir, daB man die Isomorphismen in v) mit gf{p) , die in

iv) mit c(p,v) multipliziert, und schlieflich b durch b-+c¢ ersetzt.
Aus der Definitheit der Form b folgt sofort, daB i : ¥Y->G(K) eine
Injektion ist.
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b) Wir werden einen Quotienten G = G/i(Y¥) definieren, so daB ¢
eine abelsche Varietit ist, mit einer Polarisation vom Grad(M)-[X:Y] .
Dies wurde von Mumford in [M4} durchgefiihrt fiir den Fall, daB C = T
ein Torus ist.

Von nun an folgen wir den Ausfiihrungen in [M4]1 , § 2,3,4:

Definition: ([M4], Definition 2.1). Ein relativ komplettes Modell
besteht aus

a) Ein Schema P {Uber A , integer, lokal von endlichem Typ

b) Eine offene Einbettung i : GcP

c) Ein invertierbares Geradenblindel L auf P

d) Eine Aktion von G auf (5,;) , welche die Translationsoperation

von G auf C fortsetzt. Bezeichnung: (T_,T *)
e) Eine Operation von Y auf (P,L® Pullback von M)
Bezeichnung: (s ,8 *
g n'Sy )

Diese mdgen erfiillen:

i) Es gibt UcP offen, von endlichem Typ, so da8 B = HgY SM

ii) Sei vEHi(g) eine Bewertung auf dem Funktionenkdrper K(a) von

Uy .

G , welche 20 ist auf R . Sei x €A das Zentrum von v auf
A (A ist komplett), und fiir veX seil Xy ein lokales (in x)
Erzeugendes von Ov - Xy, ist eindeutig bestimmt bis auf eine

Einheit in OA < ,und ein Element aus K(g) . Dann gilt:
I

v hat Zentrum auf P <=> vV vEX, 3p€Y nmit V(Xv'b(p,v)) 20

{es reicht dabei, v €Y 2zu betrachten}.

iii) Auf En operieren Y und ¢ durch Translationen. (Es folgt, daB
Su und Tg auf P kommutieren, und daB S“*(M) Fc(p)* (M) .

iv) Sei u€Y . Dann ist (p)*(M) =M@ Ou , und somit induziert S“*
ﬂ* : Sp*(é) > L ® 0_ . Weiter ist filr

ge@ , mit Bild x€A , kanonisch x*(0_ ) EO‘H , via Translation

w i

einen Isomorphismus

mit g . Dann kommutiert das folgende Diagramm
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~

S*
"
T *§ * (L = T *(L@J¢ = T *{L) @T *(0
gu(—) >g(__ _) g(J g(-u)
I iZT*
g
S *T *(L LT *(0
uq(—) L g(-u)
ZT* ~
v 9 Sp* H
S *(L = L®O «—  L@x*(0
u(—) > —u L (0_ )
v) LeM ist ample auf ¥ .
Bemerkung:

Die Bedingung iv) wird etwas einfacher, falls g€T , also x = 0 .
Der Isomorphismus X*(O~p) BN O—@ ist Multiplikation mit pig) R

und man kann die Kommutativitidt schreiben als

Bemerkung: Man kann die Kompatibilit&dt iv) umformulieren: Es reicht,
sie auf angi% cP zu verifizieren. Zunichst liefern die T* eine

dguivariante Operation von & auf L ¢ , und damit wird Li@ G-linear

trivial: L|C = 05 . (kanonisch bis auf Einheit aus R* ). Ebenso
operiert € auf dem Pullback von Ov auf G , und es ist kanonisch
Pullback (0,) = 0g . {Achtung: TcG operiert kanonisch auf dem Pull-
back von Ov , doch unterscheidet sich diese Operation um den Charakter
v von der Einschrinkung der G-Operation). Sei nun u€vy, i) e 8(ry .

Dann ist auf 5n s , somit Sp*(glan};;élGn . Der Isomorphismus

=T,

N pooTid{p) =
Su* : Su*(g} —> L@ Q’ﬂ ~%-> L wird auf ¢, gegeben durch eine globale
Einheit auf an . Dann bedeutet Bedingung iv), daB diese Funktion kon-
stant ist, also gegeben durch ein a{p) € K* . Analog ist

Su* = afp)-c(p)*

§,*MOLE ) = s, * (MF,) —> c(p)* M[T,)

> (M® ou\’én)% (M@’L@Ou)lﬁn > (MO L) G, -

Es ist a(0) = 1 , a(p+v) = a{p) a(v) blu,v) . {Man beachte, daB auf
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~

Gn die beiden Isomorphismen Pullback(g(u)*(ov) = Tg(u)(Pullback
(0N > pullback (0)) sich um b(u,v) unterscheiden: Der eine
Isomorphismus ist Pullback des entsprechenden Isomorphismus auf 2 ,

der andere kommt von der Operation von if{p) auf Pullback (Ov)) .
Beispiel ([M4], 2.3-2.5.)

Wir konstruieren unter bestimmten Voraussetzungen ein relativ komplettes

Modell. Diese sind:

Sei IcX ein Erzeugendensystem, O€ I = —-I . Wdhle eine Funktion
a : Y-K* mit af(0) = 1, a(p+v) = b(p,v) alpla(v) . (Man zeigt leicht,

daB ein solches a existiert). Es gelte
{x) a(p) blu,0) €R flir p€e€Y,a€l.

Im allgemeinen kann man kein solches a{ ) finden. Dies hingt damit
zusammen, daB wir auch ein Ceradenblindel auf der abelschen Varietdt
konstruieren wollen, welches die Polarisation induziert. In den uns
interessierenden F3llen wird dies aber kein Problem sein. Zum Beispiel
kann man (*) stets erfiillen, wenn R faktoriell ist, und man Y durch

n+Y ersetzt, n geniligend groB.

Betrachte die beiden folgenden quasikohdrenten graduierten Algebren

51 und 52 tber A

= @ (O 8" = @ . "
51 OA ® nzl OC o OA @ n210v 6
veX
_ @ o owllalt v e P!
52 0A @ ne1 OC M-8 GA 2] n§1 05 @OV) 8§
vieX

¢ operiert offensichtldich auf §, (0 bleibt fest) , und Y operiert

1
auf 52®IIK , nach der Regel

S, (0+£6%) = a((p,v) e WI*(8) c (WI*(£ ) 8"

=a(m™e (Wi (£ 8" Egnw\“nu 8, K-o"

(6€M™, £ € 0. lokale Schnitte)
- A A%
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R1 = 51 ®RK sei der Unterring, welcher erzeugt wird von
{a(p) bip,) Ou_a-6|p€Y,ocE I}

und RZ < 52 ®RK werde erzeugt von

* .
{s;L Me0 0 ) luey,a€l}
Dann ist P = ProjA(R1) = Proj, (R,) ein relativ komplettes Modell:
G operiert auf (Proj, (R;), 0(1)) = (?,) , und Y auf (B,L&M)

Flir a€Z,BET(AM® Ooc) ist 6+0 ein globaler Schnitt in
r'(P;LeM) , und Uo,a,8+0"
/R . Da die 6's M®0, erzeugen, lberdecken die offenen Mengen

Yia,000 = Su%,a,0-0 2 G-v (8)

P-v{6+0) ist affin und von endlichem Typ

) ganz P , und UO,0,6~@
Wenn man © eine Basis von T(A,M® Ou) durchlaufen 1&Bt, erhdlt man
auf diese Weise eine Uberdeckung von P wie in i). Die Bedingung 1i)
zeigt man wie in [M4], iii) ist leicht, v) schon gezeigt, und iv)

rechnet man einfach nach.

Von nun an bezeichne (5,3,. ..} ein relativ komplettes Modell. Es
folgen nun eine Reihe von Tatsachen, welche den S#tzen aus [M4], § 3,

und 4 entsprechen:

[M41, 3.1:

Sei pe€yYy , und f = b(u,u) €R . Das Pullback von Ou auf G Dbesitzt
ein kinonisches Erzeugendes hue F(E,Ou) . (Das direkte Bild von Oré
bei G-2A ist die direkte Summe aller O\),\)e’;‘ X) . Dann dehit siih h11
aus zu einem reguldren Schnitt des Pullbacks von OH auf Pf = P®R Rf s
welcher dort ou erzeugt.

Beweis: Aus den Vertriglichkeitsbedingungen zu Anfang dieses Kapitels

folgt 1(p)€G(Rf) . Auf Pf stimmen dann SH und Ti(u) iberein,

und die Isomorphismen

T *x ;8 *(L) > LOO und T,
po= =7 - i

" (L) — L

w™F Tigw”



340
liefern einen globalen Schnitt wvon Ou iber §f , welcher das Bilindel

dort erzeugt.

Die Einschrinkung dieses Schnittes auf ¢ transformiert sich unter T
gemdl ~p , genauso wie h}l . Also stimmen die beiden bis auf eine

Einheit lberein.

[M4], 3.2:
B -3

n n

[M4], 3.3:
Jede irreduzible Komponente von 50 = 55®R (R/I}) ist eigentlich tiiber
R/T .
Bewelis: Sei Z eine irreduzible Komponente von 50, v eine Bewertung
des FunktionenkSrpers K(Z) , v20 auf R . Wihle eine Bewertung v,
von K(&:)(v1 20 auf R ) mit Zentrum 2 , und sei v, das Kompositum
von v und v, - Fir pey sei huE F(E,OH) das kanonische erzeugende

Element, Nach unserem Analogon zu [M4]3.1 ist fiir n>>0 b(p,,p)n-hu
reguldr im generischen Punkt von Z , und verschwindet dort. Sei x€A

das Zentrum von v, auf A , und ¢ ein lokales Erzeugendes von ¢
nahe x . Dann ist b(u,u)n-hu - {Pullback von iu } regulér und gleich

Null im generischen Punkt von Z , hat also bei v Bewertung >0 .

Somit ist auch v, (Xu binp,u)) >0 , im Sinne der éedingung ii) bei der
Definition eines relativ kompletten Modells. (hu€ R¥»y 'Qu) . Dies
gilt flr alle p€Y . Somit hat v, ein Zentrum auf P und v eins
auf 2 . Mache weiter wie in [M4].

[M4], 3,5:

Sei UO = [I@RR/I , {U wie in Bedingung i )} an Py ©
{iber R/I .

0 ist eigentlich

[M4], 3.6:

Es gibt eine endliche Teilmenge ScvY , so daB flir u,v€yYy , g-vdgs
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SH(UO) ﬂS\)(UO) =g .

Beweis:
Seien Fc<P die Fixpunkte unter TG . Fir jede zusammenhingende
Teilmenge F' cF operiert T auf L{F' wvia einen Charakter v€X ,

und auf £|SH(F|) via  v+p . Also ist flir p#0 F'rﬁsu(F‘) =g .
Weiter wie in [M4].

[M4], 3.7:

Y operiert frei auf 50 .

M4], 3.8:

50 ist zusammenhdngend

Beweis:

Genauso wie in [M41]: 505550 definiert eine Zusammenhangskomponente

von 50 . Wenn es eine zweite gibt, wdhle eine diskrete Bewertung v

von K{G) mit Zentrum in dieser Zusammenhangskomponente. Seil

R* = {f€K(A)|v(f) 20} . Ersetze P durch den AbschluB der generischen
Faser von B x,Spek (R') , und wende [M4] , 3.9. an.

[M4], 3.10:

Flir nz1 existiert ein Schema Pn , projektiv {iber A/In , mit amplem
Geradenbilindel (0(1) , und ein étaler surjektiver Morphismus

g n
m :P«SOR(R/I)»Prl ,
welcher (Pn,0(1)} zum Quotienten unter Y macht von

(Fop (R/I7),LoM) .

Die Pn definieren ein formales Schema P {iber R , welches algebraisch
A

ist. Wir erhalten also ein projektives P {Uber R , mit P = P . P

trdgt ein amples Geradenblindel (¢(1) . AuBerdem hat man ein
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A
abgeschlossenes Unterschema BcP , so daB B = Quotient von

(B- U s @)X . sei G=rp-B . Es ist & =8
pey Sy ) . Sei = . Es is s = .

[M4], 4.2:

G ist glatt Uber R .

P 1ist irreduzibel

Definition ([M4], 4.4)

~

Eine semiabelsche Untergruppe G15;5 . O<+T1—+E—;A1»O heiBt integrabel,
falls gilt:

3}

i) Y, = i-1(G1(R)) hat denselben Rang wie der Torus T von

1
i1)  c(¥)) 2, (R)

1

iii) Plir v € X,\)|T1 = 1 und pEY ist der Isomorphismus

1

g(u)*O\) 20, auf A, die Identitit (o\)[A1 = ()

Beispiele integrabler Untergruppen erhdlt man etwa durch Graphen der

~

Multiplikation m : G x -G8 oder der Inversenabbildung [~1] : G-C .

Es gilt:

Jede integrable Untergruppe [ < G definiert ein abgeschlossenes
t

1
Unterschema G1g;G , wie folgt:

a) Sei W, der abschlu8 von 51 in P . Dann ist W, Y,-invariant.

b} Sei w1 die I-adische Komplettierung von W1 . w1 ist ebenfalls
. . . Lo - U .
Y1 invariant, und die Vereinigung w2 ueY/Y1 Su(wj) ist lokal

endlich (dies definiert w2 als reduziertes Unterschema von P ).

c) Sei w3 = wz/Yc:P
d) Sei w35§P definiert durch %3 = w3 .
e) G1 = W3f1G .

Nur Schritt b) ist nicht trivial. Er folgt aus einer Variante von [M4];
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Prop. 4.5, wobei man im Beweis benutzt, da fiir p€Y und
n > >0 b(p,,;z}n~hu ( hu = kanonisches Erzeugendes auf t  des Pullbacks
von Ou } auf U ein reguldrer Schnitt des Pullbacks von Ou ist,

welcher auf U verschwindet. Man beachte auch, daf fiir v € X mit

0

\)|’I‘1 = 1 das Pullback des Ceradenblindels Ov auf W1 kanonisch

trivial ist, wobei die Trialisierung auf 61 durch hv gegeben wird.

Es folgt:

[M4], 4.8, 4.9:

G ist ein Gruppenschema iber R , und Gn = Pn ist abelsche Varietét.

Weiter konnen wir die Struktur der Torsions-Untergruppen von & be-

stimmen:

Die Multiplikation auf G setzt sich fort zu einer Multiplikation auf

Tx = U C) <P ] ini i G+
G ney Su(G)ggP , und jedes pe€Y definiert ein Gp€ G*{(R) .

Fir nz1 sei Zén)ggc* das Faserprodukt

Zin) —> G*
! %
{Gu} —> G*

Flir v€Y liefert Translation mit o, einen Isomorphismus

(n) =~ () , und die disjunkte Vereinigung | Z(n)

Z > Z wird
H LEY/nY

p+nv

zu einem Gruppenschema {iber R .

[M4], 4.10:

Der Kern G{n)

Z(n)
nEy/ny M

der Multiplikation mit n auf G ist isomorph zu

Beweis:

Wie in [M4] .
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[M4], 4.11:

Sei pcR ein Primideal, Y1 = {pe Y]b(u,u)fig} P s1€ Spek (R) der zuge-

hérige Punkt. Dann ist Y1 eine Untergruppe von Y, Y/Y1 ist torsicns-
frei, und es gibt exakte Sequenzen von Gruppenschemata Uber dem KOrper

k(s1) :

L) | L(n) R
0 GS1 i CS'] YT/HYT 0

O-’ﬁzor - Gzor > ¥, 9(0/Z) » 0

1 1

[M4], 4,12:
G ist semiabelsch

c) Das ample Geradenbiindel 0(1) auf P erfiillt 0(/1\)1/(\32ﬁ®ﬁ ‘(é:%)
Da € auf L|E operiert, ist L|E kanonisch trivial, und somit er-
halt i@f\\_&zﬁ eine kubische Struktur. Wir zeigen, daB diese mit der
kubischen Struktur auf 0(/1\) ibereinstimmt. Dies ist der Fall, wenn
die kubische Struktur auf O(q) vertrdglich ist mit der T-Operation
(T operiert auf ﬁ und (trivial) auf & }. Dies ergibt sich aus den

nun folgenden Uberlegungen:

Fiir Jc{1,2,3} erhdlt man durch Addition der Koordinaten in J einen

Morphismus my 53—>5 , und zusammen ein
_ ~ _ =3 =8
m = HmJ : G1 = G -G
Der Graph von m ist eine integrable Untergruppe von 'G'H . Man findet

dann ein relativ komplettes Modell ¥ flir 51 , so daB m sich

1
fortsetzt zu m : '15'1 88 .

Wegen der kubischen Struktur auf M ist m*{ %;‘gﬂ) trivial (die Ex-

i
ponenten ergeben sich als (-1 ‘JI auf dem Faktor J ). Dann ist

(80N sn* (e Lom*") =mr(art’)
J - Jg T - J
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Darauf operieren G1 und Y1 = Y3 . Es gilt nun, daB die Operationen
3

von ,T1 =T und Y7 kommutieren:

Plr (g1,gz,g3)6 T1 und (p1,u2,p3)€ Y, ist

M 1 1
J(j,kEJ uj(gk)) 1

A
Da die kubische Struktur auf 0{(1) durch ihre Y-Invarianz eindeutig

bestimmt ist, folgt die Behauptung.

Weiter kénnen wir den Grad der durch 0(1) auf Gn definierten Pola-
risation berechnen:

Er ist gleich dem Rang des torsionsfreien R-Moduls
A A A A
r{p, 0(1)) = (P, LeMY . (Y-Invarianten). Wir ersetzen zunichst P

durch seine Normalisierung, was nichts an diesen Invarianten &ndert.
A A A
Sei BEN(P,L®M) . Da TgcC auf L und (trivial) auf M operiert,

A
kann man 6 nach T-Eigenfunktionen entwickeln:
A
- Z
o vEXe(v)

Aus den Kommutationsregeln zwischen Y und T folgt, daf fiir

HEY  S%(B(v)) €LOM

Wenn also 6 Yw~invariant ist, muf gelten:
B{p+v) = sp*(e(v))

An%ererseits kann man fir jedes ve€X den Rang des v-Eigenraums in
I'(F,L®M) abschétzen:

A AA A
[(P,LeM cr(GLoM =T (®MO0 )

A
(pa £1€ trivial) .

Insgesamt folgt:

Rang (T(P,0(1))) < [X:Y]-Grad (M) (Grad (M)2=Grad der von M gelieferten
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Abbildung A-a 931y

Wir zeigen, daB hier Gleichheit gilt. Dazu bezeichne H = Ker(Y} cT
das durch X/Y definierte multiplikative Unterschema von T . F
operiert auf ('ﬁ',ﬁ@g) , und diese Operation kommutiert mit Y . Wir
kénnen dann zum H-Quotienten iibergehen. (P/H, G/H u.s.w.) und anneh-
men, da Y = X . Auf ég% sind O(/1\) und der Pullback von QK
isomorph als kubische Biindel. Dann ist bekannt, daB der Grad der Pola-
risation auf Gn mindestens so groB ist wie der von M auf A . Wir

hatten jedoch schon eine Absgchitzung in die andere Richtung.

Es folgt insgesamt (filir beliebiges Y }:

0(1) definiert eine Poélarisation vom Grad [X:Y] - Grad(M)

Da in allen unseren Abschitzungen nun die Gleichheit gilt, kdnnen wir
auch eine Basis von I’(Gn,OH)) angeben: Sei v€X,8(v) € I‘(A,D_d@()\)) .
Dann k&nnen wir 8(v) auffassen als Schnitt von L&M {iber G ,
welcher sich unter T gem3B v transformiert. Es folgt: Es gibt ein
r€R, r+0 , so daB sich 1r » 6{(v) ausdehnt zu einem reguldren globalen
Schnitt aus T(F,Lef .

Dann existiert ein 8 T'(P,0(1)) mit
A
= L * (1
9 uCy Su(r 8(v))
Wenn Vv ein Vertretersystem flir X/Y durchl&duft, und 6(v) eine Basis
von F(A,ﬁ@(}v) , so erhilt man auf diese Welse eine Basis von
F(G“,OH)) .

Eine andere Schreibweise ist Ubrigens

A -
b= u%y a(p) blp,v) c{p)* (r-0(v)) ,

mit einer Funktion a : Y- K* ,

it

a(0) 1, a(p+v) = a (p) a(v) blp,Vv)

Dies erinnert schon an das vorherige Kapitel. Es bleibt uns noch eine
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Kleinigkeit:

Wir haben bis jetzt ein relativ komplettes Modell nur unter der Annahme
konstruiert, daB

(%) M ist sehr ample, und a(up) b{p,0) €R flr

L€YY, o€ . Wir wollen noch aufzeigen, wie man dies fallen lassen kann:

Wir setzen voraus, daf eine Punktion a{ ) : X->K* existiert mit

a(0) = 1, a(p+v) = a(pla(vib(p,v) . AuBerdem existiere ein r€R ,
r+0 , so daB reaf{p) € R fir alle p¢c€X . Ein solches af( ) 148t sich
in den flir uns wichtigen Pdllen finden, zum Beispiel wenn R reguldr
ist.

(*) ist dann immer erflillt, wenn man fir ein geniigend groBes n M
ersetzt durch ﬁn , ¥ durch n-y , 1 : Y-*E(K) durch i-% : nY-»g(K),

und a{ ) und b( ) durch ihre Einschridnkungen auf nY bzw. (n¥)xX .
Falls (%)} schon erfiillt ist, l3duft dies darauf hinaus, 0(1} durch

0{n} =zu ersetzen.

Wihle nun n,,n, genligend groB, so daB man zwei semiabelsche Varietdten

G1 und Gz erh&dlt, mit Geradenbiindeln §1 und gz . Dann ist
n n

(G1,§1 2) E(G2,§11) , und man erhilt

G §G1 SGZ

n1 n,
mit Geradenblindel N, §1= N Ny = N . Wir bendtigen noch Information
Uber die globalen chnitte r(c,N) A Wir kennen schon die globalen
Schnitte von §1 = N ! und EZ =N 2 : Man erhdlt zum Beispiel eine

n

Basis von F(Gn,§ 1) wie folgt: Durchla%fe v ein Vertretersystem von

X/an , und 6{v) eine Basis von T{A,M 1 ®Ov) . Dann gibt gs fliir ein

1

passendes r€R , r+0 , eine Basis aus Elementen 8 €T(G,N '} mit

= r'“ggf‘" alp)blp,v) cpy*{e(v))

Es liegt dann nahe, daB man eine Basis von T(G,N) erhdlt aus 8's mit
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5 z *
8 = e ey a{u)blp,v) c{wy*6(v)) ,
VEX/Y, 8(v) €T(A,M®O0 ) .

A
Und in der Tat rechnet man nach, daB diese & folgende Bedingung er-
fiillen: Fir mg.m,  ganz und positiv mit m,n,~myn, >0 ist

A M N, ~m_n m,

n2 m.n
S TGN © %) T(G,N

.

Daraus folgt, daB dies algebraische Schnitte sind.

Bemerkung:

Die Funktion a(u) hingt von der Wahl des relativ kompletten Modells
ab (siehe die Bemerkung nach der Definition eines solchen). Wirklich
wichtig ist nur die Bilinearform b mit af{p+v) = afpla{vib(up,v) .

Der Leser wird sich leicht Uberzeugen, daB wir in der Tat gezeigt haben,
daB man bei passender Wahl des kompletten Modells alle Funktionen a( )
erhdlt, welche dieser Gleichung geniigen, und fiir die ein r€R, r*0
existiert mit r.a(p) € R. Zweil verschiedene unterscheiden sich um
einen Homomorphismus Y -»K* |

Wir formulieren nun das Hauptergebnis dieses Kapitels. Der Einfachheit
halber betrachten wir nun prinzipale Polarisationen.

Satz 3:

Sei R exzellent normal, I-adisch komplett, Quotientenkdrper K , G

iber R eine semiabelsche Varietidt,
0»T>CoA-0 ;

T ZGg zerfallender Torus, Charaktergruppe X =2 . A = abelsche
Varietdt.

Das Geradenbiindel M auf A definiere eine prinzipale Polarisation,
mit charakteristischer Abbildung ¢ : X-A(R) . Wdhle ein zuléssiges

System von Isomorphismen dafiir, sowie eine symmetrische Bilinearform
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b : XxX->K* , so daB bi{ug,u) €I £fir p+0 . Dann existiert eine semi-
abelsche Varietdt G {lber R , so daB die generische Faser C abelsch
ist, und ein Geradenbiindel N auf G , welches auf Gﬂ eine prinzi-

pale Polarisation definiert.

Es gilt:
: A A A A )
i} (G,N) = {G , Pullback (M)) mit kubischer Struktur.
ii) Sei SN(ZT(G,E)ﬁN=#O , SME I'(A;M) ein erzeugendes Element.
Dann ist
A
= % * { i
8§ WEx alp) ¢ () (Sg} R mit af{p) €R, alp) #+0 , und
af{u+v) a(0) = a(p) alvib{p,Vv)
iii) Im geeignet zu erkldrenden Sinne ist

G = G/i(X) , wobei

: X-G(K) wie folgt zu erkl&ren ist:

Das zuldssige System von Isomorphismen liefert eine Liftung von ¢ 2zu
einer linearen Abbildung X-G(R) , und b liefert X-T(K) . i ist
das Produkt dieser beiden Abbildungen.

d) AbschlieBend bendtigen wir noch einige Anmerkungen zur Kodaira-

Spencer Klasse:

Die exakte Sequenz auf §

1 1
O—>S2R®ROG—*Q&'~>Q

1 1 1

/>0 Uig = Qg )

liefert eine Abbildung

1 1 1
G/R)—>H (G,0,. @ 0=) .

. * =
Kt t rG,a r @ rVs

C

Weiter gibt die erste Chern-Klasse ¢ (N) €H1(G,Qé/R)
EG&)Q;—+H1(G,Q;(9ROE) , welcher im generischen Punkt ein Isomorphismus

wird. Man kann dann «k auffassen als Bilinearform

einen Morphismus

1
. * *
C o ERxEECR
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Es ist bekannt, daB « symmetrisch ist. AuBerdem enthidlt EE = E-‘é t*
den dualen Tangentialraum zu A . K/Ez xgi ist die Kodaira-Spencer

Klasse zu A , und K/_t;z*\xg*_ beschreibt zusdtzlich die Deformation

G
der Erweiterung 0-T-»E-A->0 . Sie entspricht dem Problem, eine
translationsinvariante Differentialform aus t% zu einem T-invarianten

G
Schnitt aus T(G,SZ"@) zu liften.

Wir nehmen nun an, daB (ﬁ,g) und das vertrdgliche System von Isomor-

phismen schon liber einem Unterring R, <R definiert sind, und betrach-

0
ten,statt der absoluten Differentiale, Differentiale relativ Ry -

. * * i * ini !
Ko+ tExt G-)QK/RO verschwindet dann auf t, xt G’ und definiert eine
s 1 . ;
* * * =
Bilinearform trc b ‘QK/RO Es ist tr=X@R , wobei p€X dem
Differential d log(p) = dp/p auf T entspricht. « wird also zu

einer symmetrischen Bilinearform auf X x X

Lemma:

K, v) = d log{bl(u,v))

Bewelis:

Zundchst kann man die durch <, (N} vermittelte Abbildung

tpctgoH (G,0)

G

noch etwas anders beschreiben: Es ist die Tangentialabbildung zur durch
N definierten Abbildung G—»PicO(G) . Die entsprechende Abbildung
TcG+Pic(P) ist trivial, da T auf L@M operiert, also

g*{LOM) =L@M fir g€T . Allerdings ist dieser Isomorphismus nicht
invariant unter Y = X . Vielmehr fiihrt ein p € X einen Faktor p(g)
ein. Man erh&lt dann leicht die folgende Beschreibung von

1
S, (W) |tg ¢ tp = Hom(X,R) »H (G,0;) :
A A
Sei 1 : X»R eine Linearform. Da P = P/X , definiert 1 eine Klasse
A
in H1 (P,Oﬁ) = H1 (P,Op) . Deren Einschrédnkung auf ¢ ist das Bild von

1l . Andererseits sei pnEX .



351

Wahle A.EEG* = EE* mit M|T = d{(logf{u) . Da ¢ iber Ry definiert

ist, liftet man X kanonisch zu einer E(RO)—invarianten Form in
F(E,Q}/R } , und wegen Eﬂ = ?n auch zu einer solchen Form in

= 0
r{p Q?/R ) @R K .

0
Diese Form ist nicht notwendig invariant unter Translation mit i(v)
fiir v€EX . Vielmehr &ndert sie sich um d log(b(g,v)), da i : X - C (R)
bis auf Faktoren aus E(RO) iibereinstimmt mit der durch b definierten

Abbildung X - T(K) . Das Lemma folgt nun leicht.

§ 4 KONSTRUKTION VON AG

a) Wir kommen nun zum Hauptziel unserer Bemithungen, n&mlich der Kon-
struktion eines iber Z eigentlichen algebraischen Feldes, welches

A als offene Teilmenge enth&dlt. Wie schon in der Einleitung erwdhnt,
ist fir uns ein algebraisches Feld eine Art Quotient §/B , wobei S
ein Schema von endlichem Typ lber % ist, und R-S ng eine endliche
Abbildung, welche R zu einem Gruppoid macht liber S . AuBerdem wird
vorausgesetzt, daB die Projektionen von R auf § étale sind. Man
iberzeugt sich leicht von der Kguivalenz dieser Definition mit der in

[DM] :

Wenn man jedem Schema T die "descente~Daten zu Hom(T,S/R) " zuordnet,
bestehend aus étalen Uberdeckungen T'-T und Abbildungen

T'->S, T' o T'-»R , mit geeigneten Kompatibilitdtsbedingungen, so er-
h&lt man ein Gruppoid {iber T und ein algebraisches Feld im Sinne von

[DM] .

Zur Konstruktion von § benétigen wir einige zusdtzliche Daten:

b) Sei x = %9

auf X (B{X)

f

, B{X) Dbezeichne die symmetrischen Bilinearformen

i

Hom(s®(x),2)) , und B'(X) LSB(X) @R den Kegel der

positiv semi~definiten Formen.

Wir fixieren eine Zerlegung

B (X)]R = Yo
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mit rationalen Kegeln 05§B+(X)]R . (Die ¢ sind die konvexe Hilille

endlich vieler rationaler Halbgeraden in B+(X)H{)

Diese erfiille

i) Jede Seite eines ¢ 1in der Zerlegung kommt ebenfalls vor.

1i) Die Inneren & (im Sinne konvexer Mengen, nicht der Topologiel)

sind disjunkt.

iii) Unter GL(g,Z) gibt es nur endlich viele Konjugationsklassen
von o's

Die Zerlegung heiBt glatt, wenn zus&dtzlich gilt:

iv) Jedes o wird aufgespannt von einer Teilmenge einer Basis von
B(X)

Es ist bekannt, daB man durch weiteres Unterteilen aus jeder Zerlegung
eine glatte machen kann. In unserem Fall werden glatte Zerlegungen 2zu

glatten Kompaktifizierungen fiihren.

Weiter setzen wir voraus:

v) Flir jedes o existiert eine lineare Abbildung 1y X‘+52(X)
so daB fir alle p€X ro(p) = uep + lo(u) €2-Sz(X) ,
und so daB fir fast alle u ro(u) €g¥

Bedingung v) ist automatisch, wenn die Zerlegung glatt ist (also iv) =>v) ,
und kann sonst durch Unterteilen realisiert werden. Sie wird spiter die
Existenz einer quadratischen Funktion ay; sicherstellen, welche die

Bilinearform bO (weiter unten) liefert:
a () = 2(p®u+l (1) €Z [s2(x) ]
g 2 o

Weiter gilt fir jedes Quotientengitter X-++X1 , daB man durch Schneiden

mit B(X1)5§B(X) eine Kegelzerlegung von B+(X )JR erhdlt.

1
Sei S der Torus mit Charaktergruppe Sz(X) = B(X)* . Dann definiert
jedes 00 eine Torus-Einbettung SfESO , wobei SO affin ist mit Alge-
bra =Z[B(X)*nc¥] .s operiert auf So , und besitzt einen einzigen abge-

schlossenen Orbit. Dessen Stabilisator ist der Untertorus von §S ,
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welcher zu <0>cB(X) gehdrt. Dabei sei <o> das von ¢ aufgespannte
Untergitter. Wenn 1T eine Seite von ¢ 1ist, so ist ST eine offene

Teilmenge von Sc .

Unsere Kompaktifizierung wird die Eigenschaft haben, daB sie lokal in
der étalen Topologie isomorph ist zu einem So .

Fiir jedes ¢ Dbezeichne X-+»XO den maximalen Quotienten mit
05;B+(XO)]R . Dann ist <0>5;B(XO)5;B(X) . S{g) Dbezeichne den Torus
mit Charaktergruppe B(XO)* , und S(O)E;S(O)O die Torus-~Einbettung

zZu og;B(Xo)]R . Die universelle symmetrische Bilinearform
2
X xX_ -B(X )* = 87(X)
o o o o
definiert eine symmetrische Bilinearform

b 1+ X xX -K*
a (83 9] g

(K_ = QuotientenkOrper von RG ’ R0 = affiner Ring zu
V-
= *
Sto) = Z[B(X )*no 1)

so daB bg(u,u)EiRO fir peX, , und fir p=*0 bo(p,u) auf dem ab-

geschlossenen S (g)-0Orbit von S(o)U verschwindet.

Sei r0 der Rang wvon XO .

c) Wdhle einen abgeschlossenen Punkt s€ S(O)o , welcher im abge-
schlossenen Orbit von S{g) liegt, und eine prinzipal polarisierte
abelsche Varietdt der Dimension g-r iber dem algebraischen AbschluB
von k{(s) . Diese besitzt eine verselle Deformation, definiert iber der
strikten Henselisierung eines Polynomrings Uber % . Die Exrweiterungen
dieser versellen Deformation durch T, = Gmrc werden parametrisiert
durch das 1, -fache Produkt des Duals der universellen abelschen Va-
rietdt. Sei RO die strikte Henselisierung in einem abgeschlossenen
Punkt dieses Produkts, und R die strikte Henselisierung von R, ® RG

07 Z
im Punkte s .

Dann ist RoggR , Uber RO existiert eine semiabelsche Varieté&t

G, O—>TO—+E-+A'»O , so daB die Kodaira-Spencer Abbildung einen
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Isomorphismus definiert txyxt = !

g A QRO/% Wenn KO den Quotienten-

kdrper von R bezeichnet, so existiert weiter die Bilinearform
. *
bO'XOXXO—)KG ’

bu(u,p) €m = maximales Ideal, falls p*0 . Sei M ein amples Geraden-
biindel auf A , welches dort die prinzipale Polarisation definiert, und

wdhle ein zul8ssiges System von Isomorphismen fir G , definiert iber

Ro
A
Satz 3 liefert dann iber R (=m-adische Komplettierung von R ) eine
B A A A A
abelsche Varietdt G mit einem Geradenbilindel N , so daB (G,N) = (G,M) ,

und daB die zugehdrige Bilinearform (nach Satz 1) gleich bG ist. Nach
dem Approximationssatz von M. Artin (siehe z. B. [A]) kann man annehmen,

daB G und N schon iiber R definiert sind.

d) Aus der Toruseinbettung S(o)ggs(o)O erhidlt man eine Stratifika=-
tion Spek(R) = U = TgO UT , wobei 1T iiber die Seiten von ¢ l&duft.
Flir jedes T1Co ist WXT ein Quotient von XO , und S{1) ein Unter-
torus von S(o) . Wdhle ein Romplement S% , so daB S(c) = S(71) XS% .
Dann ist S(T)T XS% eine offene Teilmenge von S{o} , somit R ein
Unterring von RT(8Z[S'] . Weiter erhdlt man eine Zerlegung bo = b, @b',
wobei b' : X xXO-»Z[S'] als Werte nur Einheiten annimmt.
Sei s1€ UT ein Punkt. Die Faser von G in 51,@5 , ist Erweiterung

1
einer abelschen Variet&t A durch einen Torus T, . Dexr Torus T

1 1 1
ist in natiirlicher Weise ein Untertorus von TO , zerfdllt also, und
die Charaktergruppe X1 von T1 ist ein Quotient wvon Xc . Es liegt

nahe zu vermuten, daB X1 = Xf(also T1 = TT) . Wir werden gleich sehen,

daB dies in der Tat der Fall ist. Auf jeden Fall schlieBt man schon aus
unserer Variante von [M4], 4.11 (siehe § 3), daB X1 den gleichen Rang
hat wie XT .

Es reicht dann, die vermutete Gleichheit X1 = XT flir den Fall zu zei-

gen, daB s einer der generischen Punkte von UI ist. Wegen U

1 T

normal kann man dann #hnlich wie in [F]l, § 2, Lemma 1, T, als Unter-—

torus in G{ﬁT einbetten. Aufgrund der bekannten Starrheitseigen-

schaften von Tori kann man diese Einbettung auf die formale Komplettie-
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rung von U lé&ngst ET fortsetzen.

Sei IcR das Ideal, welches den Abschlul von ﬁT definiert. Dann

kann man formal l&ngs I und l3ngs m komplettieren. Wir unter-
scheiden dies durch Indizes: und 2 . Dann gibt es exakte Sequenzen
A A
0—»‘1‘1—9(31—»6,:-)0 '
A A A
O—)T2—+G2—>A2~—*0 y

und

AD A A A
0~ (1%/1.%) ~8.%>A-0 .
Die formale Komplettierung von N ist jeweils Pullback eines Geraden-

blindels auf den letzten Termen dieser Sequenzen.

Sei O0€T(G,N) , 8+0 . Dann kdnnen wir © formal entwickeln:
. A1
i) auf G :
AT
= L
o péx, 810

A
Dabel sind die 61 () p-Eigenfunktionen unter 'I‘1 , und konvergieren

gegen Null in der I~adischen Topologie

A
ii) Auf G2 :

22 oy *

= hEx_ afp) cu) (SE) ’

wobei af(p+tv) a(0) = a(p) a(v) blu,v) .
Durch Vergleich folgt:

8.2(v) = I a(w clw*(e,)
fir v € X {(man summiert Uber das Urbild von v } .

1

Angenommen nun, es sei X1¢ XT . Dann gibt es pu¢€ XO , welches Bild

+ 0 in X1 , aber Bild O 2in X hat. Damit konvergiert einerseits

a{np)a({-ny) = a(O)z-b(u,u)n I-adisch gegen Null, so daB Db(p,u) €I .
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Andererseits ist bi(p,u) = b'(u,p) = Einheit mod I . Also ist tatsdch-
lich X, = X_.
1 T
Da bO = bT-b‘ , kann man a{ ) analog zerlegen:
alp) = a,(u) a'{p)
wobei:
i) a1(u} h&ngt nur vom Bild von p in X1 = XT ab, und

a; (p+v) a, (0) = aﬁu)a}(\))br(u,\)) .

ii) a’(0) =1, a'{p+v) = a'{u) a'{v) b'(ug,v} .
Damit folgt:

A
100 = atv B et cwniey) o vEx

Man {iberlegt sich ibrigens leicht, daB man erreichen kann, daf

A A
a'(p) € KO reguldr ist auf dem Pullback von UTg;Spek(R) in Spek(R) .
(Dies gilt schon, falls p¢ Kern(XO-»XT) , und sonst modifiziere man

A
a, und a' mit einer linearen Abbildung XT—éK* .)

Wir wenden dies wie folgt an:

Sei wieder s, €U . Durch das Degenerieren von (G,N) in s erhdlt

1
man nach Satz 1 eine symmetrische Bilinearform b1 auf XT xX s mit
Werten im Quotientenkdrper der Komplettierung des lokalen Ringes von
U in Sy - Wir behaupten, daB b1/br als Werte Einheiten (in s

hat:

1)

Dazu darf man zundchst R durch ﬁ ersetzen. Sel R1 dann der lokale
A
Ring zu Sy v mit Komplettierung R1 . Die Reihe
A1
= I
8 néx ej(u)

A

induziert dann die entsprechende Zerlegung ilber R1 . Da

A -
70 = a () Ioat ) ey
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und a'{p) = Einheit in % , folgt daB GT(V) = a1(v) {(regulédrer

1
Schnitt, * 0 in s, ) . Es folgt, daB8 b und die Bilinearform zu

1 1

a1 (dies ist bT ) sich nur um Einheiten unterscheiden.

Schlieflich liefert G1 auf der formalen Komplettierung von U 1l&ngs

ET eine Kodaira-Spencer Abbildung

1 A
* * -
e e 7 Yryr. ®rMY
1 T
Diese induziert einen Isomorphismus.

A 2 A
3 * * 1 *
Bild von (t G®t; } in ST (t G) ®RR

G 1
~5 0l @ R 1
> Yr/R_YRT1 ¢
T
Bewelis:

Sie induziert einen Isomorphismus

- A ~ 1 A
3 * k4 -
Bild(t G@E A) > QR/RU®RR1 .
Die induzierte Abbildung
2, 1 A
ST (t (T/T1)) +QR/RO®RR1

ist gegeben durch

LBV b—> d(log(bo(u;v‘)) = d log(b' (u,v)),

fir pu, V€ X(T/T1) = Kern(X0~>XT) .
Die 4 log(b'{u,v}) bilden aber eine Basis von Q;[s'}/% oder auch
1 A
QR /R ®RR1 , und es folgt alles.
o' Tt
e) Bis jetzt war R einfach die strikte Henselisierung von R,@ R .

0 "% o
Es ist dann induktiver Limes von endlich erzeugten Z-Algebren, und es

¥

ist "alles" schon {iber einer solchen definiert. Wir erhalten dann ein

Paar von endlich erzeugten Z-Algebren, welches wir wieder Rog;R nennen,

so daB R &tale ist liber R0 ®RO , so daB (E,M) definiert sind iiber
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RO , und so daf (G,E) iiber R existieren. AuBerdem erhdlt man durch
strikte Lokalisierung von R 1in einem abgeschlossenen Punkt

sEU cU = Spek (R) die bisherige Situation.

e) Lemma:

Indem man U gegebenenfalls durch eine kleinere &tale Umgebung von s

ersetzt, kann man folgendes erreichen:

A
i) Sei Spek(R) = U = ngUT die Stratifikation, und UT die formale
Komplettierung von U léngs 51 . Dann existiert auf U' eine

exakte Seguenz

A AN A
0—>T$-—>GT—>C~$-+O . éf_ abelsch,

AT . . AT AT
und N ist Pullback eines Geradenbilindels N auf GT

ii) Sei 6 e€T(G,N},0 0 . Auf ﬁT entwickelt man & nach

%I—Eigenfunktionen:

AT _ 7 AT
6 = vEXTeT(v) .
Weiter zerlege man bo = bT-b‘ . Dann existiert ein

AT _ AT
aO€R = ['(U /OGT) ’ ao¢0 r
A A .
so daB e%(v)eT(—v) = bT(v,v)-aO-fV , wobei der Schnitt
fv€ r(éz,ﬁiz) auf Ur in keinem Punkt identisch auf der Faser

verschwindet.

s : : . : A .
iii) Die Kodaira—Spencer Klasse von ég induziert auf UT einen

Isomorphismus

Bi t*  @t¥
ild von t c®t GT

in 52(.*:’*@) ®0,
~ 1 T
> QR/R ®0,

T UT
Beweis:
Punkt i) ist klar. Fir ii) w&hlt man ag so, daB die Bedingung flr
v = 0 erfiillt ist. Dann gilt sie auch in allen Punkten sy EUT ,

welche s in ihrem AbschluB enthalten (nach den vorherigen Uberlegun-
gen liber Bilinearformen). AuBerdem reicht es, sie flir eine gewisse

endliche Anzahl von v's =2zu verifizieren. (Wegen des Zusammenhangs
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mit Bilinearformen).

Damit 188t sich auch ii) erledigen. 1iii) geht genauso.

Korollar:

Sei 51 1

lettierung der strikten Henselisierung von U in s isomorph zur

€U ein abgeschlossener Punkt, s, € UT . Dann ist die Komp-

Komplettierung eines der vorher konstruierten Ringe R (flir 1 statt

o ), wobei sich die G's und N's entsprechen.

Bewelis:

Seil R1 der lokale Ring in s1,ﬁ1 seine Komplettierung. Betrachte die
A
Zerlegung in G in Sy ¢

Wenn R2 eine verselle Deformation ist wvon £ (mit Polarisation) und
der Erweiterung durch T1 , so ist die Abbildung R, @F%-»ﬁ1

nach Teil iii) des Lemmas. Weiter gilt flr die zur Degeneration gehd-
RS xxTaﬁ? , daB b/b_ Werte in den Ein-

A
heiten R1* annimmt. Wenn man die Abbildung RT“’R1

A
neten Element aus S(r)(R1) twistet, darf man annehmen, daB b1 = bT R

étale,

rige Bilinearform b

mit einem geeig-
und alles hat seine Ordnung.

£) Jetzt kdnnen wir den Hauptsatz zeigen:

Satz 4:

Es existiert ein Schema § , von endlichem Typ tber % , glatt und mit
geometrisch normalen Fasern, und ein Gruppoid B-*ﬁ.xmé , endlich,
mit &talen Projektionen auf S , so daB gilt:

i) Uber § existiert eine semiabelsche Varietdt G ,abelsch in den
generischen Punkten, und ein Geradenbiindel N , welches in den ge-

nerischen Punkten eine prinzipale Polarisation definiert.

ii} Seien G1 und GZ die beiden semiabelschen Varietiten der Dimen-

sion g , die man durch Pullback mit den Projekticnen auf R
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erhdlt. Dann gibt es einen Isomorphismus G, =G,

den generischen Punkten die Polarisation respektiert und mit

, welcher in

der Gruppoid-Struktur vertrdglich ist.

iii}) Sei _§0§
ist, BO = pr1—1(§0) = pr2-1(§0) . Dann ist

RO AN EEQE(GT'G2 ; Polarisation). Das durch (§O,BO) definier~

S die dichte offene Teilmenge, Uber der G abelsch

te algebraische Feld ist Ag

iv) Das durch (S,R) definierte algebraische Feld ist eigentlich
tber Z
v) S und R besitzen Stratifikationen S :U§0 ; R =lJBO , para-

metrisiert durch die Konjugationsklassen der og;E+(X)IR unter
GL({g,Z} . Fir einen abgeschlossenen Punkt s€Z§O ist die strikte
Henselisierung von § in s isomorph zur strikten Henselisie-
Tung von s in einem Punkt des abgeschlossegen S§~-Orbits. Dieser
Isomorphismus erhdlt die Stratifikationen. S ist das Stratum

zu o = {0}

Beweils:

Wir wdhlen § als endliche Vereinigung von den vorher konstruierten
U's . Jedes solche U gehdrte zu einem o , und es gab eine étale
Abbildung U‘*S(o)ox (Modulfeld der semiabelschen O—+Grm‘*a-*A->O ).
Wir fordern, daB fiir je ein o 1in eirner CL(g,%)-Konjugationsklasse
die zugehorigen U's die Menge (abgeschlossener S{(¢)-Orbit) x (Modul-
feld} lberdecken. Da das Modulfeld quasikompakt ist, und da es nur
endlich viele Konjugationsklassen von o's gibt, reichen dazu endlich
viele U's . Wir haben nun § , und erhalten zweil semiabelscge Varie-

tdten G, und G, durch Pullback auf S=«,S8 . Uber §O x 8" ist

R™ = Isom, (GT’Gz; Polarisation) endlich. Sei R die Normalisierung
von BO '_uger S xp S . Dann ist R normal und endlich lber §xz§ .
AuBerdem existiert liver R ein Isomorphismus G1 EGz (siehe [F], § 2,
Lemma 1), und die Aussagen i), ii), 1ii) und v) £folgen, wenn wir zeigen,
daBl die Projektionen von R auf S étale sind und die Stratifikati-
onen respektieren. Dazu sel s &R ein abgeschlossener Punkt, mit Pro-
jektionen S, und s, auf S . Sei R die Komplettierunyg der strikten

C e . A .
Henselisierung von R in s , und entsprechend fir R1<9R2 . Dann ist
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A
R endlich {lber R118R2 {das komplette Tensorprodukt ist zu nehmen {iber

der Komplettierung der strikten Henselierung von Z in einem Primideal

PZ, p#*#0 ), normal, enthdlt R1 und R2 , und es ist
G1€)R R = Gz<®R R = G12 . Zu den degenerierenden polarisierten abelschen
Varietdten gehd¥en Gitter X1 = X2 = X12 und symmetrische Bilinear-
formen.
- *
b? : XT x X} - K1
. g
b2 : X2 x X2 —>K2
. *
Prat Xy x Xy oK

(K1,KZJ( sind die Quotientenkdrper}. Es ist Db = b1-b ''= b-b,’

wobei b1’, bz' : X12 xX12-»R* als Werte Einhéiten ann;hmen.2 ’
Weiter hat man Polyeder O1§ZB+(X1)HQ und 0255]3+(X2)]R . Es ist

O = 0y 3

Angenommen 012 = 01ﬂ62 ist eine echte Seite von 01 (oder analog
von g, ). Dann gibt es endlich viele Elemente u.,vj €X1 , so daB
fiir jede Bilinearform b€012 Zb(uj,vj) = 0 , aber daB diese Summe
positiv wird fir jedes b in 01—0 5 und negativ fir b££02-012 .

1
R2 , wobei das erste Produkt keine Einheit ist. Thr Produkt ist aber

Es sind dann Hb1(pj,vj) und Hbz_ (uj,vj) Elemente aus R bzw.
eine Einheit in R , und das geht nicht.

Sei also 01 = 02 = ¢ , und damit X, = X, = X =X _ .

1 2 12 o]

Es sei wieder RO die Basisg einer versellen Deformation wvon GS iber

k{s) (d.h., Deformation des abelschen Teils und der Erweiterung durch
den Torus). Dann sind R1 und R2 Komplettierungen von strikten Hen-

selisierungen von RO(BRO , und 51 und 52 gind Pullback eines @

iber RO . Man wdhle ein zuldssiges System von Isomorphismen fir G

tdber RO , und erhdlt dann einen Isomorphismus R1 sz , bei dem sich

b1 und b2 entsprechen. Nach Satz 2 ist dann auch Gy =6y

Isomorphismus liber R entsteht einfach durch Basiserweiterung. Da R

und der

Uber die Normalisierung von Eéggso (G1,G2; Polarisation) definiert
wurde, ist R = R1 = R2 . Die Projéktionen sind alsc &tale in s €R .
Es bleibt die Aussage 1iv) . Dazu benutzt man ein Bewertungs-Kriterium:
Sie V ein kompletter diskreter Bewertungsring, mit algebraisch abge-

schlossenem Restklassenkdrper k und Quotientenkdrper K , und
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¢1 : Spek(K) »~ 8

ein Morphismus der den einzigen Punkt von Spek(K) in einen der gene-
rischen Punkte von § abbildet. Dann gibt es eine endliche Erweiterung

K'>K , mit Normalisierung V' wvon V , und
¢, : Spek(V'} S ’

so daB man ¢1 X¢2 : Spek(K')—+§><%§ zu einem K'-wertigen Punkt von

R 1liften kann.

Es ist also folgendes zu zeigen:

Das Pullback @1*(63 von G unter @1 ist eine prinzipal polarisierte
abelsche Varietdt. Wir brauchen ¢2 , so daB @2*(G)EK' isomorph zu
¢1*(G) ist.

Dazu wdhle man K' so grof, daB @1*(G) semistabile Reduktion hat
iiber K' , und ersetzt V durch V', K durch K?

Sei v : K*->%Z die Bewertung. Das Néron-Modell von ¢1*(G) definiert
nach Satz 1 eine symmetrische Bilinearform b : Xv xXV-+KX auf einem

Gitter XV ,und v o b 1ist positiv definit. Es gibt also ein o in

der Kegel-Zerlegung, so daB v o b im Inneren von © liegt, und

Xvs;X0 . (O,XO) ist eindeutig bestimmt bis auf Konjugation mit GL(g,Z).

Sei wieder Ry eine verselle Deformation der speziellen Faser des
Néron-Modells. Wir erhalten eine Abbildung RO-+V , so daB die univer-
selle Uberlagerung des Néron-Modells liber RO definiert ist. Wenn man
dann iber Ry ein zuldssiges System von Isomorphismen wdhlt, definiert
b einen Morphismus Ry®R +V bzw. spek (V) Spek(RO) X S(O)O ; WO-—
bei der abgeschlossene Punkt von Spek (V) in den abgeschlossenen Orbit
von S(o)O abgebildet wird. Nach Konstruktion von S kann man diese

Abbildung liften in eines der U's .

Dies liefert ¢, » SO daB das Néron-Modell von ¢1*(G) und ¢2*(G)
dieselbe formale Komplettierung in V haben und dieselbe symmetrische

Bilinearform definieren. Nach Satz 2 sind sie isomorph.

gl Damit ist der Beweis von Satz 4 beendet. Wir notieren hier nur
noch das Korollar, daB die geometrischen Fasern voen A iiber Z irre-
duzibel sind: Dies folgt aus der analytischen Theocrie in Charakteristik
0 , und der Rest ist genauso wie in [DM].
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§ 5 LEVEL-N-STRUKTUREN

aj Alle unsere Uberlegungen lassen sich auch mit Level-Strukturen
durchfiihren. Wir wdhlen eine natiirliche Zahl n . Da sich bekanntlich

Level-n-Strukturen schlecht mit Charakteristiken vertragen, welche n

[

teilen, arbeiten wir iber %L1/n,e Uber diesem Grundring hat

ZWVn}
man eine kanonische symplektische Form <,> auf (Z/n%)2g , it

Werten in By = n.te Einheitswurzeln. Eine Level-n-Struktur auf

einer prinzipal polarisierten abelschen Varietdt der Dimension ¢ 1ist
(n)‘::> (X/n%}2g (A(n) = n-Teilungspunkte} , welcher

die symplektische Struktur erhdlt. Die verschiedenen Level-n~Strukturen

ein Isomorphismus A

auf A sind konjugiert unter Sp(Zg,%/n%) . Es gibt ein algebraisches

e2ﬂi/n]

Feld Ag n iber Z{j/n, , welches die abelschen Varieté&ten

14
mit Level-n-Struktur klassifiziert. Fiir nz3 ist Ag o Sogar ein
1

algebraischer Raum.

Sei A die Normalisierung von A in A . A
g,n g g.,n g.n

durch ein Paar (§n,§n) . Dabei ist §n die Normalisierung von §n

wird gegeben

in der durch Hinzufiigen von Level-n-Strukturen lber §O definierten

tiberlagerung, und Bn wieder die Normalisierung von Bno .

b) Wir wollen ein lokales Modell finden filir die Uberlagerung $,78 -
Dazu betrachtet man wieder den Torus S mit Charaktergruppe B(X)* ,
und die Torus-Einbettungen SE;SG . Die Multiplikation mit n auf

S induziert eine verzweigte Uberlagerung n : Sg —_> SG .

Es gilt nun:

Satz 5:

i) Die Uberlagerung 5,78 ist lokal in der étalen Topologie iso-
morph zu n : SO — SO . Insbesondere erh&lt auch én eine

Stratifizierung, hat geometrisch normale Fasern, und &hnliches .

ii) Fir nz3 ist R_~+S_ x

R, 75, {1 2mi/n] §n eine abgeschlossene
Z! /n,e }

Einbettung, und Kg n ein algebraischer Raum.
’
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Beweis:

i) Sei R die Komplettierung der strikten Henselisierung von § in
einem abgeschlossenen Punkt, G/R die universelle semiabelsche Varietat,
E, OA»TO‘>§—*A-+O R X0 und bO : XOxXO-+K* wie lblich. Die Behauptung

i} lduft darauf hinaus zu zeigen, daf die n-Teilungspunkte von Gn den

Ko&rper K(n/g} erzeugen. Aus unserem Analogon zu [M4], 4.11(siehe § 3}

ergibt sich eine exakte Seguenz von Gruppenschemata lber K

~{n) (n)
0~+G > G -*Xg/n.x -0 .
o
.. ~{n} . 2g-x X .

Dabei ist G étale vom Rang n 0 , und die Faser {iber der Klasse
modulo n-X(j von oy € XG ist isomorph zu

Zin)(i) = {geC(X), n.g = i(p)} . wWenn bo : X»*TO(K) die zu bg{,)
gehérige Injektion ist, so ist i(p)(ﬁE(R)'bg(u) . Da G(R) n-divisibel

ist, ist der von den Koordinaten der n-Teilungspunkte erzeugte Kdrper
gleich K(anO(X)) , und es folgt die Behauptung.

ii) Wie bisher sind die Projektionen von Bn auf En étale, und
X .
n Z[1/n,e2n1/n]

Es reicht dann zu zeigen, daB lber zwel geometrischen Punkten s, und

somit ist R -8 S, unverzweligt.

s von S, hoéchstens ein geometrischer Punkt von Bn liegen kann.

2
Es mbgen wieder R1,R2 und R die Komplettierungen der strikten
Henselisierungen von §n bzw. Bn in 8108, und s bezeichnen.

Es ist R1 =R und R, =R , und der induzierte Isomorphismus R sz

27 1
ist unabhdngig von der Wahl von s (und R }, da schon bekannt ist,
daB Bno sich abgeschlossen einbettet in En X 1 2mi/n §n0
Spek(%[ /n,e ]) ’
Es folgt, daB es nur ein s in der Faser iber (51,52) geben kann.
Korollar:

2ﬁi/n}

Die geometrischen Fasern von Ag n iiber %[1/n,e sind

irreduzibel.
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§ 6 MODULFORMEN UND MINIMALE KOMPAKTIFIZIERUNG

a) Auf Kg erhdlt man in natlirlicher Weise eine Reihe wvon Vektor-
biindeln. Dabei ist ein Vektorbiindel auf Ag gegeben durch ein Vektor-
blindel auf § , dessen beide Pullbacks zu R isomorph sind (unter
Erfiillung geeigneter Bedingungen).

1.) b, t*

G' =G '
G's , und ihre Tensorpotenzen u.s.w. Sel wG = AgE*

d.h. Tangential und Kotangentialbilindel des universellen

G

2.} Im allgemeinen ist Q;/g nicht lokal frei. Als Ersatz dient
besser das Blindel © , definiert wie folgt: Fiir jede Torus—Einbettung
Sggsc sei @SG das Unterblindel des direkten Bildes wvon Q;/% , welches
von den dp/u erzeugt wird (u = Charakter von § }J. Da § 1lokal in

der étalen Topologie isomorph ist zu einem SO , erhdlt man © auf S
Wenn die Kegelzerlegung glatt ist, so ist © die Garbe der Differen-
tialformen mit logarithmischen Polen in = . Die Kodaira-Spencer Klasse
liefert einen Isomorphismus K SZ(E*G) s g, (Dies folgt aus der
ziemlich expliziten Bestimmung von « ).

3.) Lokal existiert ein Geradenblindel N auf G , welches iber §O
die prinzipale Polarisation definiert. Wenn e : 8 —> G den Null-

schnitt bezeichnet, kann man annehmen, daf e*(N) %(% trivial ist.

N® [-1]*N = H ist dann ein wohldefiniertes Geradenbiindel auf G , mit
e* (H) ;OS . Das direkte Bild p,(H) auf g (p : G+S die Projektion)
ist eine kohirente reflexive Garbe vom Rang 29 . Ihre lokale Struktur
ist recht interessant, siehe z. B [MB] . Man kann {brigens ihre lokale

Struktur mit Hilfe unserer Uberlegungen beim Beweis von Satz 2 aufhellen.

Auf jeden Fall ist p,(H) 1lokal frei auf §0 . Wenn wir Level-2-Struk-

G

turen einfithren, also zu § iibergehen, so ergibt sich eine irreduzible

2
Darstellung der ©-Gruppe auf p,{(H) , und p*(g);;52g , flir ein Ge-
radenblindel X auf §g oder auf Ag 5 - hus dem Satz von Riemann-Roch
’

) K und W dasselbe Bild haben. Eine

folgt, daB in Pic(Ag 2) ®
r —
Potenz von K stimmt somit mit einer Potenz von w ! Uberein.

p) Eine Mcdulform vom Gewicht k zur Gruppe Sp(Zg,%) ist ein glo-

baler Schnitt von wk liber Xg . Man definiert entsprechend Modul-
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formen iiber C, Z/pZ oder allgemeiner {iber einem beliebigen Ring. Man
kann auch Schnitte von wk iber Ag betrachten. Diese lassen sich wie

folgt interpretieren:

Jeder abelschen Varietdt A von der Dimension g wird ein

fAE F(A,(Qg)k) zugeordnet. Die verschiedenen fA’s entsprechen sich
bei Basiswechsel oder Automorphismen von A . Jeder Schnitt von wk

iber Ag besitzt dann Fourierentwicklungen:

Sei wieder X = xq, cjg;B’L(X}]R ein konvexer rationaler Polyeder stabil
unter Homothetien. Dabeil wird nicht vorausgesetzt, dal o in der vor-
her gewdhlten Kegelzerlegung auftaucht. Wir k&nnen jedoch wieder

Xc,r(j = Rang(xg) ; 5,8{c} und S(O)O definieren.

Sei A eine abelsche Varietdt der Dimension g-T, - A sei prinzipal
r
polarisiert, mit Dual aY . Uber (Av) 0  existiert dann die universelle

r_
Erweiterung von A durch To = Gm 9y
O»TO»E;‘~+A+0 .

Sei ﬁo die Komplettierung des Ringes RO zu S(O)O in der I-adischen
Topologie, wobei das Ideal I den abgeschlossenen S(0)-Orbit in S(O)(j
beschreibt. Dann liefert die Mumford-Konstruktion eine semiabelsche
Varietdt G {ber Spek(RG) X(AV)ro , (zundchst {iber dem formalen
Schema, aber man macht alles algebraisch, da die Konstruktion gleich
eine Kompaktifizierung dieser Varietdt liefert), welche gute Reduktion

hat auf dem Urbild des offenen S{(g)}~Orbits S(U)g;S(O)O
Wenn Byreeeaby, eine Basis von XG ist, so ist
o

19e* =R (d(log(p.)A...ad log(u_ )} & A9 T0 (e )
RS e EALSEEAL RS Q“rg i A

und fG hat eine Entwicklung

k
= % . .
fG X€B(Xg)*x fX (a log(uj)A.,.Ad log(prg)) ’

mit

£ (% e, )
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Die fX liefern globale Schnitte wvon wk liber Ag-r und es gibt
o
ein Xg r SO daB fX verschwindet fiir x € Xo * v

Wenn 015;0 ein in ¢ enthaltener Polyeder ist, so stimmen die fX
flr 9 mit denen fiir o {berein. SchlieBlich sind sie noch invariant
unter der Gruppe GL(XG) , genauer gesagt, fir aE’GL(Xg) ist

£ - det(a)®

. ; i £
a(x) fX (beachte die Operation von a au

a log(u1)A...Ad log(p,r ) 1) .
o

Wenn rO >1 , so folgt dann schon automatisch, daB £ %0 nur gelten

kann, wenn X€£B+<Xo);{ . {(Koecher-Prinzip): X definiert eine Linear-
+

° 1 EB (X))

gibt es x1 , 80 daB al(x) € X1 + O1 flir alle a.EGL(XO) . Wenn

form auf B(XO)]R . Flir jeden rationalen konvexen Polyeder o R

Cco,{R) eine kompakte Teilmenge ist, so ist dann die durch X de-

1
finierte Linearform nach unten beschrdnkt auf % a{c) .
ae€ L(XO)

Wenn r >1 ist, so kann man aber durch geeignete Wahl von C errei-
chen, daR die konvexe Hiille der obigen Menge gleich B+(X0)IR ist.
Also liegt X in B+(XO)V

Aus unserer Konstruktion von A folgt, da £ sich genau dann zu
einem reguldren Schnitt von mkg auf A ausdehnt, wenn flir alle ¢

in der gewdhlten Kegelzerlegung die Koeffizienten fX verschwinden,
falls vy ¢ ov . Fiir jedes einzelne ¢ ist dies &dquivalent zur Regulari-
tdt von £ auf dem Stratum §c , und f 1ist schon auf ganz §0 re—
guldr, wenn dies in einem Punkt wvon §0 gilt.

_ glg+1}
2

Daraus folgt, daB man nur die o¢'s mit dim{o) maximal

betrachten muBl. Dort erh&lt man eine Entwicklung
£= I eyof +(d 1og(p.)A...ad logp ¥
X B{X}* X LA g !
mit £ €% .
X

f definiert eine Modulform <=> fX = 0 fir ¥ ¢B+(X)V . (Dies ist
automatisch, falls gz2 ) .
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Man kann statt % auch andere Grundringe wdhlen, wie &, z/nz U,S.W.
Beim Grundring & erhdlt man bis auf einen Faktor (2Wi)gk die klas-—
sische Fourierentwicklung einer Modulform, indem man etwa B+(X)v i
identifiziert mit den halbganzen symmetrischen positiv definierten
Matrizen. Es folgt zum Beispiel, daB der Raum der Modulformen iber €
eine Basis besitzt, deren Elemente ganze Fourierkoeffizienten haben,
und daB eine I-Modulform genau dann iber Z definiert ist, wenn alle

Fourierkoeffizienten in (Zwi)gk-z liegen.

Wir notieren noch eine weitere Eigenschaft der Modulformen: Sei wieder

£= 3 X*£(d Llog(p,)A...Ad log (ur Nk .
xeB*(xo)" X

Sei <0>55B(X0) das von ¢ aufgespannte Untergitter. Dann ist
B+(XO)V11 <o>t= {0} , da o eine positiv definite Form enthilt. Es
folgt, daB £ konstant ist auf dem abgeschlossenen S(0) - Orbit in
S(o)G .

Der konstante Wert wird gegeben durch die Modulform fO , vom Gewicht

k , auf Kg-rc . Man liberlegt sich leicht, daB die Fourierkoeffizienten
der Entwicklung von fO parametrisiert werden durch
XEB+{Kern(X~*XU))V5;B+(X)V , und daf man fir solche Yy dieselben
Koeffizienten fir £ und fo erhilt. (Betrachte f auf Produkten

A1 xA2 der Dimensionen (rO,g—rO)) .

Entsprechendes gilt auch fiir Modulformen mit Level-Struktur {lber

2 [1/n, ean/n] zum Beispiel): Dort wird die Fourier-Entwicklung para-

metrisiert durch x(E%B (XO)V , und zu jedem o gehSren mehrere

Fourier~Reihen.

c) Beispiele fiir Modulformen erh&lt man durch 6-Reihen : W&hle

g,g&z(% %/z)Y . Dann ist bis auf 4.-te Einheitswurzeln

. t ; t . t
8(z;a,b) = et™@ R 5 irl(mralZi(mta)) 2imm'b

m € z9
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eine Modulform vom Gewicht 1/2 zum Level 2n2 , und ein Produkt 4k

solcher 6's liefert eine Modulform vom Gewicht 2k . Die Fourier—
koeffizienten liegen in x[elﬂ/n2] , so daB die entsprechenden Modul-

formen iiber diesem Ring definiert sind. (Bis auf 27i's ). Die Fourier-
koeffizienten von 6(%;a,b) werden parametrisiert durch

X€'—l§ B(X)* = ~l§ SZ(X) . Sie sind verschieden von Null nur fiir ¥

2n 2n
von der Form

{%(gvra) ® (m+a), mex =29},

Es folgt, daB filir einen Kegel 0§B+(X) der konstante Term eines Produktes

von 6's verschwindet, auBer wenn alle vorkommenden a'S im Kern von

1/n-X/X +1/n Xo/&o liegen. In diesem Fall ist der konstante Term wieder
ein Produkt solcher 6's , mit g-r, statt g .

Die 6(Z;a,b) h#ngen mit den 6-Nullwerten zusammen: Wir arbeiten von

nun an in Charakteristik 2 . Beim a) unter 3.) konstruierten Iso-
g -
morphismus p*(g);zgz , mit XK= L modulo Torsicen in Pic(ég 2) R
- ¥
entsprechen die 8(Z;a,b) mit g,QEZ%X/X im geeignet zu definierenden
Sinne einer Basis von p,(H) . Entsprechendes gilt filir die direkten
1

Bilder p*(g2 ) .

Es ist nun bekannt, daB diese Basen H erzeugen, und daB die ©6-Null-
werte sogar eine projektive Einbettung von Ag definieren (genauer
gesagt des groben Modulraums). Da wir das Verhalten der g-Reihen am
Rande auch kennen, so folgt leicht:

Satz 6:

r(a ,wm)®z[1/2] . Dann wird fiir genfigend

Wihle n , und sei A = @
20 g,n

groBes m W' iber Kg r1®z[1/2] von seinen globalen Schnitten erzeugt.

’

Die dadurch definierte Abbildung

ig!n ® zP/z} > Proj (A}
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hat als Bild ein projektives normales Schema A; n ber %[ele/n,1/2n].
1

Sie definiert eine offene Einbettung des grcben Modulraums zu Ag,n
in Ag,n , und das Komplement hat auf jeder Faser Dimension g(g—T)/2 .
Genauer hat das Bild jedes Stratums gn,o Dimension (g~rg)(g-r0+1)/2 .
Das weitere Studium der arithmetischen Theorie der Siegel'schen Modul-
formen verdient sicher noch einige Aufmerksamkeit: Vermutlich gelten die
obigen Resultate auch in Charakteristik zwei, und es sollte auch Anwen-
dungen auf Kongruenzen geben. Dies wiirde aber wohl den Rahmen der hie-

sigen Ausfiihrungen sprengen.

Eine weitere Verfolgung der Ansidtze von L. Moret-Bailly ([MB]) scheint

hier geboten.

§ 7 ETALE GARBEN

aj Durch die modulare Interpretation erhdlt man sofort étale Garben

auf Eg , na&mlich die direkten Bilder ij*(z/m%)(p:G—+§ die univer-

selle semiabelsche Varietdt). Der Einfachheit halber formulieren wir
die Aussagen fir Qi—Garben, doch gelten entsprechende Varianten fir
Z oder %/1mz . AuBerdem nehmen wir an, daB unsere Xegelzerlegung

1
glatt ist, so daB alle Strata Kg , 9latt tber Z sind.

Wdhle eine Primzahl 1 und einen Level n . Wir arbeiten grundsédtzlich

Uber Z[ezﬂi/n,1/n1] .

Auf Ag n ist die Garbe R1p*(Ql) lokal konstant und besitzt eine

I

nicht ausgeartete symplektische Form mit Werten in Ql(—1) ((-1) =

Tate-Twist). Am Rand ist sie zahm verzweigt: Xg n-Ag n ist ein Divisor
t4 r
mit normalen Uberkreuzungen. Seine irreduziblen Komponenten sind die
Strata Xg n.o flr GSEB+(X>I{ ein eindimensionaler Kegel der Zerlegung.
7 7

{(Fir n = 1 entsprechen sie sogar eindeutig den Konjugationsklassen
dieser ¢ unter GL({X)} . Die Operation der zugehdrigen Monodromie
erh&lt man aus der Beschreibung der l-Torsionspunkte einer degenerieren-—
den abelschen Varietdt, die wir in § 3 (entsprechend [M4], 4.11) gegeben
haben: sei S, ein Erzeugendes der Halbgruppe <o>!\B+(X). Sy ist eine

positiv definite symmetrische Bilinearform Sy ¢ X x XO-+Z und
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definiert ein unipotentes Element aus Sp(2g,Z) . (Wenn S, durch
eine symmetrische Matrix 8 gegeben wird, ist die (g ?) . Dieses

Element liefert die gewlinschte Monodromie-Transformation.

b) Da R1p*(ml) zahm verzweigt ist im Unendlichen, sind die direkten
Bildgarben (liber Z[ezwl/n,1fln]} lokal konstant. (Siehe zum Beispiel

[L]). Dasselbe gilt fir aus R1p*(Ql) abgeleitete Garben:
Satz 7:

Sei o : Csp(2g,Q) »GL{V) eine algebraische Darstellung der Gruppe
Csp der symplektischen Ahnlichkeiten auf einem endlich dimensionalen

@-Vektorraum V . Flir n2 3 bezeichne F die zugeh&rige étale Ql—

Garbe auf A ;U 2 A -*Spek(z[eZN/n'l]) die Projektion. Dann sind
g.n g,n n.

alle direkten Bilder wa*(gp), r9y, (E) 1lokal konstant.

Bemerkung:

Es wdre wlinschenswert ,auch die Eichler~Shimura Relation zu verallgemei~
nern. Dies scheint jedoch sehr kompliziert zu sein. Auch hier ist noch

ein weiteres Feld fir zuklinftige Untersuchungen.

§ 8 DIE TORELLI-ABBILDUNG

aj Zu jeder glatten Kurve vom Geschlecht g gehdrt kanonisch ihre
Jacobische, eine prinzipal polarisierte abelsche Variet&dt der Dimension
g . Wenn man die glatte Kurve in eine singuldre stabile Kurve degene-
rieren 148t, ergibt sich eine semiabelsche Variet&dt, und es liegt nahe,
die Gegebenheiten der allgemeinen Theorie in § 2,3 hier ndher zu be-
schreiben, Wir untersuchen dabei zugleich das Verhalten der Torelli-
Abbildung Mg~+Ag zwischen den Modulr&umen am Rande.

b) Sei wieder R ein kompletter normaler lokaler Ring, K der Quo-
tientenkdrper, C -~ Spek(R) eine stabile Kurve, so daB die generische
Faser Cn glatt ist. Zur speziellen Faser CS konstruiert man einen
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Graphen & , dessen Ecken V den irreduziblen Komponenten von C,
entsprechen, und dessen Kanten [ die singul8ren Punkte auf CS para-
metrisieren. Eine Kante hat als Endpunkte die beiden Ecken, die den
irreduziblen Komponenten entsprechen, auf denen der singuldre Punkt

liegt.

Wir nehmen weiter an, daB alle irreduziblen Komponenten von Cs geome-—
trisch irreduzibel sind und alle Doppelpunkte rational liber dem Rest-
klassenkérper k von R . Dies gilt immer, wenn Xk algebraisch ab-

geschlossen ist.

Jeder Kante e €f ordnet man ein Hauptideal IeggR zu: Die Komplet-
tierung 6C,e des lokalen Rings im Punkt zu e ist isomorph zu
R[[S,T]]AST—fe) , und Ie werde erzeugt von fe .
e) Sei T = W1(G) die Fundamentalgruppe des Graphen & , und

6 —> ¢ die universelle Uberlagerung, nmit Gruppe [ . Dann gibt es
eine Uberlagerung formaler Schemata %-»6 . ebenfalls mit Gruppe T .
Sei X = Fab = Hl(G,Z), ¥ = X* = H1(G,%) , und T der zerfallende
Torus mit Charaktergruppe X . Die Elemente aus T{R) entsprechen den
Homomorphismen I »R* . Jeden solchen Homomorphismus kann man benutzen,
um eine Aquivariante Operation von T auf dem trivialen Geradenbiindel

A

Og zu definieren, und damit ein Geradenbiindel auf C oder auch C .
A

Da T(C,Oé) = R , erh3lt man so einen Isomorphismus

A
T{R) —> Kern{Pic{C) —> Pic (T))

c) Sei G = PicO(C/R) . Dann ist G eine semiabelsche Varietdt iber
R , und der eben angegebene Isomorphismus stammt aus einer exakten

Sequenz

0-»@-+@-+ﬁ-+o R

mit A abelsch diber R . Sei wieder G die entsprechende Erweiterung

0-T->Go>A-0 .
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Es ist G(R) = G(R) . Man erhilt auch eine Abbildung T(X)&(R) ePicO(Cn):
Es reicht, die Restriktion T(K)-+Pic0(cn) anzugeben. Ein Element aus
T(K) wird gegeben durch einen Homomorphismus T -+ K¥* , welcher eine
dguivariante Operation von I auf 04@ _K definiert. Wdhle ein I'-in-

R

variantes gebrochenes koh3rentes Ideal JcUa® K . Dies ergibt eine

R
C
kohédrente torsionsfreie Garbe auf é oder auch C , und auf der gene-

rischen Faser ein Geradenbiindel vom Grad O

Wir definieren nun eine Abbildung von X in den Kern des obigen Mor-

phismus: Flir e€¢ £ seil 0C e der zugehdrige lokale Ring, und fe

’
ein erzeugendes Element von Ie . Ein x€ X wird gegeben durch ganze
Zahlen X €%z , flir alle e€E , so daB fiir alle pevVv eépixe =0 .

Dabei wdhlt man eine Orientierung aller e €E , und die Summe geht Uber
alle e's mit Anfangs-oder Endpunkt p , wobei das Vorzeichen Jje nach

Orientierung zu wihlen ist. Wir definieren dann eine symmetrische Bi-

linearform

b ¢+ XxXacKk*
durch

XY

bix,y) etct fe -
Dann ist b(x,x) € m = maximales Ideal R , falls x#0 . b() ent~
spricht einem Homomorphismus

b ¢ X-»T(K)
Es gilt nun
Satz 8:
Es sei Char(K) # 2
i) Es gibt einen Homomorphismus < ot X-»E(R) = PicG(C) , so daB

fiir alle x€X bi(x) g(x)EEE(K) das triviale Geradenbiindel auf
Cn definiert.

ii} Sei M ein amples Geradenblindel auf A , welches die prinzipale
Polarisation definiert. Dann ist die Zusammensetzung

x £ G(R) »A(R) die zur Erweiterung ¢ won A durch T
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gehdrige Abbildung. Ihre Liftung via ¢ definiert ein zulds-

siges System von Isomorphismen filr (a,A,M) .

iii) G ist isomorph zu der semiabelschen Varietdt, welche die Mum-

ford-Konstruktion mit den obigen Daten liefert.

Bewels:

i} Sei x€X . bix, ) definiert eine Darstellung p : [ >X~>XK¥* .

Wir konstruieren ein p-invariantes gebrochenes Ideal Jc Oé@K .
welches lokal prinzipal ist, und dessen Einschrinkung auf jede Komponen-
te von és den Grad Null hat. Die Komponenten Cp von s werden
parametrisiert durch peig = Ecken (E) . Wir wdhlen J so,da8 es im
Inneren von C von einem ngﬁK* erzeugt wird, und daB fir eine

b4
seite e€f , welche P, und P, verbindet, ¢ = f ©g . Es
Py e Py
1

gibt sicher solche gp s , und das Ideal J ist auch p-invariant. Es
bleibt zu zeigen, daB man J auch in den Doppelpunkten lokal prinzipal
wihlen kann: Sei e€T , und betrachte fiir n=1 den Ring

(Oé’e) ® (RAnn) . Er besitzt zwei minimale Primideale p, und p, ,
entsprechend P, /Py €v , welche durch e verbunden werden. Py und By
sind Hauptideale, und 21-22 = (fe) R

In der Komplettierung wird

Oé’ . RIls,T] ]/(ST-fe) '

r

A A
und R4 und P, werden durch 8 bzw. T erzeugt.

Man kann dann J so wdhlen, daB es in Oé V®(R/mn) isomorph wird zu
’
einer Potenz von P4 oder By (etwa 2zu BTXV) , und es folgt die
; i z =
Behauptung. Der Grad von J auf jedenm Cp ist Null, da e»p:txe o .

Damit ist Teil i) bewiesen. Die Abbildung ¢ 1ist natiirlich eindeutig.

d) Es folgt schon aus den Sitzen 1 und 2, daB man G durch die
Mumford-Konstruktion mit Hilfe einer Bilinearform b* aus G erhilt.
Wir milssen nun noch nachweisen, daB ¢ ein zuldssiges System von Iso-
morphismen definiert, und daB dann b = b* . Man bettet R 1in einen

diskreten Bewertungsring ein, und reduziert sich damit auf den Fall,
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daB R schon ein solcher ist. Dann ist das Problem flir den Fall einer
vell degenerierenden Kurve schon in [MD] behandelt worden, und wir
folgen den dortigen Ausfiihrungen: Wir kdnnen C,E , G und G als
rigid-analytische Objekte liber K auffassen. Es ist dann C = c/r o,
und G/i(X) ist rigid-analytische abelsche Variet#t

(i = bec : X>CG(X)) . Wir definieren zunichst eine rigid-analytische
Abbildung ¢ : CxC-G/i(X) , via ¢ : CxC->G . Dazu missen wir flr
jeden endlichen Erweiterungskdrper L von K eine Abbildung

% : C(L) xC(@) »8(L) definieren. Da alle unsere Konstruktionen inva-
riant unter Grundkdrpererweiterung sein werden, reicht es, ¢ auf

C{K) x T(X) zu definieren. Dazu ersetzen wir zunichst C und € durch
ihre regul8ren semistabilen Modelle (ber R . Dies &ndert nichts an
allen Definitionen und Behauptungen. Dann ist C(K) = C(R) . Seien also
z1,22€jC(R) zwel Punkte. Der Divisor D = yéFY((z1) - (22)) ist dann
I'-invariant auf C , doch hat die Einschrédnkung von 0{(D) auf die
irreduziblen Komponenten Cp im allgemeinen nicht den Grad Null. Dies

wird nun korrigiert:

e) Wiahle ein Py und definiere eine Abbildung

f:p > £ipy,p)
V > K*
wie folgt: Orientiere T'-invariant die Kanten E . Es gilt:
i) f(po,po) = 1

ii) Wenn der kiirzeste Weg in ¢ wvon p nach Py der Komponente als
ndchste Ecke P, trifft, so sei

f(po,p) = f(po,p1) wenn die Orientierung der Xante e =zwischen
p und p, so ist, daB p Anfangs- und
< Endpunkt ist.

£(py,p) = flpy,py)f, , bei anderer Orientierung.

Definiere

£(yp,,P) £(yp,,py)
glpypyip) = 1 € K*
YEr \ £(yp,,p) £(ypy,Py)

Dabei seien pi,pzéiﬁ . Im Produkt ist ein Faktor nur dann verschieden
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von Eins, wenn die kiirzesten Verbindungen (in 5 } von YP4 und YP,
mit dem Weg ;—3—{;p> verschiedene FuBpunkte auf p—ofa haben. Dies gilt
aber nur flir endlich viele +v's . (Die Distanz von P, nach p mulB

2
gréber sein als Konstante + Distanz (py,Yp,))

Es ist g(p1,p3:p) = g(p1,p2;p) q(pz,pB;p)

Wenn man von p 2u einem benachbarten p' eV ibergeht, und e die
Kante zwischen p und p' bezeichnet, mit p=Anfangspunkt (e), und
p'=Endpunkt (e), so ist

gi(p, Py} flyp,.p'} flyp,,p)
1785 1 1 2

g{py/P,,p) Yer  fiyp,,p") £lyp,.p)

Die Faktoren sind verschieden von Eins nur dann, wenn e auf dem Weg

von  yp, nach YP, liegt, und zwar erhdlt man dann fe , wenn die

Orientierung von e mit der des Weges {lbereinstimmt, sonst fe“1

Es folgt:
i) Sei $€T , entsprechend x = (xe) € X
Dann ist

flp,/p,id(p))
i N M il f e

- 35
£(pysP,ip) e €pp,

Der Exponent ist + 1 , wenn die Orientierungen von e und p1pg tiber-

einstimmen, sonst -1.

ii) Sei g(p1,pz) gG%@K das invertierbare Ideal, welches auf C
von f(pw,pz;p) erzeugt wird. {(Die Existenz folgt &hnlich wie bei der
Konstruktion von ¢ )

Dann ist
grad(J(pq,p,) / Cp) =
0 , falls p({l“-p1 UF-p2 , oderxr p€l‘-p1nr-p:2
-1, falls pET-pq, pQTpZ

+1 , falls PET Py, p({I’p1 .
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Somit hat fur =z, €C y 2,€C die Einschrédnkung von
1 Py 2 P,
g(21.22) = Q(pj,pz)®()ﬂn Grad 0 auf allen Komponenten., Fir J§€T ,
entsprechend s = (xe) €X , ist
6* _ £ iXe ) )
(Lizy,z5)) = (1 s g (pyrpy) )Lz, 2,
e€p1p2

Wenn man also einen Morphismus

p ot I'»>X~>K*

X

definiert durch p(8§) = s ¢ e entsprechend einem p € T(K) ,
ecp,p, e

so kann man [ wvia p &guivariant operieren lassen und erhdlt ein
Geradenbiindel aus G{R)} = PicO(C) . Wenn P, = p, ist, so wird dieses
Geradenbiindel durch den Diviscor 2,72, auf C gegeben. Wenn

z2, = v(z1) mit Yy €T , entsprechend vy = (ye) €X , so erhdlt man das
Geradenbiindel zu g(y)f{@(R) . Wenn man das obige Element aus G(R}

noch mit p € T(XK) multipliziert, ergibt sich schlieBlich eine Abbildung

F: TR «CR) -~T(KIE(R) = T(R)

mit

i) ¢(z1,zz) + ¢(22,z3) = ¢(z1,z3)

i) d(zyv(z)) = iy (y = Bild(y) €% )

iii) Wenn IR in derselben Komponente liegen, so ist
5(21,22)(€§(R) = Pico(c) gegeben durch 0(21—22) .

f) AuBerdem ist ¢ vertrdglich mit Erweiterungen des GrundkOrpers.

Andererseits hat man Uber K eine kanonische Abbildung

.0
£ C xC_=G_ = Pic (C
bE Gy Cym 6y ten(cy)

(21,22) —> 0(21—22)

Es ist G der rigid-analytische Quotient E/i* , mit einer Gruppe

(x)
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von Perioden i*(X)E;a(K) . Es ergibt sich dann eine rigid-analytische

Abbildung der universellen Uberlagerungen

~ o~

CxC=->C .

I

9}

Da diese Abbildung mit $ nahe der Diagonale iibereinstimmt, ist sie

nach dem Identitdtssatz gleich $ .

Wir erhalten also ein kommutatives Diagramm

exe %%
lrxr j{ i*(x) .
C x C —ig G
Da $(z1,6z1)€ i(X) , ist i(X) €i*(X) . Aus einer Betrachtung der

Bewertung folgt, daB i(X) endlichen Index in i*(X) hat. ¢ fakto-
risiert dann Gber G/i{(X) . Dies ist eine endliche Uberlagerung von

G , damit algebraisch, und wegen der bekannten Eigenschaften der
Jacobi'schen ist notwendigerweise i(X) = i*(X) . Wir miissen nun noch
zeigen, daB i = i* . Auf jeden Fall stimmen sie schon {berein bis auf
einen Automorphismus von X . Da i* ebenso wie i von einer definiten
symmetrischen Bilinearform stammt, wird dieser Isomorphismus in einer
geeigneten Basis durch eine positiv definite symmetrische Matrix

definiert.

g) Alles in allem haben wir den Satz 8 bewiesen bis auf die Tatsache,
daB man fiir ii) und iii) i durch einen Automorphismus von X abdndern

muB. Wir wollen zeigen, daB dieser Automorphismus die Identit&t ist.

Es reicht, dies im "universellen" Fall zu tun, das heiBt,wenn R die
Basis einer versellen Deformation der speziellen Faser CS ist. Dann
ist R reguldr, und die fe fir e €E Dbilden einen Teil eines regu-
ldren Parametersystems. Flir jedes e sei EeEER das zugehbrige Prim-
ideal der HShe 1 und Ge die Faser von G {iber k(Ee) . Dann ist Ge
semiabelsch, mit einem Torusteil der Dimension £ 1 . Die Dimension

ist genau dann gleich 1 , wenn die Linearform x = (xe) f—> X, auf

X nicht verschwindet. Falls dies der Fall ist, so besteht der Kern
dieser linearen Abbildung aus den x , die auf dem Torusteil von Ge

verschwinden. (Der Torusteil von Ge ist in natirlicher Weise ein



379

Untertorus von T ). Aus der Mumford-Konstruktion folgt, daB dies genau
dann fir x zutrifft, wenn i*(x) ganz ist in RE .
e
Wenn A: X —> X der Automorphismus mit i* = ioA ist, so gilt dann
x =0 <=> A{x}) =40
e e

A  respektiert also alle Hyperebenen {xe = 0} , kann trigonalisiert
werden und hat somit Eigenwerte +1 . Da man X aber auch durch eine
symmetrische positiv definite Matrix darstellen kann, ist A = id .

Dies beendet den Bewels von Satz 8.

Wir erhalten auch Informationen liber das Verhalten der Abbildung

Mg-*Ag am Rande: Bei vorgegebenem g gibt es nur endlich viele Mdglich-
keiten fiir den Graphen & einer stabilen Kurve vom Geschlecht g . Zu
jedem solchen § erhdlt man symmetrische Bilinearformen (x,y)-*xeye

auf X = HT(G,Z) fir e €& . Dann bildet sich die verselle Deformation
einer stabilen Kurve mit Graph & genau dann in die mit der Kegelzer-
legung {o} definierte Kompaktifizierung Kg ab, wenn es ein o© gibt,
welches alle Bilinearformen XY auf X enth8lt. Wenn dies nicht der
Fall ist, so muB man zunédchst noch die verselle Deformation durch eine

Modifikation ersetzen.

§ 9 DIE KOMPLEXE THEORIE

a) Nach Basiserweiterung zu den komplexen Zahlen erhdlt man aus

Kg, S u.s.w. komplexe Rdume. Es ergeben sich die toroidalen Kompakti-
fizierungen aus [AMRT] oder auch [N] . Da sich auch die Mumford-Konstruk-
tion ins analytische ibersetzt, kann man auch die komplex-analytische

Version der universellen semiabelschen Varietdt beschreiben:

Der Torus S wird liber T gegeben durch

Wenn H Cmg(g+1)/2 die Siegel'sche Halbebene bezeichnet

g
(Iig = {2 = X+iY/72 = tZ, Y>>0} ) , so erhdlt S(€) als offene



380

Teilmenge }ig/B(%g) .

Wenn 0cB+(H{g) ein konvexer rationaler Polyeder ist, so bestimmt o
eine Torus—Einbettung 55350 . SO ist affin algebraisch, und eine
Basis des Ringes der algebraischen Funktionen wird gegeben durch

XM(Z) _ eZWl Spur (MZ)

M eine halbganze symmetrische Matrix, mit ganzen Diagonalelementen,
welche im Dual o liegt (Y€ o=Sp(MY) 20) . Weiter existiert auf

S eine "universelle" Bilinearform

b : z° X%g-»OS

b(le) = XM 1
. . s s . " _ 1
wobei M die Matrix ist mit Eintr&gen mjk = 2(ijk + xkyj) . bix,x)
setzt sich fort zu einer regul8ren Funktion auf S5 -
Sei gggzg die étale Untergruppe, deren Faser iUber s € SG aus den
x:EZe besteht mit bi(x,x) (s) +0 . Dann setzt sich b fort zu einer
Bilinearform

b :zx%g—)(]; ’
(8]

und definiert damit b : X~ (€%)9 =T . b ist Gber W_ /B@9) eine
Einbettung, und der Quotient G = T/b{X) igt eine semiabelsche Varie-
t&t Uber einem offenen Stiick von SO . Dort ist So lokal isomorph zu

Eg(m) , und G liefert die universelle semiabelsche Variet&t.

b) Das obige G besitzt ein Ceradenbiindel L , welches lber mg/B(Zg)
eine Polarisation definiert. Das Pullback von L nach T ist kanonisch
trivial, und ein globaler Schnitt von L wird geliefert durch die
6-Reihe auf T :
2WiZ1 2niz
8 (e P ) =

g
in(mztg+j§ m‘Z.j)ezwigtz
m = (mT,...,mg} ezY

17373
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b ist die zu den Koeffizienten von 6 gehdrige Bilinearform (im Sinne

von § 2).
c} Das Quadratintegral von g-Formen liefert eine kanonische hermite'-
sche Metrik auf w = AgE*G :
2 2
Hall%(s) Hal 7.

=]
Gs

Man rechnet aus, daB flir Z = X+iY € mg , entsprechend s€5 ,

dz1 dz 2
Aveon—2
z z
1 g
bis auf einen konstanten Faktor gegeben ist durch det(Y) . Da die

Eintrdge von Y sich aus den Logarithmen der absoluten Betrdge der

XM berechnen, hat die Metrik auf we am Rande nur eine logarithmische

Singularitdt.
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ANHANG :

Dieses Manuskript gibt den Kenntnisstand zur Zeit der Arbeitstagung
wieder (Juni 1984). Inzwischen {(September 1984) gab es die folgenden

Entwicklungen:

1.} Die Thesis von C.L. Chai liegt mir vor.

2.) Die minimale Kompaktifizierung 1&Bt sich auch in Charakteristik
2 behandeln:

Betrachte A iber Z{1/n,e2Wl/n]
g,n
. - - ®@m * - .
Sei R n\gg T(Ag,n,w | Ag’n Proj{(R) .
Dann gilt:
i) Eine geeignete Potenz von ® wird von globalen Schnitten erzeugt,
so daB man eine Abbildung des groben Modulraums (zu Kg n) ig n nach
k4 I
a* erhdlt:
g,n
¢ s A - A
g,n g,n
1) ¢|a; , ist eine offene Einbettung, und A_ = o7 (6(a )
* . . . *
iii) Ag,n~Ag,n hat Kodimension g in Ag,n .

Der Beweis benutzt 6-Funktionen. Einige Andeutungen: Man betrachtet

die Uberlagerung M—>Ag , welche die symmetrischen Geradenbiindel in der
Polarisationsklasse liefert (nicht zu verwechseln mit level-2-Strukturen).
Flir m wungerade (der Einfachheit halber) erh&lt man dann ein Geraden-

blindel L auf Mx A , welches flir mz 3 von seinen globalen
—m Ag g,m

Schnitten erzeugt wird, und so daB Em = %-w in Pice® .

Dies liefert globale Erzeugtheit iber Ag . Man muf nun noch den Rand

betrachten ,sowie zeigen, daB die Fasern von ¢ : Kg-*A; endlich iber
A sind.
g
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