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To my father






Das %iel dieses Buchs ist, die Theorie der bindren guadratischen For-
men, die im letzten Jahrhundert in ihren algebraischen Aspekten von
GauB und in ihren analytischen Aspekten von Dirichlet entwickelt wurde,
darzustellen. biese Theorie, die frither zur normalen Aushildung in der
Mathematik gehéirte, wird heute den Studenten oft nur als Beispiel fiir
die moderne algebraische Zahlentheorie, analytische Zahlentheorie oder
Klassenkdrpertheorie prisentiert. Da sie aber eine grodBe Schnheit ba-
sitzt und auBerdem elementar zugdnglich ist, halte ich es flir zweck-
miBiger, sie umgekehrt als Einfiihrung in die genannten Gebiete zu be~
nutzen, die ja historisch aus ihr hervorgegangen sind.

Da das Buch eine Einfithrung sein soll, sind die Voraussetzngen mi-
nimal gehalten, und zwar:

- aug der Algebra die Grundbegriffe {iber Gruppen und Ringe und der
Struktursatz filr endlich erzeugte abelsche Gruppen;

- aus der komplexen Funktionentheorie eigentlich nur die Begriffe
*holomorphe Funktion", "meromorphe Funktion", "Regiduum™ und "ana-
lytiache Fortsetzung" (der Cauchysche Integralsatz wird nie benutzt);

- aus der Zahlentheorie etwa der Inhalt einer elementaren einsemestri-
gen Vorlesung, insbesondere Kongruenzen, Legendre-Symbol, quadrati-
sche Rezlprozitdt. .
Das Buch basiert auf Vorlesungen in Bonn {SS 1975} und Harvard

(WS 1977) und ist als Vorléufer eines umfassenderen Buches auf Englisch

gedacht. Hanspeter Kraft, David Kramer und Winfried Kohnen, die Teile

des Manuskripts gelesen und ausfilhrlich kommentiert haben, mfchte ich
hier herzlich danken; vor allem gilt mein Dank Silke Suter fiir ihre

Onterstiitzung bei dem ganzen Unternehmen und flir ithre Hilfe bei sprach-

lichen und darstellerischen Schwierigkeiten.

Konventionen und Bezeichnungen: Wir bezelchnen mit Z, W, ¢, R, €
die Mengen der ganzen, natilrlichen (also strikt positiven ganzen},
rationalen, reellen und komplexen Zahlen. Die KardinalitHt einer Menge
C wird mit |[Cl oder #C bezeichnet. Fiir x€IR ist [x] die gréste
ganze Zahl x: < X. 5ind f und g Funktionen einer Ver#nderlichen x,




Vil

die nach a strebt (hiufig a = 0 oder =), so bedeuten die Symbole
f =0(g), £ =0(g) bzw. f ~ g, daB flir = - a das Verhiltnis
f{x}/g{x) beschrinkt bleibt, nach ¢ strebt bzw. nach 1t strebt.
Die n-te Formel von §m wird innerhalb des Paragraphen als (n}, in
anderen Paragraphen als (m.n) zitiert.
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Teil |. Dirichletsche Reihen

§1 Dirichletsche Reiheh; analytische Theorie

Wir wollen in diesem und dem ndchsten Paragraphen die elementarsten
Eigenschaften von Dirichletschen Reihen angeben, die in der analyti-
schen Zahlentheorie eine so grundlegende Rolle spielen wie die Po-
tenzreihen in der Funktionentheorie.
In der Theorie der Potenzreihen nimmt man die Potenzfunktionen

z w2t (nEN) als die zugrundeliegenden Funktionen und versucht, bhe-
liebige Funkticnen als unendliche Linearkombinationen dieser spezi~
ellen Funktionen darzustellen. Bei Dirichletschen Reihen nehmen wir
statt dessen die Feponentialfunktionen z - e™ % (A€R) als Bausteine;

da aber IR nicht abzdhlbar ist, milssen wir uns auf eine Folye
-\ Z

{z »e n }nem beschrinken, wobei }‘n reelle Zahlen sind, von denen
wir annehmen, daB

(1) 11 < 12 € wew o An - @

SchlieBlich bemerken wir, dag es sich in der Theorie der Dirichlet-
schen Reihen eingebiirgert hat, die komplexe Verinderliche mit s
{(statt wie in der Funktionentheorie mit z) und ihren Real- bzw. Ima-
gindrteil mit ¢ bzw. ¢t (statt mit X _ bzw. y) zu bezeichnen. Wir
haben alsc die folgende

Definition: Eine Dirichleteche Reihe ist eine Relhe

§ —kns
(2) a e .
n=1 2o

wobei die )‘n reelle Zahlen sind, die (1) geniigen, die a, belie-

bige komplexe Zahlen sind, und 8 = ¢ + it eine komplexe Zahl ist.

Beispiel 1: An = n, Dag ist sicherlich die naheliegendste Wahl fiir
die Folge (1}, filhrt aber zu keiner neuen Theorie, weil die Substi-



tution =z = e ® gdie Reihe (2) in die Gestalt }janzn bringt, so das
die Theorie der Dirichletschen Reihen in diesem Fall identisch ist
mit der gewdhnlichen Funktionentheorie.

Beispiel 2: .\n = log n. Mit dieser Wahl der Exponentenmenge 1#8t sich
die Reihe (2) schdner schreiben als

T -s
(3 I a n°.

n=1 o
Dieser Fall ist der filr die analytische Zahlentheorie relevante. Eine
Reihe der Gestalt (3) heiBt gewdhnliche Dirichletsche Reihe.

Wann und wo konvergiert eine Dirichletsche Reihe? Filr Potenz-
reihen Eanzn wissen wir, daB es elne nichtnegative reelle Zahl R
gibt (Konvergenzradius), so daB Eanzn fiir atle =z mit Izl < R
und fir kein z mit |zl » R konvergiert (wobei man R = 0 oder
R = = getzt fir Reihen, die nirgendwe bzw. ilberall konvergileren).
Fiir den Fall An = n des ersten Beispiels 1ldBt sich dieses Ergebnis
mit Hilfe der dort angegebenen Transformation z = e™® sofort auf
die Verdnderliche s ibertragen; mit Oy = log{1/R) finden wir dann
nidmlich, daB die Reihe (2) fiir alle s mit o > %, und fiir kein s
mit © < 0 konvergiert (wdhrend man {iber das Verhalten auf der Ge-

¢

raden o = o0 die dem Konvergenzkreis |zl = R der Potenzreihe

Ol'
entspricht, allgemein nichts aussagen kann). Wir werden jetzt sehen,
dag dieses Beispiel fiir das Konvergenzverhalten von Dirichletschen

Reihen typisch igt.

SATZ 1: ITat die Rethe (2) fidr s = Sq konvergent, 8o konvergiert sie auch filr
alle 8 mit Re(s) > Re(s, ), wnd avar gleichmibiy auf kompakten Mengen. Somit

extatiert eine reelle Zahl Tyr 80 daB die Rethe (2} fir alle 5 mit o > Y kom—
vergiert wnd fir alle s mit o < 9, divergiert (falls {2} {iberall konver-
gent bzw, divergent ist, setzen wir o gleich -« bzw. =}. Dig in

o]
dem Gebiet a » T durch
(4} f(s) = ) a_e

definierte Funktion von 8 <iat dort holomorph; die Ableitumgen ven £(8) saind ge-
geben durch
= -A_ 5
(k) - _13k k n
(5) £ (s) = {(-1) n£1 Rn an. e '

wobei die rechta etehende DMrichletsche Reihe auch fiir o > o  korvergiert.

0



pie Zahl % heiBt Konvergensabssisse der Dirichletschen Reihe (2).

Beweis: Wir brauchen nur die erste Aussage zu beweisen, da die Exi~
stenz von einem o, mit den angegebenen Eigenschaften dann klar ist
und die Holomorphie von (4) sowie die Zullssigkeit der der Formel (5)
zugrundeliegenden gliedweisen Differentiation wegen des bekannten
Weierstrafischen Satzes aus der gleichmédfigen Konvergenz folgen. Wix
werden sogar mehr beweisen, ndmlich, dag die Reihe in jedem Gebiet

o T
(6) larg(s - so)l fg -8 <3

gleichmiiBig konvergiert; das ist stirker als die Aussage des Satzes,
da jede in {slg > co} enthaltene kompakte Menge K in einem Winkel

Rels)>Re{sq)

der Gestalt (6) liegt (s. Abb.}.

Wir filhren die Bezeichnungen

N .
) AN) = ] a . AMN) = I a ., AMM-1) =0
n=1
ein, die in diesem Paragraphen mehrmals benutzt werden. 0.B.d.A. k&én-
i a o' %n durch
ae *° ersetzen); dann ist ) a, konvergent und es gibt zu vorgege-

nen wir s_ = ¢ voraussetzen (indem wir a8 durch s + s

n
benem € > Q0 ein No' so dag |A(M,N)} < e fir alle N > M > No.

Dann gilt f4r N > M > No

N =A B N _Ans
Tae "™ =7 [A(M,n) - AM,n-D)] &



-5 =X s
amM,Me T - Aa,me T

Ams15

It

+ A{M, Mt1)e

-2 = ~A_ 8
- ... +AM,N-T)e ®1 ~ am,n-1)e N

=A..8
+ A(M,N)e D

N-1 -A_S =A =i 5
Y A(M,n) {e nt o g ntl ] + A(M,N)e N
M

{dieser Trick ist das sogenannte Abelsche Summationsverfahren). Es ist

A A
-\ s =X 8 n+l  _ n+1 _
e B _ g Dntl | Is ! esudul <isl [ te Suldu
A A
n n
A
n+1 -\ o =X o
= tsl | cm‘du—-——i—-l-(en-enﬂ)
A
n

und die Gré&se Ifi'l- ist in dem Bereich {6) (mit s

Konstante ¢ beschriankt; somit ist flir o > 0O

0 = 0} durch eine

N -Ans N=-1 _kns Y +1E
|Z ae | < ¥ 1aMaoi le — o w17
M M

-\ B

+ a1 le M

N-1 -A_O -X g -A.0
<C ] (e ' -e 17y 4 ee N
M
—AMU -J\No' . -;\NoU
< Cee + ce < (C+1)e E

woraus die gleichmidBige Konvergenz von (2) in diesem Bereich folgt.
Wie kann man die Konvergenzabszisse einer Dirichletschen Reihe be-

stimmen? Wir wollen eine Formel fiir o, in Abh&ngigkeit wvon i?r/anKo-

effizienten a angeben, analog zur Formel R = lim inf Ianl

fiir den Konvergenzradius einer Potenzreihe Eanzn. Diege wird durch

den folgenden Satz geliefert.

-\ s
SATZ 2: Sei [ae " eine Dirichletsche Reihe mit ! a, divergent. Damn
igt die Konvergenzabszisse o o durch

- log |A[N) |
(8) gy = lim sup —-—9—1-———

N-ao N

gegeben, wo RA(N) die in (7) dafinierte Koeffiaientensumne fet.

(Bemerkung: Falls Zan konvergiert, gilt der Satz noch, wenn wir A(N)



ot
durch [ an ersetzen; {ibrigens kann man durch Verschiebung immer er-—
N

reichen, dag a9, > 0 und somit Z a, divergent ist.}

Bewels: Wir beweisen der Einfachheit halber nur den von uns bendtig-

ten Fall von gewdhnlichen Dirichletaschen Reihen: AN = log Nf wir
milssen also zeigen, das
{9} 0y = Yi= lim sup lolé‘;‘(g)l = inf{alA(N) = O(N%)} .

N-»o

(Die Gleichung A(N} = O(N“) bedentet; es gibt eine Zahl B > 0 mit
IA(N) | < BN® fir alle N.)

N
Sel o > ¢ . Pann ist Jan ? konvergent, also lz_ann cl <C
1
filr alle N und geeignetes C. Mit Hilfe der Abelschen partiellen

Summation (wie im Beweis wvon Satz 1) erhalten wir

N
IA(N}| = (ta_n"?)n°
3 o]
N-1 n _ N _
= | I ( J am 0)(ng—(n+!)°) + ( i an “)NG
n=1\m=1 ™ n=t o
N-1 n N
< | ] am™® |((n+1)°—nc) + | 7 a n_oluo
= 'm=1 ™ ' n=1

A

N-1
c I ((a+)%n% + o’ < 2en? ,
n=1

also y < o, und da dies fiir alle o mit o > %y gilt, ist vy < Tpe
Sei umgekehrt ¢ > y. Dann finden wir wieder mit partieller Summa-

tion

N - N1 - - _
(10) I an™@ = ] am@ %)% + amn0 .

n=1 n=1
Wir wihlen o mit y < o <o und ein C mit JA(N)I| < o®  fir alle
N. Dann ist

1a(n) (0" 7= (n+1) ") 1 < en®(n %= (n+1)79)

a n+1 ~g=1 a—-g-1
Con~ [ =x dx < Can
n

o
und AN < oN* % 20 da § n* 7' xonvergiert, hat die
’ n=1
rechte Seite von (10) einen endlichen Limes, wenn N nach « geht,

aleo o 3 a, und (da dies filr jedes g > y gilt) ¥y > Ty
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Beispiele: a) Sel
1

(11) sls) =1+

bl
3

(das ist die beriihmte Riemannsche Zetafunktion, die wir in §4 studie-

ren werden)., Hier ist a = 1, A(N) =N, also Iy = ¥ = 1; die Reihe
(11) konvergiert fiir o > 1.
b} sSei
1 1
(12) yis} =1 ——4 + — - ...
25 35
Hier ist a, = (-1)n—1, A(N) gleich 1 oder O je nachdem N un-

gerade oder gerade ist, also 0y =Y = 0 die Reihe {12) konvergiert
also fiir ¢ > 0 und definiert in dieser Halbebene eine analytische
Funktion. Filr ¢ > 1 gilt aber offensichtlich

(13) p(s) = z(s) -2(L+J—+...)= (1 -2

28 48

-8y ttey ,

so daB wir eine Methode erhalten, #{(s) in die Halbebene o > O

meromorph fortzusetzen, mit Polen hSchstens in den Punkten s = 1,

14 1:;i2 usw,, wo der Faktor (1-21—51 verschwindet.

Diese Beispiele zeigen einen gropen Unterschied zwischen der Theo-
rie der (gewdhnlichen} Dirichletschen Reihen und der der Potenzrelhen.
-1/n folgt, daB die Potenzreihen
Zanzn und Elanlzn gleichen Konvergenzradius haben; aufer auf-dem
Konvergenzradius |zl = R selbst ist die Reihe also ilberall, wo sie

Aus der Formel R = lim inf Ianl

iberhaupt konvergiert, absolut konvergent. Dagegen ist die Dirichlet-
sche Reihe (12) fir ¢ > 0, dle entsprechende Reihe mit Pluszeichen
{ndmlich {11)) aber erst flir o¢ > 1 konvergent. Dies ist in einem
gewissen Sinne ein extremer Fall, da man aus {9) leicht Folgenden
Satz erhalten kann:

SATZ 3: Sei ann_s eine Dirichletache Reihe mit Konvergenzabazisse oy wnd

8el oy (ZGO) die Komvergenabsziase von Elanln_s. Dann iat

+
g, 2 9, 1

Bemerkung: Dieser Satz ist nur fiir gewthnliche Dirichletsche Reihen
o n
giltig: z.B. ist die Reihe § =M (1og n)™% fur alle s konver-

n=2 vn
gent, abper fir kein s absolut konvergent.

Es gibt einen noch viel wichtigeren Untexschied zwischen Dirichlet--



schen Reihen und den uns geldufigeren Potenzreihen. Bei Potenzreihen
kann man den Konvergenzradius nicht nur in Abh¥ngigkeit von den Ko~
effizienten, sondern auch durch das Verhalten der durch die Reilhe
definierten analytischen Funktion bestimmen, nimlich als den Absolut-
betrag der kleinsten Singularit¥t: stellt die Reihe [anzn eine Funk-
tion dar, die sich in |z| < r holomorph fortsetzen liBt, so ist sie
auch in diesem Bereich konvergent. FUr Dirichletsche Reihen stimmt
das nicht - die Funktion ¢(s), die fiir o > 0 durch (12) gegeben
wird, 1lHst sich auf die ganze komplexe Ebene holomorph fortsetzen
(dies folgt aus (13), da wir in §4 die Funktion g(s} auf € - {1}
fortsetzen werden), aber die Reihe (12) ist nur fiir o > O konvergent.
Nur in einem Spezialfall kénnen wir auf die Existenz einer Singulari-
tdt schlieBen:

-]

SATZ 4 (Landau): Sei | an " eine gewshnlicke Dirichleteche Reihe mit Kon-
n=1

vergenzabasisse o und nichtmegativen reellen Koeffisienten. Dann hat die durech

o
_ -5
f£(s) = n£1 an (o > a,)
definierte Runkiion an der Stelle s = % eing Singular{tdt.
Bewelis: O.B.d.A. sei o, = O. Nehmen wir an, die Funktion £(s8)} wire

bei s = 0 holomorph. Dann wiirde sie auch in einer Kreisscheilbe
isl < ¢ holomorph sein und folglich um s = 1 eine Taylor-Entwick-
lung haben mit Konvergenzradius > 1, also wire fiir geeignetes § > O

= k
{—1-8) {k)
die Reihe | £ (1)
k=0 K
nach (5) ist

konvergent {und gleich f(-8)). Aber

K w
(=1=8)% (k) 4y - (1+5)
1=128) gR)(qy =
k=0 X! k§=0 ki n£1 n
a0 a

x
a, ‘i’ (1+8)%(1og n)
n=1 P k=0 k1

(die Vertauschung ist zuldissig, da die konvergente Reihe wegen a > 0
auch absolut konvergent ist)
. L
,“E'jgenws)logng T anb
n n

also wire ):azun6 im Widerspruch zur Annahme o, = 0 konvexgent,

. Wir schliefen mit einem einfachen Satz (iber die Eindeutigkeit der
-Roeffizienten einer Dirichletschen Reihe.



-A,s =A,s
SATZ 5: Seten ] a e und J b e zuei Dirichletsche Rethen, die in

einem offeren Gebiet in & kemvergieren und dovt die gleiche Funkifon definieven.

Darm ist a, = bn filr alle n.

Beweis: Nehmen wir an, dies sei nicht der Fall, und sei m der klein-
ste Index mit a_ # bm. Dann gilt filr ¢ geniligend grof

10
A gy e -A_a o -A o
o=e™ ( I a e P - J b e ® )
n=1 n=1 "
w -(A -2 )o
=a ~-h + J (a-b)e > W
m m n=m+1 non

In der Reihe hat jedes Glied fiir o = = den Limes 0O {da An - Am > 0],
und die gleichmdBige Konvergenz impliziert, da8 dann auch die Summe mit
wachsendem o nach O strebt, im Widerspruch zu a, * hm'

Aufgaben:

1. An welcher Stelle wurde im Beweis von Satz 2 die Annahme "} a,
divergiert" benutzt?

2, Man zeige chne Benutzung von (%), daf die Reihe {12} die Konver-
genzabszisse g, =0 hat, indem man die Konvergenz fiir s reell,
s » 0 direkt nachweist und Satz 1 anwendet (daB o, > 0 ist, ist

trivial).

0

3. Man beweige Satz 3.

4. Man zeige (entweder mit Satz 2 coder so wie in aufgabe 2), daB die

Reihe
.2 i-s

2% 35

L
45

2

+ +
! s

+ L
5% 6

+ ... = {1-3 lz{s)

fir © > 0 konvergiert, und schlieBe daraus, daB f(s) elne me-

romorphe Fortsetzung mach ¢ > ¢ hat mit Polen h&chstens bei 3 = 1
_ 271 dri -

8 =142 Tog 9, S Tog 3 usw. Man zeige ferner, dag das Verhilt

nig von log 3 zu log 2 irrational ist und folgere, daB i(s)

héchstens bei s = 1 einen Pol hat (und dort nach Satz 4 sicher-

lich elnen}.




§2 Dirichletsche Reihen: formale Eigenschaften

Nachdem wir die Konvergenz von Dirichletschen Reihen besprochen ha-
ben, wollen wir erldutern, wie man mit solchen Reihen umgeht - die
Regeln fiir die Handhabung Dirichletscher Reihen sind n&mlich anders
als bei Potenzreihen.

BEs ist klar, daB die Summe von zwel Dirichletschen Reihen die
Reihe ist, deren allgemeiner Koeffizient die Summe der Koeffizienten
der einzelnen Reihen ist. Wie bildet man das Produkt? Seien

() f(s) = a n®,g(s)= J bom
n£1 » m=1 ™

-5

zwei in einer offenen Menge U’ durch absolut konvergente Dirichlet-
sche Relhen gegebene Funktionen; dann ist in U

oy L] -5 —g
f{s) g(s) = ] & b o m
n=1 p=1 °* ™
s -5
(2) = § a b_ (nm)
n,m=1 nom
"f -s
= c k
k=1 K !
wobei
(3] o, = a b =Y a b
k nmxt ® M pfy B k/n
nm=k

die Faltung dexr Koeffizienten {a } und {bm} genannt wird. (Das

Symbol ! bezeichnet eine Summe {iber alle positiven Teiler n wvon
nlk
k.) Das heipt, die additive Faltung ¢, = 1} a_ b_, die die Multi-
' k ntm=kx * ™
plikation von Potenzreihen beschreibt, wird in der Theorie der Diri-

chletschen Reihen durch die multiplikative Faltung (3) ersetzt; es
ist diese Tatsache, die filir die groBe Bedeutung der Dirichletschen
Reihen in der Zahlentheorie verantwortlich ist,

Wir werden nichts weiteres tber die Konvergenz von J ¢ k5 pe-
welsen; man kann z.B. ohne wiel Milhe zelgen, daf diese Reihe minde-
stens dann konvergiert, wenn beide Reihen (1) konvergieren und eine
davon absolut konvergent ist.

Bespiele: a) Sei d(n) die Anzahl der positiven Teiler von n. Dann
ist fir ¢ > 1



10

= E(S)Z r

(4)

da d(n) = § 1 x 1 ist.
din

b) Sei 1t(n) die Sunme der positiven Teiler von n, oder allgemeiner

k
(5) g n) = } 4

din
die Summe der k-ten Potenzen der positiven Teiler. Dann ist
° a.{n)

(6) L —— = z(8) z(s~k) {o > k+1) .
n=1 n

In beiden Beispielen haben die Koeffizienten die spezielle Eigenschaft,
multiplikativ zu sein. Eine muliiplikative Funktion f: W ~ ¢ ist eine
nicht identisch verschwindende Funktion, die

(7} f{mn) = £(m)f{n)

flir alle m,n mit f(m,n) = 1 erfiillt (eine Funktion, die {7} flir
alle m,n erfiillt, heiBt streng muitipitkaiiv}. Diese Eigenschaft wirkt
sich auf die entsprechenden Dirichletschen Reihen wie folgt aus: ist

f multiplikativ, so ist £(1) = 1 ({da aus (7} f(1)2 = f(1) folgt,
und £{1) = 0 das identische Verschwinden von f implizieren wiirde)
und

r T

£(n) = £(p, 7} ... £(p, )

r r
fiir eine Zabl n mit der Primzahlzerlegung n = p, . Pr k

Es ist alsc in dem Bereich der absoluten RKonvergenz von ) £(n)n"°
= r, r, r r, r. ¢
§ £(nn"S = 3 £12 %353 % ..y (2233% 3,8
n=1 EorEaaTgrene .

(wo die Summe liber alle Zuordnungen p - I lduft mit rp >0 und

rP = ( fir alle bis auf endlich viele Primzahlen p])
r r r
- £2 ) £3 %) £ %
r. s r. s r. S
rz'ra'rs""30 2 2 3 3 5 5

o § e,
p lrZo p*®

wo das Produkt iiber alle Primzahlen p liuft. Wir haben alsc den
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SATZ 1: Setr f: M -+ € eine muliiplikative Funktiom, und eei die Reihe

F(s) =

abgolut konvergent. Dom it F(s) gleich dem Euler—Produki

2
(8) Fis) = T {1 + Eigl + 5%5;1 .. .
p p P

wo das Produkt tiber alle Primzahlen p Uiuft und auch absolut konvergiert.

Beispiele: c¢) Filr ¢(s) sind die Koeffizienten alle gleich 1, also

- 1 1 _ 1
(9) g(s)y =T (1 + =t ;7; + ...y =1

P P p t-p

& (o > 1) .
Diese von Euler entdeckte Produktentwicklung ist der Grund fiir die
grofie Relle, die die Zetafunktion in der Primzahltheorie spielt.
AuBerdem lehrt gie, dag flir o > 1 die Funktion &{s) nie ver-
schwinden kann (da das Produkt konvergent ist und seine einzelnen
Glieder nicht Null sind}. Fiir die in a) und b} angegebenen Reihen
erhdlt man

;AR - et =g 1 - p5)72
n=1 n P
=T (1 +2p7% + 3p7%8 4 L)
P
2
=n 1+ Rl 4,
P P P
= g (n) - - -
] K = e glsk) =1 [(1 - p 51 - PO
n=t n P

n
=
=
+
+

+
o
+
—
+

s
p p P
o) (P ok(pz)
=1 {1 + = T + aen}
p p P

algo sind die beiden Funktionen n » d{n) und n =» Uk(n} multipli-
kativ (was man auch direkt leicht sieht), da trivialerweise die Um-
kehrung von Satz 1 gilt: besitzt eine Dirichletsche Reihe ein Euler-
Produkt (B8}, so stellen die Koeffizienten dieser Relhe eine multipli-
kative Funktion dar,

d) Filr den Kehrwert E%%T erhalten wir
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(10) =1 (1-p% = 7 2O

wo pW(n} die multiplikative Funktion ist, die flir Primzahlpotenzen
die Werte uip) = ~1, u(pr) =0 (r > 2) annimmt, d4.h.

0, falls n ein Quadrat enthilt
(11} ui{n) =

k
(-1)", falls n = Pier Pyr Py<ee ey

Die FPunktion u{n) ist die sogenannte Mibiussche Funktiom. Bus der Be-
ziehung ¢(s) - E%%T = 1 wund der Faltungsformel (3) folgt die wich-
tige Figenschaft dieser Funktion, dag

1, falls n =1
{12) Youfd) =
din

0, falls n > 1 .

Die Mtbiussche Funktion ist wegen folgender Mébiuoschen Umkehrformal
wichtig.

SATZ 2: Seten f und g =wei Funkiionen vom W nach €. Ist fiir alle n

{(13) £(n) = § g{a) .,
din

a0 1at fitr alle n

(14) g(n) = 7§ u(%} E(d)
dln

und umgekehrt. Stehen £ wund g in dieser Beziehung sueinander, go it g multi-
plikativ genau dann, wenn £ multiplikativ iat.

Beweis: Die erste Ausgage ist leicht aus (12) herzuleiten; wir wollen
sie aber durch Anwendung von Dirichletschen Reihen erhalten, um Ubung
im Umgang mit solchen Reihen 2zu bekommen. Die Gleichungen

£01) g1}

£(2) = g(1) + g(2) ,
£(3) = g(1) + g{3)
£(4) = gl1) + g(2)} + g(4) , ...

lassen sich induktiv filr g ldsen:

it

g(1} £(1) »

g(2) = £(2) - £01) ,
g(3) = £(3) - £(1) ,
g(4) = £(4) - £(2) , ...
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Es ist also klar, dap eine Beziehung wie {14) mit von £ wunabhingi-
gen Koeffizienten existieren muB; somit brauchen wir (13) e (14)
nur fiir Folgen {£f{n)}, {g(n)}! von langsamem Wachstum zu beweisen
(z.B. nur fiir solche mit g{n) =0 fiir n > no) und kénnen deshalb
annehmen, dag die zugehbrigen Dirichletschen Reihen

ris) = § HO gs = 7 22

absolut konvergent sind (fir mindestens ein s). Dann gilt wegen der
Faltungsformel (3} und der Beziehung (10}

(13) = F(s}) = } 1.n"% I g(mm™® = g(s) G(s)
n=1 m=1
- G(s) = ()" F(s) = § umn™S § fmim™®
n=1 - m=1
- (14} ’

und, wenn (13) und (14} gelten,

g multiplikativ <+ G(s) besitzt eine Pulersche Produktentwicklung

ws F(s) = [(s) G(s) besitzt eine Eulersche
Produktentwicklung

s £ multiplikativ .

Beigpiel: Seli v{n} die Anzahl der Primteiler von n (mit Multipli-
r r

zitdt; v(pl 1...pk k} =, t+ ...t rk] und A{n) = (-1)“‘“’. Dann
ist A(n) multiplikativ und
o
Afn) _ 1 1 1
5 =1 I1 S TP T ...] =1 (—)
n=1 n® p o P> p 1+p °
(15} 1-p™8 (28)
=r[( -Ez)zcs e > 1},
p L1-p 2% r{s)
also gilt (14} mit g = A und
£(n) = Koeffizient von n ° in [(2s)

1, falls n eilne Quadratzahl ist,
{16} =

O sonst .

Es gilt also

(17) f(n)

I A .
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Wir fithren einige (z.T. schon besprochene) Beisplele von Dirichlet-
schen Reihen mit multiplikativen Koeffizienten auf. Hierbei sind d,
Te Opr He A die schon eingefiihrten arithmetischen Funkticnen,

gp(n) =n I (1 - %) die Eulersche Funktion und w{n) die Anzahl
pin
der verschiedenen Primteiler von n.

£(n) 7 £(n)n ®

1 L{s)
uin) 1/¢is)
${n) tis-1}/t{s)
a(n) cis)?

T(n) tis) 5{s-1)
oy () ti{s) ti{s~k)
Afn) c{2s}/c(s)
gwin) z(s12/c(28)
u(n)2 cis)/r(28)
a(my? zi=yd/z(2s)
d(n?) (s)>/5(28)

ok(n)ug{n) t{slzis-k)g(s-Lir{s-k-R)/y(25-k-1)

Als letztes Beispiel sei
r(n) = #{(a,b)ex” 1 a® + »? = n}

die Anzahl der Darstellungen von n als Summe von zwei Quadraten
(z.B. r(1) =4,da 1=02+12=0%+ (-1 =12 + 0% = (-11% + 0%).
Dann ist die Funktion % r(n) multiplikativ und die entsprechende
Dirichletsche Reihe ist durch

(18) I 1xm 0™ = s nis)
na=1
gegeben, wobei
1 1
Lis) =1 - —|/ + — = ...
3% s®

die Dirichletsche Reihe mit den periodischen und multiplikativen Ko-
effizienten

+1, falls n = 1 (mod 4)
x{n) = (-1, falls n = -1 {(mod 4)
O, £falls n = O (mod 2)
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bezeichnet. Die Beziehung (18) ist zu dem nichttrivialen Satz

r(n} = 4 % ¥ (d}
din

{oder, nach Satz 2, zu x(n) = % ) u(%) r(d)) Hquivalent. Mit Rei-
dln

hen wie L(s) werden wlr uns ab §6 eingehend besch#éftigen.

Aufgaben:

1. Man beweise die beiden Aussagen von Satz 2 (also die Aquivalenz
von (13) und (14) und die Tatsache, daf f genau dann multiplika-
tiv ist, wenn g es ist) ohne Verwendung von Dirichletschen Rei-
hen.

2. Man folgere aus {4) und den Sdtzen 2 und 4 des §1, dasB

§ d(n) = o(n'*t

nN

)

for alle ¢ » 0 gilt. (In der Tat gilt die stirkere Aussage
d(n) = a(n®).)

3. Man beweise die Identitit ] avid) _ d(n?) (a, n natiirliche
din
Zahlen).

4. Man beweise die in der Tabelle am Ende des Paragraphen angegebenen
pirichletschen Relhenentwicklungen mit Hilfe des Bulerschen Pro-
dukts und bestimme fiir jede Reihe die Konvergenzabszisse.

5. Sei « die durch

r I

k() =1, ke, beeap ™ = 1y

(rl,...,rk31, Py<-- <Py Primzahlen)

definierte multiplikative Funktion. Man zeige, dag flir 0 < a < 4

‘die Dirichletsche Reihe J k(n®) n™® mit Hilfe der Riemannschen
n=1
Zetafunktion ausgedrilckt werden kann. (Dies gilt fiir keinen anderen

Wert von a.)

6. Sei F(s) = ] £(n)n~® eine Dirichletsche Reihe, die als Produkt
n=1 )
von Zetafunktionen ausgedriickt werden kann (also F(s) =
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N c
i " .
121 ;(ais+bi) fiir geeignete ganze Zahlen ar hi' c,y a, > Q).
o
Man zeige, daB dann auch die Reihe Z Mn)f(n)n_s s0o ausgedriickt
n=1

werden kann und schreibe die entsprechenden Identititen fir die pi-
richletschen Reihen der Aufgaben 4 und 5 explizit hin.

7. Sei gi{n}) die Anzahl der nichtiscmorphen abelschen Gruppen dexr
Ordnung n. Man benutze den Struktursatz fiir endliche abelsche
Gruppen um zu zeigen, daB g(n) die multiplikative Funktion ist,
deren Wert fiir eine Primzahlpotenz pI gleich der Anzahl der Par-
titicnen von r ist (alsc der Zerlegungen ¥ =1, 6 + r, + ... mit

1
r, 2T, > +e. > 0). Man schlieBe hieraus, daB die Dirichletsche
Reihe
as) = ] 2
n=t n

fir ¢ » 1 gleich dem {(konvergenten) Produkt
c{s)r(2s)c(3s)...

ist; insbesondere ist G(s) holomorph fiir o > 1 und hat einen
Pol bei s =1 mit Residuum

C=z(2)g(3)r(4)... = 2,29485... .

Es kann gezelgt werden, daB

N

Y gin) = ¥ + O{W} ;
n=1

d.h. der Mittelwert von g(n) dist gleich C, also endlich!

§3 Die Gammafunktion

Die Gammafunktion ist eine der wichtigsten mathematischen Funktionen
uné sicherlich die einfachste von den nichtelementaren Funktionen.
Sie spielt eine ganz wesentliche Rolle bei der Untersuchung von
Dirichletschen Reihen.

Man sucht eine Interpclationsfunktion flr die Funktion n -~ ni{,
d.h. eine stetige Funktion II{x), so daB Ii(n) = n! fidr alle natir-
lichen Zahlen n 4ist. Einem vielleicht ungliicklichen, von Legendre
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eingefithrten Brauch folgend, machen wir die Substitution x =5 - 1
und schrelben T(s) flir I(x) = N{s-1). Wir suchen also eine stetige
Funktion T[ (s}, die

(1) I'(n) (n—-1)! n=1,2, ...}

erfilllt und auBerdem die Grundeigenschaft n! = n.{(n~-1)! der Fakul-
tdt noch besitzt:

(2) T'is+1) = sT{s) fiir alle s # 0 .

Wie findet man eine solche Funktion? Fiir s klein mu8 7(s)
durch folgende Punkte hindurchgehen:

25—
20}~
15
=
|
101
*
51
-
3 1 J J | |
0 1 77 3 & 5 6
5

und es ist nicht klar, wie man interpolieren soll; fiir n groB ist
die Funktion n = n! wegen des schnellen Wachstums viel gleichmiBiger,
und es sollte leichter sedn, sie zu interpolieren. Durch wiederholte
Anwendung von (2) erhalten wir

(3) T'(stN) = s(s+1) ... (s+R-1)T(s) :

es reicht also, eine asymptotische Formel fiir T (s+N} (N - =} anzuge-
ben. Fiir s € N gilt
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T{s+N) = (N+s-1)! = (N+5-1) (N+5-2}...(N+1)-N:{N-1)1

s g-1 s=2 1
=N {1 + —ﬁ—)(I + —ﬁ_)"'(1 + E}'(N‘1)! P

also T(s+N) ~ N°(N-1}! £Hr N - . Es ist daher naheliegend, T (a)
flir alle s durch

N (N-1)1

(4} F(s) = Um ey ringey

N

(s € €)

zu definieren, falls der Grenzwert existiert. Das ist auch der Fall,
falls s f -N: sei

s
= N™(N-1)! .
(3) Ints} = Sram1y o (e -1y (N € W) ;
dann ist
r (s} s = -
N+1 _ N+1 N 1 s
__(-TI'NE = (! ﬁ-—(1+N) (1+N)
= s 1 _ s 1 _ 1
= (1 +§+O(—-2-}] (1 'N'f+0(""7)) = {1 +0(7)),
N N ‘ N
dap 4 duk ——(Tr“+1(5) a.h
und das beweist af das Pro t I konvergiert h.
' N>t Iyts ’
dafp lim I’N(s) existiert. Wir erhalten auch
N—os
N-1 T 41 (8) N-1 s -
+1 1 1 8
r{s) =r.(s) I ———=1 1 1+ 1+
N 1 n=1 I‘n(s) S n n
und somit
1.8
(6) I'{s+1) = sI'(s) = 1 —_—
n=1 {1 + H}

eine von Euler stammende Produktformel fiir die I'-Funktion.
Die Eigenschaft (2) der durch (4) definierten Funktion ist klar, da

g+1
) (N-1)1
I{s+1) = hll_i::[ (eFTT (827 . . - (5480 |
o N o (N-1) ¢
= ;:2{5 “F¥ s " s(sF1) ... (8 N-1] !
= lim{s 'ﬁ?."g' Iy(s)] = sT{s}
N

ist. Die Gleichung (1} folgt jetzt durch Induktion, da T (1} nach (6}
gleich 1 ist.
Wenn wir (4) in der Gestalt

8
(7) I(s+1) = sI(s) = lim [ - 3
N+wo (1 +-1—](1 +i)”'“ +

5
q=1)
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schreiben und Logarithmen nehmen, erhalten wir fUr Isl| < 1

N-1
log M'(s+1} = lim[s log N - [ log(1 + 2) ]
N—roo n=1
N~-1 2 3
5 8
= lim[s log N - § (!——125 + 2. - L0
N-soo n=1 & 2n 3n3
= limEs(log N - (1 + 2+ 3 & ...+ Ztoyy
= Bllog zZ7T3T s T EA
N-sco
2
s” .1 1 1
+ ==-{ + + oae. + }
7272 m-1)2
3
s .1 1 1
- =+ ...+ ) I P
EAFE P (N-1)°
Die Folge 1 + % + ...+ ﬁ%T -~ log N hat, wie man leicht zeigt, fir
N = = einen Grenzwert, den man mit <y bhezeichnet und die Fuleveche
Kongtanie nennt. Fir r > 2 strebt 1 + "‘!i-' LI —1-—; nach dem
- 2 (§-1)
Limes Z ;% = g{xr}), wo g(r) die in (1.11} eingefilhrte Riemannsche
n=1 n
Zetafunktion bezeichnet. Es gilt also
(8) log T(1+8) = —ys + 221 52 _ B3 3+ (st < 1)

{Die Vertauschung won Summation und Grenzilbergang ist erlaubt: vgl.
Aufgabe 1.) Die Werte der Zetafunktion an ganzzahligen Stellen treten
also als Koeffizienten der Taylorentwicklung von 1log I'(s) an der
Stelle s = 1 auf.

Wir kénnen mit Ailfe der Beziehung

1 1 _
1+i+...+ﬁ—‘—logN+y+o(1)
‘auch eine weitere Produktformel fiir T'{s) herleiten, indem wir
1 1
s{1 + 5+ oo + =~ ¥ + 0{1))

N® = &® log N _ e 2 N

1 1

_ s(1 + 5+ ... + 3}

~ e Y8 2 N

in {7) einsetzen; dies liefert die Formel

1

(%) TY)

=ge’™ @D [(1+ %)e—s/n]

n=1
die sogenannte® Welerstrassche Produktdarstellung. Aus (6) oder (9)
folgt, dap die Funktion 1/T(s) 1in der ganzen komplexen Ebene defi-
niert und holomorph ist (weil die Produktentwicklungen jeweils kon-
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vergieren}. Ferner hat 1/T'(s) nach (9) einfache Nullstellen bei

s =60, -1, -2, ... und ist sonst von Null verschieden. Das beweist
folgenden

SBATZ: Die durch (4), (6} oder (3) erkilirte Funktion T (8} ist in der ganzem kom-
plexen Ebene als meromorphe Funktion vonm s definiert. Sie hat bei s = 0, -1,
~2; ... einfache Pole und ist sonst holomorph. AuBerdem ist asie nie gletch Mull,
d.h. die Funktion 1/T(8) <st idberall holomorph.

2uf der reellen Achse sehen T (s) bzw. I'(1S) 80 aus:

1 4
3+
7‘
M| 1
sip T 2} T{s]
4}
it
14
2]
14
e e S e e S /\::::T:J.
q-3-2-| P2 3 405 i -3 w2 2 3 4 5 86 7
41 H H
24
a4
-3+
n- 2

Wir geben noch ein paar Eigenschaften der I'-Funktion an.

1. Sei
£(s) = 1idyriEgh
dann gilt
fsen) = G h rE e =212 1id) = £ £0s)

oder 25+1f(s+1) = s-Zsf(s] . Es ist dann naheliegend zu vermuten, dap
Zsf(s) eine Konstante mal T(s) ist, und dies ist auch der Fall:

s g+1
SrErEth - umzs{ Me-Ur N2 ) ]
22 SEh... Gw-n) (5'5—1)(5;—-—3—»1)...(%—1)

S+ 2

=;f‘“_n [s(mz)(mtn..'.(s»rW- F Ts+1Y (5+3) ... (5¥2-T)
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1
- 2 s

= 1 N2 1)) (0)° (28-1)2

—ﬁ [2 W (a-1)1 S(S+1)(s+2)...(9+z'z"q:'iT]

=CT [s)
mit

1 1 |2
N-co

Die Konstante C ist gleich 2Vr (siehe Aufgabe 4}, also erhalten wir

(11 r rEh =2 vErsy

die legendresche Verdoppelungsformel. Insbesondere folgt mit s = 1,
dag

(12) redy = v .

2. Die Funktion ﬁﬂ ist holomorph und hat Nullstellen bei s = O,
-1, -2, ..., also ist die Funktion

9(s) = Ty T(I-s

auch holomorph und hat Nullstellen bei s = ..., -2, -1, 0, 1, 2, ...
AuBerdem ist

1 1 -1

9(st1) = T T{=s) ~ §T(s) T(-s) ~ T{s¥ T(1-8) ~gi{s)

insbesondere lst g{s) periodisch mit Periode 2. Es liegt dann nahe,
daB g(s) = C gin ms 1ist, wobel die Konstante C wegen

lim [g{s)}/s] = 1lim {1/T(1+e) [(1-5)) = 1 gleich 1/7 sein muB:

s-+0 8-0

L

{13) I'(s) I'(1-s) = =In 7S

Diese Formel ist auch richtig, z.B. wegen (9) und der bekannten Be-
ziehung

o
= I
n=

(14) sin ws

82
P ; 1 - ;j)

3., SchlieB8lich sei

his) = [ ¢ e dt .
0
Das Integral konvergiert fiir o > 0 und es gilt

hist1) = [ t% d(-e" %) = [ e”% a(t®)
0 .

Q-1



t e dt = sh{s)
(partielle Integratiom)
T -t
hi{1) = [ e ~at =1 ;
Q

die Funktion h(s) ist also ein Kandidat fiir die urspriingiich gesuch-
te Funktion TI'(s) mit den Eigenschaften (1) und (2). Es ist in der
Tat nicht schwer zu zeigen, daf h(s) = I'(s) 1ist (siehe Aufgabe &),
alsc

s~ -t

(15) r{s) = t e ~ dt {a > D) .

o~

Es ist diese Formel, die die Wichtigkeit der Gammafunktion f£ilr die
Theorie der Dirichletschen Reihen erkldrt. Man hat nfmlich
oo

o
J 8 ™Mt g =08 f %1 o™ gy {a = nt})
O O

r(s) n_° ,

also (im Bereich der absocluten Konvergenz)

o a m‘ oS
n _ 1 -nt s-1
{16) n£1 n—s- = T1s) é(n#1 a e )t at .

% und

Das heiBt, die {gewshnliche) Dirichletsche Reihe f£(s)} = )jann‘
die Potenzreihe F(z) = } anzn mit denselben Koeffizienten sind durch
die Integraltransformation

s5-1

(17} f{s) =

1T re™® 571 ae
r(s) , '
die sogenannte Mellinsche Transformation , miteinander verkniipft. Dies
ermdglicht es hdufig, von Eigenschaften von Potenzreihen auf Eigen-
schaften von Dirichletschen Reihen zu schiieBen oder umgekehrt.
Natfixlich gilt auch fiir nicht-gewBhnliche Dirichletsche Reihen
das Analogon von (16}, namlich

I “Anty -1
) a e n ) t at .

o - 1 -
(18) T a A% = I
= )

Als Beispiele fiir (16) nehmen wir die Dirichletschen Reihen, die

in §1 als Beispiele verwendet wurden:

Fir r(s) = Jn © ist a, =1, also ):a.ne—nt = J , und wir finden

e -1
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1 T ae
{(19) c(s} = ) g > 1) .
T{s) o et_1
rir y(s) = I -1"n™ = (1 - 2175 g(a) ist 2= 1), also
Fa e™ - 1. una wir finden
n t
e " +1
1-s 1 %7577 a¢
(20) I e ol e (o > 0)
0 e +1
Aufgaben:
1. Man zeige die Existenz von y = Iim (1 4 % + ... + % - log N} und
N

die Zulissigkeit der Vertauschung von Summation und Grenzilbergang,
die zu (8) flihrte.

2. Man beweise fiir jede natiirliche Zahl n die Beziehung

s s5+1

n® () reEthy LR

= Cn T(s}
n-t
mit einer nur von n abhlngigen Konstanten (es ist C = (2w) 2 vn,

siehe Aufgabe 5). Diegse Formel stammt von GauB.
3. Man bestimme das Residuum von T (s) an jeder Polstelle.

4. Man beweise, das die durch (10) definierte Konstante C gleich
2vn  ist, indem man aus (13) den Wert r(%) = Vv entnimmt und
s =1 1in die Beziehung

& a8 s+1, _
2 F(f) T("i—) = C T(s)

eingetzt. Man schlieBe auch aus (12) und (15), daB

2
et ae = % v

Ol

ist.

5. Man beweise die Stirlingsche Formel

H—s
r(x) ~VIi x 2 e ¥ (X -+ ) ,
indem man zunichst den Beweis der Existenz des Limes (4) nachahmt,
1
x-ln
um zu zeigen, daf der Grenzwert A = lim[T(x)/x 2e %] existiert,

X-rco
und dann aus der in Aufgabe 4 bewlesenen Tatsache, daB die rechte

Seite von (10) gleich 2V@ 1ist, die Beziehung A = VZm folgert.
Man benutze auch die Stirlingsche Formel, um fiir die Konstante Cn
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n-1
in Aufgabe 2 den Wert (2w) v zu erhalten.

6. Man bewelse (15}, indem man die Beziehungen

N N (-nf @
J o -5% 5 ar =n® ) O N
o

Z0 r+8 " N+s FN(S)

nachweist (die erste durch gliedweise Integration, die zweite durch

Vergleich der Polstellen der zwei rationalen Funktionen wvon s)
)N = e_t den Grenziibergang

und dann unter Benutzung von lim (1 - %

N0

N -+ o {streng).durchfihrt.

§4 Die Riemannsche Zetafunkticn

Die einfachste und wichtigste Dirichletsche Reihe ist die in (1.11)
eingefihrte Riemannsche Z-Funktion

8

(1) gls) =
1]

(g > 1}

Il o~

a
1 n°
Wir haben schon in §1 gesehen, daB g{s) sich als meromorphe Funk-
tion in die Halbebene o > O fortsetzen ldft, und zwar (Aufgabe 3,
§1) mit einem einfachen Pol bei s = 1 als einzige Singularitdt. Wir
haben auch in §2 die fiir o > 1 gliltige Eulersche Produktdarstellung

(2) ts) = 1 —1

p prim 1 - p
bewiesen und in §3 die ebenfalls fiir ¢ > 1 geltende Integraldar-
stellung

(3) T(s) = i [ £ at
0

gewonnen. Die wichtigsten in diesem Paragraphen bewiesenen Eigenschaf-
ten der r-Funktion sind im folgenden Satz zusammengestellt.

SATZ: Die durch (1) fir o > 1 definierte Funktion t(s} besiiat eine meramorphe
Fortsetzung in die ganze komplexe Ebene, und swar mit einem einfachen Pol vom Resi-
duwm 1 an der Stelle s = 1 ale einzige Polatelle. Die Werte der p~Funktion bai
nichtpositiven gazen EZahlen sind rational, und zwar ist
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(4) t(o) = - 1
{5) t(-2n) =0 n =1, 2, 3; ...} ,
{6) ;k1—2n) = = 2%? (n=1,2,3, ...} ,
wobet die rationalen gahlen B, = L, B, = Z1.... dic durch
(7} t .y 2k ok (el < 2m

et-1 k=0 X!

definierten Bernoullischen %ahlen sind. Die Werte der Zetafunktion an positi-
ven geraden ganzen Zahlen sind durch

(_1)n—1 22n—1 B

(8) £(2n) = _— 2n 21 (no=1, 2, 3, +..)

gegeben.

Beweis: Wir gehen von der Integraldarstellung (3) aus. Seien die

Zahlen Bk {(k =0, 1, 2, ...} durch (7) definiert, d.h. wir ent~
wickeln
2 4
t  _ t _ _t t 3 _ ot
e -1 e+ 4+ B
21 31 e

und definieren Bn als n! mal den Koeffizienten von t auf der
rechten Seite; aus

t =t
- — = =t
e -1 L
folgt, daB abgesehen von B, = - % alle B, mit n ungerade Null
gind. Sei jetzt n > 0 fest und
n B B B
_ _1.k Tk kK _ £ 2,2 _o.n
£ (8) = kz SN~ R S A A R AT
(fir n > 1 ist (-1)" B =B ). Dann ist flr o > 1
«© t
F(sh-zis) = [ $8— o™ ¢57% at
0 e =1
- t _ _ L] - _
t9) = ﬁf - fn(t)) et 572 g4 4 ] £ (t)e t8-2 g
0tre -1 4]

11[5) + 12[8) »

wobei wir mit Il und I2 die beiden Integrale hezeichnen. Die Funk--
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t
tion ﬁf ist bei t = 0 holomorph und hat dort die Taylor-Ent-
e -1
wicklung
et -t 0tk
= - - e 14
ot1 et k= k1! k
und somit
tet n+1
< - f (t) = Oo(t ) (t - 0) .
e -1 n

Es folgt daraus, daB das Integral Il(s) konvergiert fiir alle s mit
¢ > -n  (da der Integrand fir t -+ O o(t™° !y ist und fiir t -+
exponentiell klein ist), also stellt Il(s) im Bereich o > -n eine
holomorphe Funktion dar. Das zweite Integral 12(5) ist nur fir

g > 1 konvergent, 148t sich aber, da fn(t) ein Polynom ist, mit
Hilfe von (3.15) explizit ausrechnen:

L n B
I, (s) =][1+§+ ) k—‘,‘tk]e't £572 at
0 k=2 k!
(10) n B
= T(s=1) + 3 T(s) + [ % I(s+k-1) .
k=2 K!

Das ist wegen der Ergebnisse von §3 eine in der ganzen komplexen
Ebene meromorphe Funktion, und somit haben wir bewiesen, dag z(s)
sich in die Halbebene o > -n (und deswegen, da n beliebig war,
in ganz @) meromorph fortsetzen 1l&8t. Indem wir (10) in (9) einset-
zen und die Funktionalgleichung (3.3) anwenden, erhalten wir die fiir
o > -n gilltige Darstellung

]
+ (s I1(8)

| =

(1) t(s) = g+

| >33

By
Kt s(s+1)...(s+k-2) +
k=2 ™°

der z-Funktion, wobei Il(s) in ¢ > -n holomorph ist. Da nach §3

die Funktion TT%T iberall holomorph ist, zeigt diese Formel, das
z(s) - E%T in ¢ > -n holomorph ist; da n beliebig war, ist
z(s) - E}T sogar in ganz € holomorph, und die erste Behauptung

des Satzes ist bewiesen.

Sei jetzt s eine ganze Zahl, die > -n und < O ist; dann ist
Tf%T Il(s) wegen des Pols der I'-Funktion an der Stelle s gleich
Null, und somit ist

+

| 1., s _ s(s+1)(s+2) S(s+1) (s+2) (s+3) (s+4)
t(s) =g+ 3t 93 720 30240
(12) B
- ..+ n—‘,‘- s(s+1)...(s+n-2) (s = 0,=1,-2,...,-n+1).
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Dies zeigt, das

c(0)=:11—+%=-%
K(-1)=_1—2+-12--1i2=_1_1§
(13) t-2) =5 +3-1+o=0
t-n =Lt -teor ol =k
z(-4) = f% + % - % + 0+ é% +0=0

gilt. Es ist klar, da8 man dieses Verfahren (mit n geniigend gros8)
fortsetzen kénnte, um ¢(-k) fiUr jede nichtnegative ganze Zahl k
auszurechnen, und daB die Werte alle rational ausfallen. Aus (12) be-
kommt man explizit

=1 1 OB
(k) = =3+t 35+ 22 21 (k) (=k+1) ... (-k+r-2) (n > k)
r= *
=1 s 14 k§1 (-1HF? EE k!
k+1 2 r=2 r! (k+1-r)!
k+1
__ 1 k+1
= _k+1r£(r)Br'

DaB diese Summe, wie in (5), (6) behauptet, fiir k > O immer gleich
B

ihrem letzten Glied - 45tl ist (vgl. die Beispiele (13)), d.h. das

die Bernoullischen Zahlen der Beziehung

2 n _ n
(14) rzo () B, = (-7 B

geniigen, 148t sich leicht mit Hilfe der erzeugenden Reihe (7) beweisen:

n
T a8 - 11 amy
n=olr=o T r| n! O<r<n r!(n-r)!
- - r+k
- T Ee-(lEe)(l g
r=0 k=0 rik! =0 r! k= k!
= t -et= -t =‘§ (—1)nB.Er:
et-1 e-t-1 n=0 n n!

Die Beziehung (14) kann librigens als Rekursionsformel zur Berechnung
der Bn benutzt werden.

Es bleibt nur noch, die Behauptung (8) iiber die Werte von z(2n)
zu beweisen, also die Beziehungen
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°§ 1 12 "2" 1ot °z° 1 n®
= = 5 = 8~ ! - ’
n=1 n 6 n=1 n4 e n=1 n6 945
? 1 _ W8 ? 1 ﬂ1o E 1 _ _691 n12
L "8 T 9450 ' L, 70 " 935565 ' L T12 T §38512875 '°°°
n=1 n n=1 n n=1n

von denen die beiden ersten von Euler entdeckt wurden, der sehr stolz
darauf war. Mit Hilfe der Gleichungen (13) und (8) aus §3 erhidlt man

o B
n-1 ,2n-1 2n "2n_ _2n _ _ 1 2mis  _ 27is
I ot=n7 02 T TS T3 [ 27is L VY Tz
n=1 e -1
(Isl < 1)
_ 1 _ mis enis + -mis
) 2 mis -Tis
_ 1 - s
=3 0 tan 78
_s 4 s
T 2 ds Log sin Ts
_ s da 1
= i E og [T(1+s) T'(1-s) ]
_sa 2, 5(a) 4
=3 3s {z(2) s + 5— S + R
= Y g(2n) s2n
n=1

(man braucht Ubrigens hier nicht die I'-~Funktion, sondern kann direkt
<«

aus (3.14) schlieBen, daB % é% log ET%E?E = kz1 c(2k)s2k ist). Da-
mit ist der Satz vollst&ndig bewiesen.

Die Tatsache, daB die Werte von z(2n) und (1-2n) dieselben
Bernoulli-Zahlen enthalten, 148t denken, daB es vielleicht iiberhaupt
eine Beziehung zwischen (s) und ¢g(1-s) gibt. Wenn wir (5), (6)
und (8) zusammenfassen als

k-1 k (-1)k/2 T (k) k > 0, k gerade
2
0 k > 1, k ungerade

und bedenken, das die Funktion k » (k~1)! nach §3 die Interpolati-
onsfunktion TI(k) hat, wihrend
(—1)k/2 k gerade
k »
(o] k ungerade

l

r
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auf natiirliche Weise durch cos %; interpoliert wird, dann liegt es
nahe, die Beziehung
(15) %’i t(1-s) = cos 2 ¢(s)
zu vermuten. Das ist die beriihmte Funktionalgleichung der r-Funktion, die
von Euler 1749 aufgrund anaioger Uberlegungen vermutet wurde (in "Re-
marques sur un beau rapport entre les series des puissances tant di-
rectes que réciprogues", einer der Berliner Akademie vorgelegten Arbeit)
und erst 1859 von Riemann in seiner bahnbrechenden Arbeit "#lber die
Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grége" bewiesen wurde.
(Ein Beweis der Funktionalgleichung wird in Aufgabe 2 angedeutet.)
Durch Anwendung der Funktionalgleichungen (3.11), (3.13) der '-Funk-
tion kann sie auch symmetrischér geschrieben werden in der Form

s 1-s

(16) n irGus =1 25y s

Fir o > 1 1ist die linke Seite von (16) von Null verschieden, da (wie
in §2 schon bemerkt) die Produktdarstellung (2) impliziert, daB Z(s)
dort nicht verschwindet. Es folgt dann aus (16), daB z{(s) in der
Halbebene ¢ < O nur dort Nullstellen hat, wo F(%) Polstellen hat,
d.h. nur einfache Nullstellen bei s = -2, -4, -6, ... . Die Funktion
z(s) hat also

- eine einfache Polstelle bei s =1 ,

- einfache Nullstellen bei s = -2, -4, ...
(die sog. "trivialen Wurzeln") ,

- und sonst Nullstellen héchstens in dem
"kritischen Streifen" 0 < o < 1, wo
sie in der Tat unendlich viele besitzt .

Die dem Absolutbetrag nach kleinsten Nullstellen in dem kritischen
Streifen sind

+ 14,134725...1 ,
+ 21,022040...1 ,
+ 25,010856...1 ,

+ 30,424878...1i .

N= N= Nj= N
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, 401
kritischer Streifen.__
O<o<] T~
30iF ©

~-Ynichttriviale
0iL ¥/ Nullstellen

kritische Gerade ~. _ /
o=1/2 L I
10i
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 ! 2
__.“\ 1 ’. A _}f‘ 1 - |
N S Polstelle
triviale Nullstellen
10i |-
®
20i -

Es ist naheliegend zu vermuten, daB aglle Nullstellen in dem kritischen
Streifen Realteil 1/2 haben. Das ist die berithmte, bis heute unbewie-
sene (und mdglicherweise falsche) Riemamnsche Vermutung. Man weiB, daB unend-
lich viele Nullstellen von Z(s) auf der Geraden ¢ = % liegen und
auch, daB8 die ersten 150.000.000 Nullstellen in dem kritischen Strei-
fen das tun.

Auf der reellen Achse sieht (s) so aus:
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L(s)

N
w
~4
[3,]
o
~

19 -§8-17 Y615 14 13 -12 -11 10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 iﬁ\g
S
44
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Aufgaben:

1. Fiilr die am Ende des §2 eingefitlhrte Funktion

1 1
L(s) =1 = — + — - ...
3% 5°
zeige man:
1 %371 ae
a) L(s) = = (0 >0) ,
T'(s) 0 et+e t

b) L(s) hat eine holomorphe Fortsetzung auf ganz C.

¢) L(-n) = E m=0,1,2, ...) ,
wobei En die durch

1. 7 i,
cos X n=0 n!
definierten Eulerschen Zahlen sind (E0 =1, E2 = -1, E

E. = -61,..., El =E, = E5 = ... =0).

6 3

n
(=1)" Epp 7201

n+

—=nFr (h=0,1, 2, ...) .
2 (2n)!

d) L(2n+1) =

31
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2. Man beweise die Funktionalgleichung (15), indem man folgende
Schritte durchfiihrt:

a) Ausgehend von (3) zeige man fiir o > 1

1 o s-1
1 1 s-1 1 X dx
T'(s) C(5)=I(. _._.)x dX+—-_—+I—-"———;
ol\le*-1 % s=T 7 3 X

diese Gleichung gilt fiir o > O wegen analytischer Fortsetzung
und l&Bt sich flir O < o0 < 1 schreiben als

< 1 1\ ._.s-1
r(s) z(s) = ( - —)x ax .
é ex-1 x

b) Ausgehend von a) zeige man fiir 0 < o < 1

} 1
r(s) z(s) = ( -
o X

e -1

1

E g R
N

+

-3
f(x1 _J}z)xsqu’
1 ‘e =1

was wiederum fiir -1 < ¢ < 1 wegen analytischer Fortsetzung
gelten muB und flir -1 < 0 < O die Formel

r(s) z(s) =7( - -%+%)xs"1 ax
0o \e -1
liefert.
c) Man schlieBe aus (3.14), das
TS_ .9 =5 4a log sin ms _ 232
tan 7s ds s ne1 n°-s
gilt, und setze s = %%, um
1 _1,1 l(ix/‘2 1)=°° 2x
ex—1 x 2 x \tan ix/2 n=1 x " +4n"nw

zu erhalten.

d) Man setze c¢) in b) ein, um (nach einer wegen absoluter Konver-
genz zuldssigen Vertauschung von Integral und Summation) die
Formel

@ -] s
[(s) gls) =2 | (277 [ B4t _z
n=1 O t7+1 cos =

25—1 s

z(1-8)

fir -1 < 0 < O 2zu beweisen; nach analytischer Fortsetzung
ist die Funktionalgleichung dann fiir alle s bewiesen.



3. Man beweise fiir ¢ > 1 die Beziehung

- _8 _ s _ _ S(s+1) _ _
t(s) = By - oylals+l) - 11 = 25—+ g(s+2) - 11 - ...,
indem man Z(s) = zn—s einsetzt und die Summationen vertauscht;
man benutze diese Formel, um zu zeigen, daB z(s) - §§T sich

holomorph in ganz @ fortsetzen 1l&Bt.
4. Man zeige, das
(17) (s) = gy + y + O(s-1) (s » 1)

gilt, wo vy die Eulersche Konstante ist.

§5 Charaktere

Die wichtigsten Dirichletschen Reihen (neben der Zetafunktion) sind
die "L-Reihen", die ebenfalls von Dirichlet eingefiihrt wurden und
von ihm benutzt wurden, um

a) die Existenz unendlich vieler Primzahlen in jeder arithmetischen
Folge {Nk+a}k€z mit (N,a) = 1 zu beweisen, und

b) eine Formel anzugeben fiir die Anzahl der Aquivalenzklassen von

bindren quadratischen Formen mit gegebener Diskriminante.

Die L-Reihen sind Funktionen, die gewissen Charakteren zugeordnet sind,
und bevor wir in §§ 6 - 8 eine Beschreibung von Dirichlets Ergebnissen
geben kénnen, miissen wir diese Charaktere etwas studieren.

Ein Charakter auf einer endlichen Gruppe G 1ist ein Homomorphismus

X 1 G=» ¢* ,

wo @* die Gruppe der von Null verschiedenen komplexen Zahlen ist (mit
der Multiplikation als Gruppenoperation). Falls x und x' zwei
Charaktere auf G sind, kdnnen wir das Produkt xx' und das Inverse

x-1 durch

xx'(g) = x(g) x'(g) , x_1(g) = x(g)-1 (vg € G)

definieren. Somit bilden die Charaktere auf G eine Gruppe, die wir
mit & bezeichnen.
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SATZ 1: Set G eine endliche abelsche Gruppe. Dann ist G zu G <eomorph. Insbe-
sondere ist |G| = IG|.

Beweis: Bekanntlich ist G eine direkte Summe von endlichen zykli-
schen Gruppen, also hat G Erzeugende Gyreeer 9y der Ordnungen

Doy eeey My und jedes Element g € G 148t sich in der Gestalt
r r
g = gll e gkk schreiben mit Tir eeen Ty € Z. Ist X ein Charakter

auf G und x(g,) =&, (i=1, ..., k), so ist
i i

ni ni ni
£;7 = x(gy) 7 = x(g;7) = x(e) =1
und
r b r r r X
S (gt s 9 = xg) T xig K=t gk,

d.h. die Ei sind ni—te Einheitswurzeln und x ist durch die Ei

n.
g e gk € C* mit gil =1(i=1, ..., k)
beliebig gewdhlt werden, so definiert (1) einen Charakter. Es gibt

bestimmt. Umgekehrt, wenn §

also eine bijektive Korrespondenz zwischen Charakteren x und
n.
k-Tupeln (51, ceer £ ) mit Eil = 1, wobei das Produkt von Charakteren
dem Produkt der ¢§&; entspricht. Somit ist
n n
k 1 k 1}

{(gll"'lgk) €C |£l = eee

114

G

R

]
@

z/nfz x l/nQZ X ... X z/nkl

Bemerkung: Fiir G endlich ist x(g) fir jedes g € G eine Einheits-
wurzel, also vom Absolutbetrag 1, und somit ist der durch

X(g) = X(9) (Vg € G)

erkldrte zu x konjugierte Charakter mit dem oben definierten inver-
sen Charakter identisch.

Definition: Ein Dirichletscher Charakter modulo N (N eine natlirliche Zahl)
ist ein Charakter auf der Gruppe

(®/N2)" = {n (mod N) | (n,N) = 1} .

Wenn X ein solcher Charakter ist, definieren wir eine (ebenfalls
mit x bezeichnete) Funktion x: Z -+ € durch

x(n (mod N)) , falls (n,N) =1
X(n) =
o, falls (n,N) > 1 .
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Auch diese Funktion x wird als Dirichletscher Charakter bezeichnet.
Ein Dirichletscher Charakter (mod N) kann auch beschrieben wer-
den als eine Funktion x: & - ¢ mit den Eigenschaften

(1) x(n) = O &= (n,N) > 1

(2) x 4ist streng multiplikativ: y(mn) = x(m) x(n) f£fiir alle
m,n € Z

(3) x{n) héangt nuf von n (mod N) ab.

Nach Satz 1 gibt es ¢(N) Dirichletsche Charaktere, wo

¢(N) = | @/M&)"| = #{n (mod N) | (n,N) = 1}

N T O(1-3
piN P

die Eulersche Funktion von N bezeichnet.
Beispiele: a) Flir jedes N ist der Hawptcharakter Xo (mod N) durch

1 (n,N) =1
Xg (1)
[o) (n,N) > 1

erklirt (das entspricht der Eins von (Z/NZ) ).

b) Fiir N =2 1ist ¢(N) = 1, also Xo der einzige Charakter. Fiir
N=3, 4, 6 ist ¢(N) jeweils gleich 2, und es gibt neben dem Haupt-
charakter die Charaktere

n O 1 2 3 4 5 6 ...

ea(n) o 1 -1t0 1 -10 ...

n |0 1 2 3 4 5 6 7 8 ...

Eu(n)010-1010-10"'

n o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 ...

es(n)01000-101000-101...
Fir N = 5 gibt es neben Xq drei Charaktere:

n (mod 5) | (o] 1 2 3 4

x(n) 0 1 -1 -1 1
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c) Fir jede Primzahl p ist das Legendresche Symbol

0, falls pin
(2) (?,) ={ 1, falls pin, n = xz(mod p) fir ein x € %

-1, sonst
ein Dirichletscher Charakter (mod p).
Wir haben zwei einfache, aber sehr niitzliche Sdtze:
SATZ 2: Sei ¥ ein Dirichletscher Charakter modulo N. Dann ist

$(N), falls X = X4

(3) X x(n) =
n (mod N) o, falls x #* Xg *
(Hier bezeichnet ) eine Summe iiber ein beliebiges Vertreter-
n (mod N)
N
system von Z/NZ, z.B. ] .)
n=1

KOROLLAR: Seten X 1 Xy zweil Dirichletsche Charaktere (mod N). Dann ist

]

1 X _ 1, falls Xy
(4) - X,(n) x,(n) =
¢ (N) n (mod N) 1 2

X2

—|
+

0, falls Xy Xy -

Beweis: Fir x = Xo
wdhlt, dag (m,N) =1 und x(m) # 1 ist. Dann ist

ist (3) trivial. Sei x # Xo und m € Z so ge-

(1 - x(m) ) x(n) = 1 [x(n) - x(mn)]
n (mod N) n (mod N)
= ) x(n) - ) x(n) =0
n (mod N) n (mod N)

(da mit n auch mn ein Vertretersystem von Z (mod N) durchlduft),
also, da x(m) # 1,

) x(n) =0 .
n (mod N) )

Das Korollar folgt, indem man X4 22 fir x wa&hlt.
SATZ 3: Set n € Z.Dann ist

$(N), falls n = 1 (mod N)
(5) I x(n) =
X O, falls n #¢ 1 (mod N) ,
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wobet ilber alle Dirichletschen Charaktere (mod N) summiert wird.
Korollar: Seien a,b € Z, (b,N) = 1. Dann ist

1 - 1, falle a = b (mod N)
(6) T 1 x(a) x(b) =
X . O, falle a % b (mod N)

Beweis: Fiir n = 1 (mod N;kﬁist (5) trivial, da es ¢(N) Charaktere
gibt und fiir alle x(n) = 1 "gilt. Flir (n,N) > 1 gilt (5) auch, da
dann x(n) filir alle x verschwindet. Sei n #% 1 (mod N), (n,N) = 1,
und Xy ein Dirichletscher Charakter (mod N) mit xl(n) 4 1. Ein
solcher existiert wegen Satz 1, denn die Charaktere x mit x(n) =1
sind Charaktere auf der Quotientengruppe (/NE)“/<n>, und deren An-
zahl ist demnach kleiner als | (Z/NZ)”|. Dann ist

(1 - x;m) § xtn) =] [x(n) - xx;(n]

X X
=73 x(n) =) xtn) =0,
X X

da xx, mit x iber die Gruppe (Z/N%)* 1duft. pa 1 - x,(n) + 0,
folgt hieraus, dag die Summe verschwindet. Das Korollar folgt, indem
man n mit nb = a (mod N) widhlt.

Sei N1 ein von N verschiedener Teiler von N und X1 ein

Charakter (mod Nl)' Dann definiert die Zusammensetzung
x x X1

(7) (Z/NZ)" — (Z/le) — e+,
wobei der erste Pfeil die Reduktion (mod Nl) ist, einen Charakter
x (mod N). Wir sagen, daB x von Xy induziert wird und nennen einen
Charakter x, der so entsteht, Zmprimitiv; ein Charakter, der nicht
auf diese Weise erhalten werden kann, heiBt primitiv (oder eigentlich).
Z.B. ist der Hauptcharakter Xo (mod N) fiir N > 1 nie primitiv,
weil er von dem trivialen Charakter (mod 1) induziert wird. Firx
jeden Dirichletschen Charakter x (mod N) gibt es eine kleinste
Zahl Nl' so das x dargestellt werden kann als die Zusammensetzung
(7) mit geeignetem Charakter X1 (mod Nl), und dies ist die ein-
zige Darstellung (7) von ¥, fiir die X4 primitiv ist. Diese Zahl
Nl mit der Eigenschaft, daB x von einem primitiven Charakter
(mod Nl) induziert wird, nennt man den Fihrer von Y.

Wir werden uns vor allem fiir reelle Charaktere (X = X) 1interes-
sieren, d.h. solche, die nur die Werte 1, O, -1 annehmen. Wir be-
weisen einen Satz, in dem alle primitiven reellen Charaktere angegeben
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werden.
Definition: Eine Grundzahl ist eine ganze Zahl D mit

D=1 (mod 4), D quadratfrei,
oder

D= 0O (mod 4), % quadratfrei, % = 2 oder 3 (mod 4) .

(Solche Zahlen nennt man auch Fundamentaldiskriminanten). Flir eine Grund-

zahl D definieren wir eine Funktion Xp: N - Z durch
(8a) XD(p) = (g) (p ungerade Primzahl)

O, falls D = O (mod 4),
(8b) xD(2) = 1, falls D= 1 (mod 8),

-1, falls D= 5 (mod 8),

n n n n
1 ky, _ 1

(8c) xD(pl -« -Pp ) = xD(pl) ...xD(pk)

Insbesondere ist X4 der triviale Charakter.

SATZ 4: Die Funktion n » xD(n) (D eine Grundzahl) ist periodiech (mod IDI)
und definiert einen primitiven Dirichletschen Charakter modulo |D| (ebenfalls
nmit Xp bezeichnet) mit

1, falls D > 0O,
(9) xp(=1) =
-1, falls D < O.

Jeder primitive reelle Dirichletsche Charakter ist einer der Charaktere Xp*

Beweis: Wegen Satz 1 ist jeder Dirichletsche Charakter x (mod N),

r r
mit N = pll"'pkk’ gleich einem Produkt XqeooXyr WO X4 von einem
r
Charakter (mod pii) induziert wird:
r x
@/) " ®/p,'8)" x...x @/p52)
X o0 xxk

Aus dem Diagramm geht hervor, daB x dann und nur dann primitiv
ist, wenn jeder Xy das ist. Fir die Klassifizierung solcher Charak=~
tere geniigt es also, sich auf Primzahlpotenzfilhrer N = p zu be-



schrédnken.

Fall i: p ungerade. In diesem Fall ist bekanntlich az/pﬁz)' zy~
klisch (siehe Aufgabe 1). Sei x ein erzeugendes Element ("primitive
Wurzel modulo pr“). Ist X reell und = Xgr SO ist sicherlich

x{(x) = -1; es gibt also h&chstens einen solchen Charakter. Anderer-
seits ist n =~ (3) ein von Xg verschiedener reeller Charakter

(mod pr). Da dieser Charakter den Fithrer p hat, erhalten wir:

Fiir p ungerade gibt es genau einen reellen primitiven Charakter
X (mod p). Dieser ist durch x(n) = &) gegeben. Es gibt keinen
reellen primitiven Charakter modulo p¥ mit r > 1.

Fall ii: p = 2. Fir r = 1 4ist (®/2"2)" trivial, also x = X, der
einzige Charakter. Fiir r = 2 ist (z/zri)‘ S z/2%, also €, (Bei-
spiel b) oben) der einzige von Xo verschiedene Charakter; er ist
auch primitiv. Fir r = 3 ist (Z/2"Z)" T /2 x 2/2 und es gibt ge-

nau die zwei durch

n (mod 8) | (o) 1 2 3 4 5 6 7

eé(n) (o] 1 o -1 o -1 o 1

e'a'(n) 0 1 [o} 1 o -1 o0 -1

definierten primitiven reellen Charaktere eé und e; (es mug

x(3) = a, x(5) =8, x{(7) = x(3 x 5) = aB mit o, B = 1 sein, und
von den 4 Mtglichkeiten sind zwei die imprimitiven Charaktere Xo und
eu). Fiir r > 3 1ist bekanntlich jede zu 1 (mod 8) kongruente Zahl
modulo 2 zu einem Quadrat kongruent (siehe Aufgabe 1), also gilt

fiir x reell

na=1 (mod 8) =»n = x% (mod 2F)

- xm) = x(x?) = x0?% = @n?=1,

und x kann nicht primitiv sein. Das zeigt:

Es gibt genau einen primitiven reellen Charakter (eq) modulo 4
und genau zwei (ef und ¢j) modulo 8; flr r + 2, 3 gibt es
keinen reellen primitiven Charakter (mod 25y,

Wir haben jetzt alle reellen primitiven Charaktere gefunden: das
sind die Produkte von Legendre Symbolen (%) fiir verschiedene unge-
rade Primzahlen p sowie die Produkte von solchen Charakteren mit

Eyr eé oder e;; insbesondere sind die einzigen Zahlen N, fir die
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es Uberhaupt reelle primitive Charaktere gibt, von der Gestalt 1 mal,
4 mal oder 8 mal eine ungerade quadratfreie Zahl. Wir wenden jetzt
das quadratische Reziprozitdtsgesetz bzw. die sogenannten 1. und 2.
Ergdnzungssédtze an, um folgende Identitdten zu erhalten:

Rl
(%) = xp.(n) fir p # 2, p prim, wobei p' = (-1) 2 P
e, (n) = (3 = x_ () ,
eym = & = x,m ,

n = -8 =
eg(n) = () = X_gn) -

AuBerdem ist das Produkt zweier teilerfremder Grundzahlen Dl und

D2 wieder eine Grundzahl und es gilt

(10) X = Xp X ((b,,D,)) = 1)
DD, D,”D, 1772

Somit ist bewiesen, daB die reellen primitiven Charaktere genau die

Xp sind, fiir die D ein Produkt von teilerfremden Zahlen aus der
Menge
(11) -4, +8, -8, p (p=1 (mod 4) prim), -p (p=3 (mod 4) prim)

ist (die Zahlen aus (11) heiBen Primdiskriminanten). Aber es ist leicht
zu sehen, daB jede Grundzahl D ein solches Produkt ist, da D eine.
der Formen m, -4m, 8m, -8m hat mit m qguadratfrei und m = 1

(mod 4), also m = 1 p'. Damit sind alle Aussagen des Satzes be-
pim
wiesen bis auf (9), und auch diese Formel brauchen wir wegen (10) nur

fir eine Primdiskriminante D zu beweisen, was mit Hilfe des ersten
Ergdnzungssatzes leicht ist:

X_,(=1) = g, (=1) = -1 = sign (-4) ,
XB(_1) = eé(-1) = 1 = sign (8) ,
x_s(-1) = sg(-1) = -1 = sign (-8) ,

-1 1, falls p = 1 (mod 4)
X0 (=1) = (=) = = sign (p') .
P 13 -1, falls p = 3 (mod 4)



4

Aufgaben

1. Man beweise die in diesem Paragraphen benutzten Tatsachen
a) Gz/prZ)x ist zyklisch (p > 2 prim, r > 1),
b) n =1 (mod 8) = n = x°(mod 2%) (r > 3),

jeweils durch Induktion iiber r (der Fall r = 1 der ersten Aus-
sage ist Spezialfall eines bekannten Satzes iiber die Einheitengrup-

pe eines endlichen Kd&rpers), indem man das Element, das fiir pr

eine Ldsung liefert, modulo pr+1 (bzw. 2]:_1 fiir p = 2) ab-

dndert, um eine LOsung (mod pr+1) zu erhalten.
2. Man beweise mit Hilfe von Aufgabe 1 folgende Isomorphismen

!/pr_1(p—1)z (p ungerade)

n

@/p'x)"

~

@/2%2)* T x/2 x m/2"" % (r > 2)

[}

und benutze sie, um alle primitiven Dirichletschen Charaktere zu
bestimmen. Wieviele gibt es modulo N?

3. Man zeige durch ein Beispiel, daB filir einen Dirichletschen Charak-
ter x(mod N) der Definitionsmodul (also die Zahl N), die Peri-
ode (also die kleinste Zahl r mit x(n+r) = x(n) f£fiir alle n)
und der Filhrer verschieden sein k&nnen. Welche Beziehung gibt es
zwischen diesen drei Zahlen?

§6 L-Reihen

Sei x ein Dirichletscher Charakter (mod N). Die x zugeordnete
Dirichletsche L-Rethe ist die Reihe

(1) L(s,x) = ] 2&;1)_ .

n=1 n
Wegen |x(n)| < 1 ist diese Reihe fiir o > 1 absolut konvergent.
Wegen der Multiplikativitdt von x hat sie nach §2 eine Eulersche
Produktdarstellung

2
Ls,x) =1 (1 + XBL L XBD
P P P
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wegen der strengen Multiplikativitédt x(pr) = x(p)r ist sogar

(2} L(s,x) = I ———=
(p)
pj—x;;L

Fir den Hauptcharakter Xo ist nach (2)

(c > 1) .

L(sixg) =1 (1= x(p)p™%)7"
P

Mo -p ST
pIN

1 (-p% - T (1-p
piN alle p

-s)—1

I (1 ~p %) . z(s) ;
pIN

(3)

also ist die L~Reihe in diesem Fall bis auf einen einfachen multipli-
kativen Faktor mit der Riemannschen Zetafunktion identisch. Insbeson-

dere laBt sie sich auf die ganze komplexe Ebene meromorph fortsetzen

mit einem einfachen Pol mit Residuum 1 (1 - p 1) = i%?l an der
plIN
Stelle s = 1 als einziger Singularitét.
Flir x # Xo ist fir X -+ =
X N[x/N] X
‘ ) X(n)l = | 1 x{(n) + ) x(n)l
n=1 n=1 n=N-[%]+1
X X
= |[ﬁ] ) x(n) + ) x(n)|
n(mod N) n=N[X1+1
N
X x
= ¥ X(n)l < Ix - NIl < N = 0(1)
n=N[£]+1

wegen Satz 2, §5; deswegen ist nach Satz 2 von §1 die Konvergenzabs-
zisse von L(s,x) kleiner oder gleich 0O (offensichtlich sogar gleich
0); insbesondere definiert (1) eine in o > O holomorphe Funktion. In
der Tat 148t sich diese Funktion auf ganz € holomorph fortsetzen und
geniigt einer Funktionalgleichung analog zu der von ¢(s) (s. §7).

Der wichtigste Satz iiber L-Reihen ist die Tatsache, daB8 der Wert
von L(1,x) (der nach dem eben Gesagten definiert ist) stets von
Null verschieden ist; hieraus kann man leicht die Existenz unendlich
vieler Primzahlen in arithmetischen Folgen schlieBen. Wir beweisen
jetzt diese beiden Ergebnisse.

SATZ: Sei X ein von Xo verschiedener Dirichletscher Charakter. Dann ist

(4) L(1,x) # 0 .



Beweis: Sei
(5) F(s) =1 L(s,x) ,
X

wo x Uber sdmtliche Dirichletschen Charaktere (mod N) 1lduft. Dann
ist fir o¢ > 1 nach (2)

log F(s) = J J log (1 - x(p)p )~
X P
T 1xme
(6) =I1l I £+
X p r=1 P
=om) I ] o
P r>1 rp
pF=1(mod N)

(die letzte Gleichung folgt aus Satz 3, §5); insbesondere ist
log F(s) > O fiir s reell und > 1, und somit

(7) lim F(s) > 1
s-1
s reell
Das Produkt (5) enthdlt nur einen Faktor, der an der Stelle s = 1
einen Pol hat, ndmlich L(s,xo), und dieser Pol ist nach (3) einfach.
Wenn L(1,x) = O widre fir zwe? oder mehr Charaktere x # Xo miifte dem-
nach F(s) an der Stelle s =1 holomorph sein und den Wert O ha-
ben, was offensichtlich (7) widerspricht. Es kann also hdchetens etnen
Charakter x #* Xo mit L(1,xX) = O geben. ba mit L(1,x) = O auch
L(1,x) = L(1,x) = O wire, ist dieser Charakter x (falls er exi-
stiert) gleich i, also reell . Wir kénnen uns also fiir den Beweis des
Satzes auf reelle Charaktere beschrinken.
Sei also x reell mit L(1,x) = O, und sei

L(s,X) L(s,xg)

(8) 2(s) = SACTIEM) .
'ro

Diese Funktion ist fiir o > % holomorph, da der Pol von L(s,xo) bei
s = 1 durch die Nullstelle von L(s,x) dort aufgehoben wird, wdhrend
der Nenner L(ZS,XO) wegen (3) fir o > % von Null verschieden ist.
Fir o > 1 ist

s

1 - x (P72
¢(s)

I p p=
P (1 = x(PP 2 (1 - x, ()P °)
2s

1 - p_

]

n -S
pPIN (1 - x(p)p ) (1 - p

)



=n#l):_s_
pIN 1 - x(p)p °

1 1 + E-s

x(p)=1 1 - p~°
(da x(p) = #1 fir pIN ist), also

o a
o(s) = ] —=2 (o0 > 1) mit a_ >0 .
) n =
n=1 n
—s 1 - -25
(Um dies zu erreichen, brauchten wir den Faktor 1 + p = ————21;;

1-p
in dem Euler-Produkt von ¢; das ist der Grund fiir die Wahl der Funk-

tion (8).) bDa &(s) in ¢ > % holomorph ist, ist fiir Is-2] < %
= k « k o
-2 -
o(s) = ] (skl) o™ (2) = ) (2k?) ]
k=0 ° k=0 ° n=1

an(log n)k

2 14
n

und wegen a 20 stellt die rechts stehende Doppelsumme fiir s
reell, % < s < 2, eine monoton fallende Funktion dar, also ist

o(s) > @(2) > 1 (s reell, % <s < 2) .

Aber nach (8) ist

L(%r)() L(JZ-'XO)

lim ¢(S) = 1im L(zs’xo) =0 2
S5 L1
5732
da L(Zs,xo) nach (3) an der Stelle s = % einen Pol hat. Dieser

Widerspruch beweist den Satz.

Es ist dem Leéer vielleicht aufgefallen, daB dieser Beweis zu dem
Beweis des Landauschen Satzes (Satz 4, §1) sehr analog ist, und in
der Tat kann man (4) auch durch direkte Anwendung jenes Satzes bewei-
sen. Sei ndmlich ¥ reell, und

(9) ¥(s) = L(s,x) t(s) = ] &80,
n=1 n
(10) p(n) = ] x(a) .
din
Dann ist
;
Y(s) =TI — —
P (1 - x(Pp (1 -p 2
_ 1 1 . 1
(11) = I —— o — n E— T

x(P)=1 (1 - p H* x(p)=0 1 - P> x(p)==11~p*s



2 3 1 1
= I (1+—+—+...)- n (1+-—-+ +)
2 —2s
x(p)=1 p° p°° x(p)= p° p°*
1 1
. i (1 +TS-+—E+ .) ’
x(p)=-1 p P
also fiir alle n
(12) p(n) 20, p(n?) > 1

(die Beziehungen (11) und (12) werden spiter eine Bedeutung erhalten,
indem y(s) als Zetafunktion eines quadratischen K&rpers und p(n)
als Anzahl der Ideale mit Norm n erkannt werden). Ist L(1,x) = O,
so hat y(s) nach (9) keine Singularitdt in o > O; nach (12) und
S fir o > 0 kon-
vergent sein, was im Widerspruch zu der aus (12) folgenden Beziehung

dem Landauschen Satz mu8 also die Reihe J p(n)n~

-3 2 ©
p{n) Xo(n)> zl=°°
n=1 n1: ~ n=1 n “n=t1 P

steht. Damit ist unser Satz wieder bewiesen.

Man kann mit dem Landauschen Satz einen noch kiirzeren Beweis an-
geben, und zwar einen, der die Reduktion auf den Fall eines reellen
X nicht braucht, sondern (4) simultan fiir alle x (mod N) zeigt
(wegen der Wichtigkeit des Satzes scheuen wir uns nicht, drei ver-
schiedene Beweise anzugeben). Es folgt ndmlich aus (6), das8 die durch
(5) definierte Funktion F(s) flir o > 1 durch eine Dirichletsche
Reihe mit positiven Koeffizienten gegeben wird. Gibe es auch nur einen
Charakter x #* Xo mit L(1,x) = O, so wdre nach (5) die Funktion
F(s) an der Stelle s = 1 und deswegen in der ganzen Halbebene
0 > 0 holomorph, also nach dem Landauschen Satz die entsprechende
Dirichletsche Reihe flir o > O konvergent und damit auch die Reihe
(6) in diesem Gebiet konvergent. Aber nach der Eulerschen Verallge-
meinerung des kleinen Fermatschen Satzes ist kfﬁr s reell)

1 1
> ¢(N)
g r£1 rpt® ~ pgN r£1 rp"®
pr-1(mod N) ¢(N)Ir
=1 E Ks1ZN)
pMN k=1 kp*=?

1
): lOg——_—'_(_T
pIN 1 - p S¢(N

log L(s¢(N) 'XO) ’
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also fiir s = 37%7 sicherlich nicht konvergent.

Noch ein vierter Beweis dafiir, das (4) fiir reelle Charaktere gilt,
wird aus einem Ergebnis von §8 folgen, das besagt, daB fiir solche Y
der Wert von L(1,x) zu einer (stets von O verschiedenen) Klassen-
zahl proportional ist; auf diesem Wege hat urspriinglich Dirichlet den

Satz bewiesen.

KOROLLAR: Sei N eine natilrliche Zahl, a au N teilerfremd. Dam enthdlt die
arithmetische Folge {Nk + a}kGLN unendlich viele Primzahlen; es ist sogar

(13) ;1
P prim P
p=a(mod N)

Beweis: Nach dem Korollar zu Satz 3, §5, ist fiir o > 1

1 1 - r
g r§1 s g r§1 FYiS) § x(a) x(p") s
pr-a(mod N)

- hd r
Ixa § § el
X p r=1 rp
Ix
X

= 1

¢ (N)

(14) 1

¢ (N)

(a) log L(s,Xx)

1 -
= gjﬁyllog L(s,Xx,) + 7 x(a) log L(s,xq,
: X*¥Xq
wobei die Vertauschung wegen der absoluten Konvergenz erlaubt ist
(hier bedeuten J] und | wie {iblich die {iber alle Primzahlen bzw.

alle Dirichletscﬁen Chargktere (mod N) erstreckten Summationen).
Da log L(s,xo) fir s » 1 nach Unendlich strebt, aber 1log L(s,X)
fir x # Xo Wegen (4) beschridnkt ist, folgt aus (14), daB die Summe
auf der linken Seite fiir s = 1 divergiert. Aber

1
!l —z <1
p r>1 rp p

pF=a(mod N)
oo

L M
N YO

S

S " —
r B 2p(p=-1)

~8

<1

p r=2 2p

IA

also muB die Summe der Termen mit r = 1 divergieren.
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Aufgaben

1. Man beweise elementar die Existenz unendlich vieler Primzahlen
der Gestalt 4n - 1 bzw. 4n + 1, indem man unter der Annahme,
es gibe nur endlich viele, die Zahlen

2

4 [T p-1 bzw. 4 +1

P
p=3(mod 4) p=1(mod 4)

bildet und einen Widerspruch ableitet. Fiir welche anderen arithme-
tischen Folgen gibt es einen analogen Beweis?

2; Man zeige, daB fiir jeden Dirichletschen Charakter x

1 _ T u(n) xtn)
A ) < (6 > 1)

n=1 n

ist, wobei u(n) die in §2 eingefiihrte M8biussche Funktion be-
zeichnet. Kann man aus dem Satz dieses Paragraphen schliefen, das
die Reihe fiir s = 1 konvergiert?

§7 Werte von Dirichletschen Reihen, insbesondere von L-Reihen,
an negativen ganzen Stellen

In §4 haben wir gesehen, daB8 die Riemannsche Zetafunktion ¢(s) fir
alle geraden Argumente s > 1 und fiir alle ganzzahligen Argumente

s < 1 Werte annimmt, die man in geschlossener Gestalt angeben kann;
flir s < 1 sind diese Werte stets rational und in der Hilfte der
Fille gleich Null. Xhnliche Eigenschaften gelten fiir alle Dirichlet-
schen L-Reihen. Da diese Reihen Funktionalgleichungen erfiillen,
braucht man die Werte nur fiir s > 1 oder flir s < O zu berechnen.
Uberraschenderweise stellt sich heraus, das8 die Werte an den negati-
ven ganzzahligen Stellen trotz der Nichtkonvergenz der Reihen wesent-
lich einfacher auszurechnen sind als die an positiven ganzzahligen
Stellen. Dies liegt an folgendem Satz, welcher es erm8glicht, unter
sehr allgemeinen Voraussetzungen Werte von Dirichtletschen Reihen fiir
ganzzahlige negative Argumente zu bestimmen.

© a
SATZ 1: Sei ¢(s) = | —T eine Dirichletsche Reihe, die fur mindestens einen
n=1n hed

(komplexen) Wert vom 8 komvergiert, und sei f(t) = § a e ™t dic ent-

n=1 0
sprechende Exponentialrethe (welche fiir alle t > O konvergiert). Hat
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£(t) fir t - O die asymptotische Entwicklung
2
(1) f(t) ~ bo + blt + b2t + ... (t »0) ,
so ldBt sich @w(s) holomorph in die ganze komplexe Ebene fortsetzen und es gilt
(2) o(-n) = (-1)" nt b (n=0,1,2, ...) .

Allgemeiner, wenn f(t) fir t - O die asymptotische Entwicklung

(3) E) ~ola b bt +byed b
t 0 1 2 ot
. . . . b-l .
besitzt, so hat @(s) eine meromorphe Fortsetzung, die Funktion @(s) - =7 ‘et
ganz, und die Werte (0), @(-1), ... werden nach wie vor durch die Formel (2)

gegeben.

Bemerkungen: 1. "Asymptotische Entwicklung" bedeutet, dag fiir jede
natiirliche Zahl N die Absch&dtzung

(4) e = § b ] <ot

(0O < t < to)

n<N )

gilt (kurz: £(t) = J bntn + 0(tY)). Insbesondere ist (1) erfiillt,
n<N

falls _ £(t) im Punkt t = O analytisch ist und die Taylor-Entwick-

lung | b t" hat; i.a. wird aber nicht verlangt, daB die Reihe

@ n=0

Z bn t? konvergiert, noch, falls sie das tut, daB ihr Wert gleich
=0

f(t) ist.
2, Wie aus dem Beweis ersichtlich sein wird, gilt der Satz auch fir
© a
allgemeine Dirichletsche Reihen ¢(s) = X —% (falls sie fiir min-
n=0 A
n © -A_t
destens ein s absolut konvergieren), wenn man f(t) = J a e n
n=

setzt.

Beweis des Satzes: Es ist klar, daB die Reihe filir f(t) f£iir alle po-

sitiven Werte von t absolut konvergiert, da die a, héchstens poly-
nomial wachsen und die e_nt exponentiell abfallen. Wegen Gleichung
(16) von §3 (bzw. Gleichung (18) von §3 im Falle von allgemeinen
Dirichletschen Reihen) gilt im Bereich der absoluten Konvergenz die
Formel

1

T(s)e(s) = [ £(e)t°7" at .
(o}
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Wir zerlegen das Integral als Il(s) + Iz(s) mit

s-1

1 o
1,(s) = [ £0)t5 at, 1,08 = [ £(0)e°7" at .
1

(o}

Da f£(t) flir t -» o exponentiell abf4llt (nimlich £(t) = o(e” %)
-A.t
bzw. £(t) = O(e ° )), konvergiert das zweite Integral fir alle s,

und zwar absolut und gleichm&Big auf kompakten Mengen, es stellt also
eine ganze Funktion von s dar. Weiter gilt

1 n+s 1 b
f(3 pe®)esTae= 7 b & | = J = (o>1),
O ‘n<N n n<N o n+s 0 n<N n+s
also
bn 1 n s-1
I,(s) = EN st é (f(t) - XN b t )t dat (o>1) ,
n< n<

wobei das Integral wegen (4) fiir alle s mit Re(s) > -N absolut
und auf kompakten Mengen gleichmdBig konvergiert, also in diesem Ge-
b
n

biet eine holomorphe Funktion darstellt. Die Funktion T (s)w(s) - Z TS

hat also eine holomorphe Fortsetzung in die Halbebene Re(s) > -N.

Da N beliebig gro8 gewdhlt werden kann, folgt, daB T (s)¢(s) eine
meromorphe Fortsetzung auf ganz € hat, die bis auf (eventuelle)
einfache Pole bei s = -n (n =--1, 0, 1, 2, ...) mit Residuum bn
holomorph ist. Da die Funktion 1/T(s) ganz ist und fiir s = O,

s =-1, s = =2, ... verschwindet, ist ¢(s) bis auf einen einfachen
Pol bei s =1 mit dem Residuum b_1 holomorph. Durch Vergleich der
Residuen von T(s)@(s) und T(s) (vgl. Aufgabe 3, §3) erhdlt man
die Werte (2).

Als erstes Beispiel nehmen wir ¢(s) = ¢(s), die Riemannsche Zeta-
- funktion. Hier ist a, = 1, also
-]
£(e) = § et
n=1 e -1

mit der asymptotischen Entwicklung (hier sogar konvergent fir t < 27)

1 ‘g B
f(t) ~— +
t
n=0

n+1 n
)T & v

und der Satz gibt sofort die holomorphe Fortsetzung von g(s) - E%T
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auf die ganze Ebene sowie die in §4 erhaltenen Werte
1

-3 (n =0) ,
2
B B
t(-n) = (-7 1%;%-= - ;r? (n > 1, n ungerade) ,
(o} (n > 2, n gerade) .

Wir betrachten jetzt einen Dirichletschen Charakter x (mod N)
und setzen a = x(n), o(s) = L(s,x) 1in Satz 1. Wegen der Periodizi-
tdt der Koeffizienten gilt dann

nt

£(t) x{(n) e

1

1]
e~ 8

n

2

-mt e—(m+N)t + e—(m+2N)t

x(m) (e + + ...)

W\
[ax]

x(m) =g .
n=1 1-e

]
o~

Die Funktion e—mt hat fiir t - O die asymptotische Entwicklung

o k
) 1%??—-tk und die Funktion ———Eﬁz
k=0 -

r
© (-1)TB -
———= (nt)""", wobei die B_ Bernoullische zahlen sind (s.

r=0 £
(4.7)). Es gilt also

hat die Entwicklung
1~-e

®  © k+r mk N1:'-1

N
£(t) ~ I x(m)
n=1 kzo r£0 rlk! !

d.h. eine asymptotische Entwicklung der Gestalt (3) mit
? ; (_1)k+rBrmkNr-1
() b_ = X (m) (n > -1) .
n m=1 k,r>0 kiri
k+r=n+1

Fir n = -1 reduziert sich diese Summe auf

3
b_, =z X(m) ,
1 N m=1
was flir x # Xo verschwindet (§5, Satz 2); nach Satz 1 138t sich
also L(s,Xx) in diesem Fall zu einer fiir alle s holomorphen Funk-
tion fortsetzen. Flir x = Xo ist
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und L(s,x) hat einen einfachen Pol mit Residuum i—%‘—)- bei s =1,
in Ubereinstimmung mit (6.3).
Wir kdnnen (5) etwas bequemer schreiben, wenn wir die durch

¥ on k
(6) B (x) = kgo () Byx X

definierten Bernmoullischen Polynome einfiihren, also

Bo(x) =1,
=x - 4
Bl(x) =X 5
B2(x)=x2-x+%,
-3 _3 .2 1
Bs(x)—x 5 X +6x,
Dann ist ndmlich
b =Lﬂ N® tg (m) B &)
n = (a+N)! nip X PN

und wir erhalten aus Satz 1 den

s
n
(Re(s) > 1) die entsprechende L-Rethe. Dann 1dBt sich L(s,y) meromorph auf
die ganze Ebene fortsetzen, und zmwar holomorph bis auf einen einfachen Pol mit

Residuwnﬁ-(ﬁt!-)- bet s = 1 fur x=x0,undesg1llt

-]
SATZ 2: Sei X ein Dirichletscher Charakter modulo N und L(s,x) = |} x{n)
n=1

n N
_ _ N m _
(7) L(-n,x) = mm£1 x(m) B G n=0,1,2, ...) .
Als Beispiel des Satzes haben wir
1 N
(8) L(O,x) =-§ Ll x(m)m (x * xg) -

n=1

Die Bernoullischen Polynome, die in der Mathematik in vielen Zu-
sammenhéngen vorkommen, haben sehr sch®ne Eigenschaften. Aus (6) er-
hélt man sofort die Formeln

(9)

B
n

(10) LB (x)=nB
dx n-
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(die zusammen eine zweite, induktive Definition der Polynome Bn(x)
liefern), sowie die erzeugende Funktion
n xt

o0
t te
(1) }J B_(x) == =
n=0 o n! et-1

(die ebenfalls als Definition der Bn(x) dienen kann). Aus der er-
zeugenden Funktion erhdlt man zwei weitere Eigenschaften der Polynome
Bn(x): die Symmetrie

n

(12) Bn(1-x) = (-1) Bn(x)
und die Rekursion

_ n-1
(13) Bn(x+1) = Bn(x) + nx .

Es ist librigens wegen der aus (13) folgenden Formel fiir Potenzsummen
n n _ Bpy (N#1)-B,, (0)

_ n+1
(14) 17"+ 2+ ... + N = 7

= E (-1)k ) B Ef:l:i
ko x) Bx neix ¢

daB Jakob Bernoulli die nach ihm benannten Zahlen Bk eingefiihrt hat.
Wegen x(—])2 = x(1) = 1 gilt fiir jeden Dirichletschen Charakter
x entweder x(-1) = +1 oder x(-1) = -1; wir nennen ¥ im ersten
Fall gerade und im zweiten Fall ungerade . Der triviale Charakter ist
z.B. immer gerade. Mit Hilfe von (12) erhdlt man nun leicht das fol-

gende Korollar zu Satz 2:
KOROLLAR: Aufer im Falle N = 1, n = O gilt fir alle x und alle n > O
x(-1) = (D" = L(-n,x) =0,

d.h. die L-Reihe von einem geraden bazw. ungeraden Charakter verschwindet an den

negativen geraden bzw. ungeraden Stellen.

Das Korollar sowie seine Umkehrung (d.h., da8 L(-n,Xx) nur fiir
die genannten Werte von n verschwindet) k&nnen auch aus der Funk-
tionalgleichung der L-Reihe L(s,x) abgeleitet werden. Wegen ihrer
grofen Bedeutung filir die analytische Zahlentheorie werden wir diese
Funktionalgleichung hier angeben, obwohl sie in diesem Buch weder be-
wiesen noch verwendet werden wird. Wir k&nnen uns dabei auf primitive
Charaktere beschrédnken, da fiir einen von einem Charakter X4 indu-



zierten Charakter x (mod N) die elementare Beziehung

L(s,x) = I

(1 _ Xl(P)
pIN

) * L(Ser)
p

zwischen den L-Reihen gilt. Die Funktionalgleichung fiir x primitiv ist

Tr—s/2 N s/2 I.(_S_tﬁ) L(s,x)
(15)
- _6G "-(1—5)/2 (1~ S)/Z 1 s+6

15w

dabei ist X der zu x konjugierte Charakter, § gleich O bzw. 1
’ N
fir x gerade bzw. ungerade und G die GauBsche Summe Y x(n) e2"in/N.
n=1
Der Faktor -—S-G——V__ in (15) hat stets den Absolutbetrag 1.
i VN

—_—) L(1-51X) H

Aus der Funktionalgleichung und Satz 2 erhdlt man die Werte von

L(n,x) fir n > 1, x(-1) = (-)"; z.B. liefern (8) und (15)
L(1,x) = - 1r12G Z X(m) m
N° m=1

nicht bewiesen "haben und ohnehin auf diese Weise nur die Hilfte der
F4lle erledigen kdnnen, werden wir in §9 einen anderen Weg zur Be-
rechnung von L(1,x) beschreiben.

Wir schlieBen mit einer kleinen Tabelle von Werten von L-Reihen
an negativen ganzen Stellen fiir die in §5 bestimmten primitiven
reellen Charaktere Xp*

Tabelle 1. Werte von L(—n,xD)

D -3 -4 -7 -8 -1 -5 -19 -20 -23 =-24 -31 ~-35
1 1
L(o, )(D) 3 5 1 1 1 2 1 2 3 2 3 2
1 1 1 8 3
- -2- L(-Z,XD) § T ‘7 E 3 8 1 15 24 23 48 54
1 1 5 57 1275 ‘
3 L(-4,xD) 3 1 16 T T 496 1345 1761 3408 3985 12960 21186



D 1 5 8 12 13 17 21 24 28 29 33
Tl |y 2 0% 11 2 2 3 4 3 6
L) o5 1 5 23 29 82 154 261 452 471 846
- LSy (o 2 381 181 3303 11582 35042 76083 177844 211833 445386
Aufgaben:

1. Man beweise die erste Aussage von Satz 1 (ndmlich, daB sich aus
der Existenz einer asymptotischen Entwicklung (1) die holomorphe
Fortsetzbarkeit von ¢(s) sowie die Werte (2) ergeben) auf fol-
gende Weise:

a) Die Aussage gilt fiir ¢(s) = n > und daher fiir jede endliche
Dirichletsche Reihe.

b) Fir ¢ und f wie im Satz folgt aus £(t) = O(t}) (t » 0),
da8 ¢(s) in die Halbebene Re(s) > -N holomorph fortsetz-
bar ist und da8 ¢(-n) =0 flir 0 < n < N.

c) Fir vorgegebene bo, ceoy bN_1

gibt es eine endliche Dirichlet-

sche Reihe, deren zugehdrige Exponentialreihe fiir t - O gleich

b t" + o(tV) ist.
0<n<N

2. Man verifiziere die Eigenschaften (9) - (14) der Bernoullischen

Polynéme.
3. 8ei f(s,a) = J (n+a) ® (Re(s) > 1, a > 0) die Huwitzsche
n=0
Zetafunktion. Mit Hilfe von Satz 1 zeige man, daB8 Z(s,a) - E%T
eine holomorphe Fortsetzung in die ganze Ebene hat und fir

s =0, -1, -2, ... die Werte

= -
t(-n,a) = = = B ., (a)

annimmt. Insbesondere folgt Satz 2 aus der Identitit

N
L(s,x) =N ° J x(m) ;(s,%) und (13) aus der Identitit
m=1
a™S + ¢(s,a+1).

L}

t(s,a)

4. Man zeige, daB Bn(%) = =(1 = 21-n)Bn, und allgemeiner, das

k-1 .
-1
B, (kx) = x" 5£0 Bn(x+%) (k =1, 2, ...) .



5. Man beweise die Euler-Maclaurinsche Summationsformel

K
N N k-1 (-nF B
I £y = f £oax + ] —— kL (R () | g 06D )
r=1 0 k=0  (k+1)!
K N
-1 (K
- éBK(x—[x]) £®) (xyax

wobei K > 1 und N natiirliche Zahlen sind, f(x) eine gentiigend
oft differenzierbare Funktion auf [O,N] ist und [x] den ganz-
zahligen Teil von x bezeichnet. Formel (14) ist der Spezialfall
f(x) = xn, N > n.

Hinweis: Der Fall N = 1 folgt aus (10) durch partielle Integra-
tion; den allgemeinen Fall erhilt man, indem man diesen Spezialfall
auf f(x), £(x+1), ..., f£(x+N-1) anwendet und summiert.
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Literatur zu Teil I

Die analytischen bzw. formalen Eigenschaften von Dirichletschen

Reihen werden in

G.H. Hardy und M. Riesz, The General Theory of Dirichlet's Series, Cam-—
bridge Tracts No. 18, Cambridge 1915

bzw.

G.H. Hardy und E.M. Wright, 4n Introduction to the Theory of Numbers,

Oxford University Press, Oxford 1971, Kap. XVI, XVII
(in deutscher Ubersetzung erschienen bei Oldenburg, Miinchen 1958) aus-
fiihrlich behandelt, wobei das zweite Buch auch sonst als Einfiihrung
und Nachschlagewerk fiir die elementare Zahlentheorie sehr zu empfehlen
ist. Beide Themen werden auch in

T.M. Apostol, Introduction to Analytic Number Theory, Springer-Verlagq,

New York-Heidelberg-Berlin 1976, Kap. 2, 11
behandelt. Die Eigenschaften der Gamma‘funktion werden in fast jedem
Buch iiber Funktionentheorie und in vielen {iber analytische Zahlen-
theorie angegeben, z.B.

L.V. Ahlfors, Complex Analysis, McGraw-~Hill, New York 1966, §5.2.4.

Fiir die Mellin-Transformation und ihre zahlentheoretischen Anwendun-

gen siehe etwa

H. Rademacher, Topics in Analytic Number Theory, Grundlehren 169, Sprin-
ger-Verlag, New York-Heidelberg-Berlin 1973, Kap. 3.

Das beste Werk speziell {iber die Riemannsche Zetafunktion ist

H. Edwards, Riemann's Zeta Function, Academic Press, New York-London
1974,

wdhrend die allgemeine Theorie der Dirichletschen Charaktere und L-
Reihen im oben zitierten Buch von Apostol (Kap. 6, 12) und in

H. Davenport, Multiplicative Number Theory, Markham, Chicago 1967,

C.L. Siegel, Analytische Zahlentheorie I, II, vervielfdltigte Vorlesungs-
ausarbeitung, Gottingen 1963,

die beide ausgezeichnet sind, behandelt wird.



Teil Il. Quadratische Kdrper und ihre Zetafunktionen

§8 Bindre quadratische Formen

Neben dem Beweis des Satzes, daB arithmetische Folgen unendlich viele
Primzahlen enthalten, war der Wunsch, Klassenzahlen bindrer quadrati-
scher Formen ausrechnen zu kdnnen, einer der Hauptgriinde Dirichlets,
Charaktere und L-Reihen einzufihren. Was diese Klassenzahlen sind und
wie sie mit L-Reihen zusammenhingen, wollen wir in diesem Paragraphen
erlédutern, wobei wir im wesentlichen Dirichlets Argument folgen werden.

Als erstes miissen wir etwas iliber die Theorie der quadratischen
Formen erzdhlen, die fast ganz von GauB8 in den Disquisitiones Arithmeticae
entwickelt wurde. Der Ausgangspunkt dieser Theorie ist die Frage nach
der Ldsbarkeit von quadratischen Diophantischen Gleichungen, z.B. der
Nachweis, daB die Pellsche Gleichung

(1) t2 - pu? = 4

flir jede Nichtquadratzahl D > O eine L&sung mit u # O hat oder
der Fermatsche Satz, daB jede Primzahl p = 1 (mod 4) eine Darstel-
lung

2 2
(2) P=x +y
zulipt. AuBerdem interessiert man sich fiir die 4Anzahl der L&sungen,
z.B fiilr die Tatsache, daB die Darstellung (2) bis auf die Reihenfolge
von x und y eindeutig ist. Allgemein ist eine bindre quadratische
Form ein Ausdruck der Gestalt

(3) f(x,y) = ax2 + bxy + cy2 ’

wobel  a, b, ¢ (die Koeffizienten der Form) als fest und x, y als
verinderlich anzusehen sind. Wir werden stets annehmen, daB die Ko-
effizienten a, b, ¢ in Z liegen und auch, da wir nur bindre Formen
(d.h. Formen in zwei Variablen) betrachten, das Wort "bindr" hdufig
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weglassen. Die Hauptfrage ist dann, fiir eine gegebene quadratische
Form f und ganze Zahl n die L&sungen der Gleichung f(x,y) =n
(x,y € Z) 2zu beschreiben.

Sei ($ S) eine 2 x 2 Matrix mit ganzzahligen Koeffizienten
und Determinante 1. Ersetzen wir x wund y in (3) durch

' ax + By .,

(4)

y ¥x + 8y ,

so geht (3) in die Form a'xz + b'xy + c'y2 mit

(5) a'x? + b'xy + c'y? = a(ax+8y)2 +b(ax+By) (yx+8y) + c(yx+dy) 2,
d.h. mit

a' = aa2 + bay + cy2
(6) b' = 2aaB + b(ad + By) + 2cy8

c' = ap® + bps + c82 ,

iber. Die Frage, ob fiir eine Zahl n die Gleichung

(7) ax2 + bxy + cy2 =n

ldsbar ist, ist jetzt offensichtlich mit der Frage #quivalent, ob
) 2 1 L] 2

(8) a'x” + b'xy + ¢'y =n (x, vy €X)

16sbar ist, denn jede L&sung von (8) liefert wegen (5) eine L8sung
(ax + By, Yx + 8y) von (7), und umgekehrt filhrt jede L&sung von (7)
vermdge der zu (4) inversen Transformation

x = 8x' - By'

)

y = -yx' + ay'

zu einer L&sung von (8). Es gibt also eine natiirliche bijektive Kor-
respondenz zwischen den L¥sungsmengen der Gleichungen (7) und (8),
und da wir uns ja gerade fir diese LYsungen interessieren, ist es
natiirlich, die entsprechenden quadratischen Formen als #quivalent zu
betrachten. Dies filhrt zu folgender

-
Definition: Zwei quadratische Formen f(x,y) = ax2 + bxy ¥ cy2 und

f'(x,y) = a'x2 + b'xy + c'yz heiBen dquivalent, falls sie unter einer
Substitution (3 g), a, By Y, § €EZ, a6 - By = 1 wie in (5) inein-
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ander ibergehen, d.h. falls die Koeffizienten von £ und £' durch
(6) verkniipft sind.

Da die Menge SLZ(Z) der Matrizen (3 2) mit o, B, v, § € X,
ad - By = 1, eine Gruppe bildet, also unter Inversenbildung und Zu-
sammensetzung abgeschlossen ist, ist es klar, daB diese Relation sym-
metrisch und transitiv, also wirklich eine Aquivalenzrelation ist.

Wieviele HKquivalenzklassen gibt es? Sicherlich unendlich viele,
denn - wie man leicht nachpriift - die Diskriminante

(9) D = b% - 4ac

einer Form (3) ist eine Invariante der Kquivalenzklasse (d.h., sie
bleibt unverdndert unter der Transformation (6)), und es gibt umge-
kehrt zu jeder Zahl D mit

(10) D=0 oder 1 (mod 4)

mindestens eine Form der Diskriminante D, ndmlich die Grundform

x% - ° v, falls D = O (mod 4)

(11) f. (x,y) =
1 2 1-D 2

X+ xy + =y, falls D = 1 (mod 4) .

Eine vernlinftigere Frage wire also: wieviele Equivalenzklassen von

Formen gibt es mit gegebener Diskriminante? Das erste Hauptergebnis

besagt, daB es nur endlich viele gibt:

SATZ 1: Set D € Z, D kein Quadrat. Dann gibt es nur endlich viele Aquivalens-
klassen von quadratischen Formen mit der Diekriminante D.

Bemerkung: Die Behauptung des Satzes bleibt richtig fiir D ein
Quadrat, D # O (s. Aufgabe 1). Formen mit quadratischer Diskriminante
werden wir im folgenden aber nicht betrachten, da diese in lineare
Faktoren zerfallen.

Beweis: Wir zeigen, daB jede Form f = ax2 + bxy + cy2 zu einer Form

a'x2 + b'xy + c‘y2 dquivalent ist, deren Koeffizienten den Ungleichun-
gen

(12) - Ib'l < la'l < lc*|

gentigen. Dijfl Behauptiung folgt dann, da es nur endlich viele Zahlen-
tripel (a', b', c') gibt, die (12) erfiillen und einen gegebenen
Wert b'2 - 4a'c' = D haben: es ist némlich



Ipl = Ib'2-4a'c'l > 14a'c'l - 1b'12

a1a'1% - 1a"1? = 322,

w

also
2
14
a1 <Vl bl < atn, o = B2D,

so da8 nur endlich viele Werte fiir a', b', ¢' in Frage kommen. Um
(12) zu erreichen, wdhlen wir a' als die dem Absolutbetrag nach
kleinste Zahl, die durch f darstellbar ist. Dann gibt es Zahlen «a
und Yy mit

a' = aa2 + bay + cyz ,

und der grfte gemeinsame Teiler r von. a und y muB gleich 1
sein, weil a‘/r2 durch f darstellbar ist. Wir kdnnen also Zahlen
B und ¢ so wdhlen, daB ad - By = 1 1ist; dann transformiert (a g)
die Form £ in eine Form a'x2 + b"xy + c"y2 mit a' als erstemY
Koeffizienten (vgl. (6)). Wir wdhlen dann eine ganze Zahl n so, das
b':= b" - 2a'n dem Absolutbetrag nach kleiner gleich a' 1ist. Wegen

a'(x - ny)2 + b"(x - nyly + c"y2

2 2 2

= a'x" + (b" - 2a'n)xy + (a'n” - b"n + c")y

ist dann a'x2 + b"xy + c"y2 (und somit auch £f) zu einer Form

a'x2 + b'xy + c'y2 dquivalent mit |b'l < la'l (oder sogar =-la'l
< b' < |a'{). schlieBlich ist nach Wahl von a' automatisch Ic'|
> {a'l, also (12) erfiillt. Damit ist der Satz bewiesen. Dieser Beweis,

der ineffektiv ist (wie findet man a'?), kann durch einen effektiven
Algorithmus ersetzt werden; dieser Algorithmus wird durch das FluBdia-
gramm

1
pein |(a,b,c) durch

2 :]
(a,b,c) durch (a,b-2na,c-nb+n"a) ersetzen
ersetzen, wo n €Z so éewéhlt lel > lal? (e, d,a)
ist, da8 -lal <b - 2na < lal - Stop. Die Form

Ja J(a,b,c) erfillt (12)

verdeutlicht und bricht deswegen nach endlich vielen Schritten ab,
weil Jal bei jedem Umlauf um mindestens 1 heruntergeht.

Die Aussage des Satzes folgt auch aus den spdter in diesem Para-
graphen ausgefiihrten Uberlegungen iber Darstellungsanzahlen.

Wir wollen die Klassenzahl von D, also die Anzahl der Xquivalenz-
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klassen von quadratischen Formen der Diskriminante D, einfilhren und
studieren. Neben der Diskriminante gibt es aber zwei weitere elementare
Invarianten von gquadratischen Formen, und wir wollen die Einteilung von
Formen in Aquivalenzklassen verfeinern, indem wir auch diese fest-
legen. Die Invarianten sind:

1) der g.g.T. der Koeffizienten von f,
2) das Vorzeichen des ersten Koeffizienten, falls D < O.

In der Tat, wenn a, b und c¢ durch r teilbar sind, ist r nach
(6) auch ein Teiler von a', b' und c¢'; es gilt also (a,b,c)l
(a',b',c') und wegen der Symmetrie dann (a,b,c) = (a',b',c'). Sind
ax2 + bxy + cy2 und a'x2 + b'xy + c'y2 dquivalent und D < O, so
ist nach (6)

(13) aa' = azaz + abay + acy2 = (aa + %by)2 + %IDIY2 >0,
also haben a und a' dasselbe Vorzeichen. Ist dieses Vorzeichen
positiv, so ist f(a,y) wegen (13) fir alle (a,y) # (0,0) positiv;
die Form heift dann positiv-definit. Ist a < O, so stellt f nur ne-
gative Zahlen dar und heiBt negativ-definit. Die Aquivalenzklassen von
quadratischen Formen zerfallen also.fiir D < O in zwei Typen, je
nachdem, ob sie positiv- oder negativ-definite Formén enthalten; wir
brauchen nur die positiv-definiten zu betrachten, da die negativ-de-
finiten Formen durch Multiplikation mit -1 aus ihnen entstehen. Wir
kdnnen uns auch auf Formen beschré&nken, fiir die der g.g.T. der Koeffi-
zienten gleich 1 1ist - solche Formen heiBen primitiv - weil eine Form
der Diskriminante D mit (a,b,c) = r einfach r mal eine primitive
Form der Diskriminante D/r2 ist. Wir definieren also die KXlagsenaahl
von D als )

Anzahl der Xquivalenzklassen von primitiven
quadratischen Formen der Diskriminante D,
falls D > O,

h(D) =
Anzahl der Hquivalenzklassen von positiv-
definiten primitiven Formen der Diskriminante
D, falls D < O.

Diese Anzahl ist nach Satz 1 endlich. Sie ist Null, falls (10) nicht
erfiillt ist, da dann (9) keine L8sung hat, ist dagegen > 1, falls
(10) erfillt ist, da es dann immer mindestens die Grundform (11)
gibt. Wir fiigen eine kleine Tabelle von Klassenzahlen bei. (Wie man
diese Werte berechnet, werden wir spdter sehen.)



D | -24 -23 -20 -19 -16 -15 =12 -11 -8 -7 -4 =3

h(D) 2 3 2 1 1 2 1 1 1 1 1 1

D 1 4 5 8 9 12 13 16 17 20 21 24 25 28 29

h (D) 1 1 1 1 2 2 1 2 1 3 2 2 4 21

Warnung: Es gibt zwei Begriffe von Aquivalenz (und damit auch
zwei Klassenzahlen), die in der Literatur gebraucht werden. Die oben
eingefiihrte Kquivalenz beziiglich SL2 (Z) heiBt Aquivalenz im engeren
Sinne. Die Aquivalenz im weiteren Simme ist definiert durch die Formel:
f' ~ £, falls

(14) f'(x,y) = uf(ox+By,yx+8y) ,

wobei (z S) eine 2 x 2 Matrix mit ganzzahligen Koeffizienten und
Determinante ad - By = p = 21 ist. Dieser letzte Begriff (aller-
dings h#dufig fehlerhaft definiert, indem der Faktor u in (14) fehlt)
wird in vielen Lehrbiichern zugrundegelegt und die Klassenzahl h(D)
entsprechend definiert als die Anzahl der Aquivalenzklassen von primi-
tiven quadratischen Formen der Diskriminante D (nicht notwendig
positiv-definit, falls D < O) im weiteren Sinne. Diese andere Klas-
senzahl, die wir mit hO(D) bezeichnen werden, stimmt fiir D nega-
tiv mit unserer Klassenzahl iiberein, da die Transformationen (14) mit
W = -1 einfach die positiv- und negativ-definiten Formen vertauschen.
Fir D >0 gilt hy(D) = h(D) oder h(D) = 1 (s. aufgabe 5).
- Sei jetzt £ eine quadratische Form. Wir wollen wissen, welche
Zahlen f darstellt und wie oft, d.h. die L8sungen der Diophantischen
Gleichung

(15) f(x,y) = n (x, v € Z)

untersuchen. Auf der Menge dieser L&sungen gibt es eine natirliche
Aquivalenzrelation. Ist némlich ($ g) € SLQ(Z) eine Matrix mitzder
Eigenschaft, daB die durch (6) definierte quadratische Form a'x

+ b'xy + c'y2 mit £ {ibereinstimmt, dann filhrt die Transformation
(4) offenbar eine Ldsung von (15) in eine andere liber. In diesem
Falle nennen wir ($ g) einen Automorphismus von f. Es ist klar, das
die Automorphismen von f eine Untergruppe U. von SLzaz) bilden;

nach (6) ist

£

ue = {(®8) est (I)l @ ac® + bay + cy? = a,
(16) £ Yy § 2
@ 2a08 + bBy + bas + 2cy6 =b, @ 882+b86+c62=°}.



Wir definieren die Darstellungeanzahl R{(n,f) von n durch die Form £
als die Anzahl der unter der Operation von Uf indquivalenten L&sun-
gen der Gleichung (15). Es wird sich herausstellen, daB8 R(n,f) end-
lich ist. Offenbar hdngt sie nur von der Aquivalenzklasse von f ab.
Wir definieren die Gesamtdarstellungsanzahl R(n) von n durch Formen der
Diskriminante D als

h(D)
(17) R(n) = } R(n,fi) '

i=1
wobei £l eees fh(D) Reprisentanten der Kquivalenzklassen von pri-
mitiven bin#éren quadratischen Formen der Diskriminante D sind (po-
sitiv~ bzw. negativ-definit, falls D < O und n positiv bzw. nega-
tiv ist).

Fiir die einzelnen Darstellungsanzahlen R(n,fi) ist kein ge-

schlossgner Ausdruck bekannt; man kann i.a. nur den Mittelwert
ADw L, Rty |
anzahl R(n) in geschlossener Form angeben. Die Schritte zur Berechnung
der Klassenzahl nach GauB und Dirichlet werden also die folgenden sein:

berechnen. Dagegen l&8t sich die Gesamtdarstellungs-

i) Bestimmung der Struktur der Automorphismengruppe Uf ;
ii) Berechnung von R(n) (also auch von deren mittlerem Wert);
1ii) Berechnung der mittleren Werte der R(n'fi) + 1 <1 <h(D);

iv) Bestimmung von h(D) durch Vergleich von ii) und iii).
Diese vier Schritte werden in den nichsten vier S&tzen durchgefiihrt.
SATZ 2: Set f£f(x,y) = ax2 + bxy + cy2 eine primitive quadratische Form der
Diskriminante D, D keine Quadratzahl. Dann liefert die Abbildung

t—2bu - cu
(18) (t,u) »
t+bu
au P

eine Bijektion azwischen der Menge der L¥sungen (t,u) der Pellschen Gleichung (1)
und der Automorphismengruppe von f. Diese Bijektion ist ein Gruppenisomorphismus
bestiglich der Kompositionsregel

t,.t, + Du u t.u, + u t )
_ 172 172 172 172
(19) (tl'ul) °(t2lu2) "( 5 7 2

fur Lésungen von (1). Die Gruppe U, iet fur D < O endlich, und awar azyklisch
von der Ordnung

6 fir D
(20) w= {4 fir D

2 fir D < -4

"
[
w

~

i
1
>

~
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Fiir D > O ist U TZ x R/2.
Beweis: Aus (16) finden wir fiir (3 2) € Uf
2 2
ap = B(aa” + bay + cy’) (wegen @)

a(aaB + bBYy) + CBY2

a(-cys) + CBY2

(da wegen (2) 2(aaB + bRy + cyd) = b(1 - a§ + By) = 0)
= =-cy (wegen a6 - By = 1)
und analog
2 2
c(a-§) = a(ap” + bBS + c8“) ~ c$ (wegen (3))
= B(aoB + cyd§) + baBs (wegen a8 - By = 1)
= -8(bBy) + baBs (wieder wegen aaf + bBy + cyé =
= Bb ,
Y . 8-a_ -8B - . : . .
also a5 - o ba (a,b,c) = 1 ist, ist dieser gemeinsame Wert
eine ganze Zahl u; mit t = o + § haben wir dann
a = t:?u , § = E%?B ’ = =~-cu , Yy = au ,
und aus a8 - By = 1 folgt dann t2 - Du2 = 4. Umgekehrt findet man
durch Einsetzen, daB8 die Matrix in (18) ein Automorphismus von f ist.
DaB die Matrizenmultiplikation der Regel (19) entspricht, ergibt sich
ebenfalls durch direktes Rechnen.
Ist jetzt D < O, so ist t2 - pu? > t? una t? - pu? > IDqu;
also hat (1) nur Ldsungen fiir |t| < 2, |ul < 2, und zwar
(t,u) = (£2,0) oder (*1,x1) fir D = -3 ,
(21) (t,u) = (22,0) oder (0,%1) fiir D= -4 ,
nur (t,u) = (£2,0) , falls D < -4 .
Damit ist gezeigt, das8 die Anzahl der L&sungen von (1) gleich der in
(20) angegebenen Zahl w ist. Wenn wir fiir jede L&sung (t,u) von (1)

(22) e = E;IiEKE , et = E_:iﬂlﬁ (ee' = 1)

setzen (bei fester Wahl von VD), dann entspricht (19) einfach der

Multiplikation der entsprechenden Zahlen ¢€; wir erhalten also durch

0)



a B = a8 5
(23) (YG)»E—2+§Y;\/D

einen injektiven Homomorphismus von Uf in ¢*. Fiir D < O haben
wir nach (21)

€ = 1 oder w fir D = -3
(24) € =21 oder i fir D = -4
e = %1 fir D < -4 ’

also genau die w-ten Einheitswurzeln; das zeigt, daB U zyklisch

ist. (Man kann natiirlich auch direkt nachrechnen, daB alle L&sungen
(21) unter dem Gruppengesetz (19) Potenzen von (1,1) bazw. (0,1)

bzw. (-2,0) sind.)

Fir D > 0 1liefert (23) eine Injektion Uf -» IR*. Das Bild ist
eine Untergruppe von 1IR*, die -1 enthdlt. Da (mit der positiven
Wahl von VD) die Zahl e in (22) fiir t, u > O mindestens gleich
1—+2—‘/—5 > 1 ist, ist das Bild nicht dicht in IR*. Es gibt also nur
zwei Moglichkeiten: entweder ist die Pellsche Gleichung nur trivial
(d.h. mit u =0, t = £2) lésbar und U, = {t(; )}, oder es gibt

eine kleinste L&sung (to,uo) von (1) mit to, u., > O und die Menge

Ot +u VD
der & in (22) ist gleich {:egln € T} mit €y = ——0—2—0 , also
Uf ¥ Z x /2. Wir werden spidter sehen, daB stets der zweite Fall zu-
trifft, womit auch die letzte Behauptung des Satzes bewiesen sein
wird. Die Zahl ¢ heiBt die Grundeinheit der Form f. Sie h&ngt nur
von D ab.

Der Einfachheit halber formulieren wir den ndchsten Satz und sein
Korollar nur fir Fundamentaldiskriminanten. Fir den allgemeinen Fall

s. Aufgabe 8.

0

SATZ 3: Sei D eine Fundamentaldiskriminante, n * O eine ganze Zahl. Dann
wird die Gesamtanzahl R(n) der Darstellungen von n durch (primitive) Formen der
Digkriminante D durch

(25) R(n) = ] xp(m)

min
gegeben, wobei m uber alle positiven Teiler von n lduft und xD(m) der in §5
eingefihrte Charakter ist. Insbesondere sind R(n) und somit alle R(n,f) end-
lich.

Bemerkung: Die rechte Seite von (25) ist identiscb mit der in (6.10)
eingefilhrten Summte p(n). Somit erhalten die in §6 fiir den Nachweis
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von L(1,X) # O benutzten Ungleichungen (6.12) eine anschauliche Be-
deutung, da offensichtlich R(n) > O und R(n2) > 0 1ist (ein Qua-
drat hat immer eine Darstellung durch (11) mit y = 0).

Beweis: Da es keine imprimitiven Formen der Diskriminante D gibt,
kénnen wir den Zusatz "primitive" im Satz weglassen. Sei R*(n) die
Anzahl der indquivalenten primitiven Darstellungen von n durch For-
men der Diskriminante D (eine Darstellung (15) heiBt primitiv, falls
x und y teilerfremd sind). Offensichtlich ist

(26) R(n) = | Re(S
g1 g
gzln

da jede Darstellung Vielfaches einer primitiven ist. Der Hauptschritt
im Beweis ist der Nachweis der Formel

(27) R*(n) = #{b (mod 2n)|b® = D (mod 4n)} .

Der Beweis von (27) stilitzt sich auf folgendes allgemeine Prinzip.
Sei G eine Gruppe, X und Y 2zwei Mengen, auf denen G operiert,
und S < X x ¥ eine unter der Diagonaloperation von G invariante

Teilmenge. Wenn zwei Elemente s = (x,y), s' = (x',y') € S unter G

1

dquivalent sind, also (x',y') (gx,gy), so sind insbesondere ihre
ersten Komponenten G-&quivalent. Wir k&nnen also die Bahnenmenge S/G
analysieren, indem wir erst X/G beschreiben und dann fragen, wie-
viele Elemente von S/G ein gegebenes Element von X/G als erste
Komponente haben. Als Vertreter fiir diese Bahnen k&nnen wir Paare
(x,y) nehmen, deren erste Komponente ein fester Vertreter der gege-
benen Bahn in X/G ist. Zwei solche Paare (x,y) und (x,y') sind
genau dann &dquivalent, wenn y' =gy mit g € G, gx = x; die besag-
ten Bahnen stehen also in eineindeutiger Korrespondenz mit den Bahnen
von Y = {y € Yl(x,y) € S} unter der Operation des Stabilisators

G, = {g € Glgx =x} von x in G. Insbesondere gilt fiir die Anzahl

X
der Bahnen die Formel

(28) 1S/Gl = ly./G | ,
XGE/G x X

falls beide Seiten endlich sind, und durch Rollenvertauschung natir-

lich auch

(29) Is/Gl = '} 1X_/G_1 .
YEY/G Yy Y

Wir wenden diese Formel an mit
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sL,@) = (3 §)la, B, v, €2, a8 - By = 11,

{quadratische Formen f(x,y) = ax2+bxy+cy2, b2-4ac = D}

{Zahlenpaare z = (x,y) mit x, y € ¥ teilerfremd} ,

n < X @
]

{(£,2) € X x Y| £(2) =n} .

Dann sind die Elemente von X/G die Aquivalenzklassen von Formen der
Diskriminante D, und fiir f € X ist Yf/Gf die Menge der indquiva-
lenten primitiven Darstellungen von n durch £, also nach (28)

Is/Gl = Y R*(n,f) = R*(n) .
Bquivalenz-
klassen von £

Andererseits konnen wir 1S/G|! durch (29) berechnen. Jedes Element

von Y ist zu (1,0) &quivalent, da es fiir (x,y) € Y Zahlen

_ x =b X =-b, 1 X
a, b €2 gibt mit ax + by = 1, also (y a) € G, (y a)(o) (y).
Somit besteht Y/G aus einer Bahn mit dem Vertreter z = (1,0). Fiir
dieses Element ist G, = {(; f), r €%} und X, die Menge der For-
men f € X mit erstem Koeffizienten a = n, also

2
X, = {nx? + bxy + b4;D yz, b €%, b2 = D (mod 4n)} .

Da die Operation von (; f) €G, durch b -+ b + 2nr gegeben wird,
ist IXz/Gzl gleich der rechten Seite der Formel (27), womit diese
Formel auch bewiesen ist.

Um den Satz zu beweisen, miissen wir noch den Ausdruck in (27) ex-
plizit berechnen und das Ergebnis in (26) substituieren. Fir

r. r r

0 "1 ]

n=2 P, +--Pg (pi ungerade) sieht man aus (27) leicht, das

r0 r1 rs
R*(n) = R*(2 )R"‘(pl )...R*(ps )
mit

(30) R*(p¥) = #{b mod p%) Ib> = D (mod p©)} (p + 2) .

Da die rechte Seite von (25) auch multiplikativ ist, brauchen wir nur
Primzahlpotenzen zu betrachten. Fir p / D (und r > 0) ist die
rechte Seite von (30) gleich O oder 2, je nachdem, ob D ein qua-
dratischer Rest oder Nichtrest modulo p ist; fiir plD ist sie gleich
1 fir r =1 (es gibt nur die L8sung b = 0) und gleich 0 fir
r>1 (da ple). Wenn wir diese Werte in (26) substituieren, finden

wir: r
Rp)= § 2+ ] 1
Oss<§ s=§



falls (2) =+ 1,
p

Rp)= §J o+ J 1
Ogs<§ s=

1 (r gerade) ) i
= = X(P)l
O (r ungerade) o<is<r D

NN

" falls (%) = -1, und
R(p") = ] o+ I
r-1 r-1 r
Oss<=5~ 2853
= 1= 2 XD(pi) ’
O<i<r

falls plID. Somit ist (25) fir n = pr, p ungerade, in allen Fidllen
bewiesen. Den Beweis fiir n = Zr, der &hnlich ist, tberlassen wir

dem Leser.

KOROLLAR: Seien D und Xp wie im Satz. Dann ist der Mittelwert der Gesamtdar-
stellungsanzahlen R{(n) gleich dem Wert der L-Reihe L(s,xD) an der Stelle

s = 1:

R(n)) = L(1,xp) -

I~

(31) Lim (

Nooo

2Zi-

n=1

Beweis: Nach (25) ist

N
! R) = 7} ) Xp (M)
n=1 n<N min
X (m)
L, %o
= l_xpm- } 1+ ] I xplm .
m<WN P k<N/m kW o N D
=k

(In der zweiten Summe, némlich i{ilber die m > VN, ist wegen km < N
automatisch k < VN.) Es ist aber

N N
1 =1[=] ==+ 0(1)
k<N/m m m

und
I xpm = o)
N
- Vﬁfmfﬁ

(da in jedem Intervall (r-1)IDl <m < rID| die Summe von xD(m)
wegen Satz 2, §5, verschwindet und die beiden Endintervalle



W <m< [’iﬁm— + 1] ID| und ['k_IN—DI-] IDI <m < beschrinkte L&nge

haben). Somit ist

|2

R(n) X
nEN m<zvﬁ b

. [vgﬂ Xp ()
m

il

N
(m)-(—+0(1)) + 0(1)
m kf):\/ﬁ

=N

+ O(VN) ,

m=1
woraus die Behauptung folgt.
SATZ 4: Sei f eine primitive, fir D < O auch positiv definite, bindre qua-

dratische Form der Diskriminante D. Damn wird der Mittelwert der Darstellungsan-
zahlen R(n,f) gegeben durch

—2T_ | falls D<O,
1 N wVTD]
(32) lim | } R(n,f)}) =
Noseo =1 log €4
———\[-—_——- , falls D> 0O ,
D

wo w die durch (20) angegebene Ordnung von Ue und ¢ o die Grundeinheit von £
bezeichnen.

Beweis: Dieser Satz wird auf geometrische Weise bewiesen. Sei zundchst
D < 0. Weil lUfl =w <o ist und Uf auf zz - 0 ohne Fixpunkte
operiert, sind jeweils genau w L&sungen von (15) zueinander &quiva-
lent, also die Anzahl R(n,f) der indquivalenten L&sungen gleich

% mal die Anzahl s&dmtlicher L&sungen:
_1 2 2 2
(33) R(n,f) = ;#{(x,y) € Z°lax” + bxy + cy“ = n} .

Somit ist

N 1 2,2 2

} R(n,f) = G H{(x,y) € 2% lax® + bxy + cy® < N}

n=1

Die Ungleichung ax2 + bxy + cy2 < N beschreibt das Innere einer

Ellipse (s. Bild). Dieses Gebiet hat den Flicheninhalt -2V (Aufgabe 6).
. VDI
Fir N groB ist die Anzahl der Gitterpunkte in diesem Gebiet asymp-

totisch gleich dem Fl&cheninhalt (im Bild ist z.B. a =2, b = 3,

c =5, N = 400, Anzahl der Gitterpunkte = 457, 2N _ 451,4), also
VDI
lim f}#{(x,y) € 221ax? + bxy + cy? < N} = 20,

N-so VIDI
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Fir D > 0 ist Uf unendlich, das Argument also anders. Falls
(x',y') eine Ldsung von (15) ist, die aus (x,y) durch Anwendung
der Substitution (4) entsteht, wobei (z g) ein Automorphismus von
f 1ist, der unter (23) der Zahl ¢ entspricht, so ist

X'+¥y'=e(x+b—;a—ﬁy) '

a

wie man leicht ausrechnet. Mit den Abkiirzungen

_-b + VD ot = b = vD
-2 0 =-b - VD

@ a ’ 2a

(so daB ax2 + bxy + cy2 = a(x - O0y)(x - 0'y) gilt) folgt also

X' - 0y' = e(x - Qy) , x' ~0'y' =e'(x - Q'y) ,

x'-0'y' _ =2 x-0'y

x'-0y" x-0y

Da jedes € die Gestalt :teg hat, kdnnen wir genau eine zu (x,y)

dquivalente L¥sung (x',y') finden, die die Bedingungen

1oty
x' —oy' >0, 1 <20y eg

x'-0y' -

erfillt. Das Analogon zu (33) fiir indefinite Formen ist also



n

R(n,£) = #{(x,y) € Z2lax? + bxy + cy’ = n,

- x-0'y 2
x -0y >0, 1< %0y < ey}

Es folgt dann genau wie im Falle D < O, daB der Limes in (32) gleich

lim % . Flicheninhalt von {(x,y) € n@ Iax2 + bxy + cy2 <N,

N-seo '
- x-0'y 2
Xx -0y >0, 1< %oy < €5}

ist. Die Ungleichungen beschreiben einen Sektor einer Hyperbel (s.
5+V21

Bild, wo a =1, b=3, ¢= -3, N = 100, gy = —~5——), dessen Fl&chen-
x\:Qy
AN x‘e'Y_ 2
N, _”;jgy—fh
L. u;z'bxyocy2=N
AN x-6y
o e 0 0 s e . x_ey
{zé&
log €5
inhalt gleich ——7:—- N ist (Aufgabe 7). Hieraus folgt die Behaup-
5 g .

tung des Satzes wie im Fall D < O. Die Existenz der Grundeinheit
folgt ebenfalls: wire n#dmlich Ug = {t1}, so widre' im Widerspruch zu
der Existenz des Mittelwertes von R(n) der Mittelwert von R(n,f)
unendlich, da das Gebiet zwischen der Hyperbel ax2 + bxy + cy2 =N
und ihren Asymptoten unendlichen Fldcheninhalt hat.

Aus den Tatsache?, dag R(n) den endlichen Mittelwert L(1,xD)
hat und daB der Mittelwert von R(n,f) positiv und nur von der Dis-
kriminante abhangig‘ist, erhalten wir neue Beweise fiir die Endlichkeit
der Klassenzahl und fiir das Nichtverschwinden von L(1,xD). Aus Satz 4
und dem Korollar zu Satz 3 erhalten wir (mindestens fiir Fundamentaldis-
kriminanten; fiir den allgemeinen Fall s. Aufgabe 8) das erste Haupt-
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ergebnis Dirichlets, ndmlich eine Beziehung zwischen h(D) und
L(1,xD):
SATZ 5: Sei D eine Diskriminante. Dann ist

wzlfl L(1,xD), falls D < 0O,

(34) h(D) =
vD

ng—s—a L(1,XD). falls D > O .

Im ndchsten Paragraphen werden wir L(l,xD) berechnen und somit
die endgiiltige Klassenzahlformel erhalten.

Aufgaben:

1. Man zeige, daB8 es genau m Kquivalenzklassen von quadratischen
Formen (bzw. ¢(m) Aquivalenzklassen von primitiven quadratischen
Formen) der Diskriminante m2, m > O gibt. Wie ist die Klassifi-
kation der Formen der Diskriminante O? Wie groB ist die Automor-
phismengruppe einer Form, deren Diskriminante eine Quadratzahl bzw.
gleich Null ist?

2, Was sind die Automorphismen der Formen x2 + y2, x2 + xy + yz,

2x2 + 3xy + yz, x2 - Syz, 2x2 + 6xy + 3y2?

3. Wieviele Darstellungen als Summe von zwei Quadraten hat eine unge-
rade Zahl n? (Zundchst Primzahlen betrachten; man braucht
h(-4) = 1.) Vgl. das letzte Beispiel in §2. Wie lautet das Er-
gebnis fiir n gerade?

4. Unter Benutzung von h(5) = 1 zeige man, da8 die einzigen L®sungen
von
t2 - su = 4
durch u = % F2n' t = *(F2n—1 + F2n+1) gegeben sind, wo Fn die
n-te Fibonacci-Zahl bezeichnet (Fo =0, Fl =1, Fn+1 = Fn + Fn_l).

5. Man zeige, daB fiir D > O die Klassenzahlen im engeren und im wei-
teren Sinne durch ho(D) = h(D) oder2 hO(D; = % h(D) verknipft
sind, je nachdem, ob die Gleichung t“ - Du” = -4 eine ganzzahlige
Ldsung hat oder nicht.



73

6. Man verifiziere die im Beweis von Satz 4 benutzten Beziehungen

21N

dx dy = (4ac > bz, a>o0) ,

ax2+bxy+cy25N 4ac-b2

/I - oy
;,ygo 2 v£2—4ac
y<x(eg-1)/(eg6-0")
ax2+bxy+cy2<N
(b2 - 4ac > O, €g und 0, 0' wie im Text).

7. Man berechne ) > - > o .
n=1 9n"~1 n=1 1é6n"=-1 n=1 (25n"~1) (25n“-4)

8. Sei D (¥ 0 und = 0 oder 1 (mod 4)) eine allgemeine Diskrimi-
nante; D 148t sich dann eindeutig als Dor2 schreiben mit r € N
und D0 eine Fundamentaldiskriminante. Sei

Xp (m) , falls (m,r) =1

0
Xpn (M) =
D sonst

der von Xp induzierte Charakter. Man zeige:
0
a) Die Aussage von Satz 3 bleibt filr zu r teilerfremde Zahlen
richtig, d.h.
m m

(n) = Xp (N (= ¥ x, (X)) fiir (n,xr) =1 .
RD m)lzn D\ min DO\

(Es ist hierbei gleichgliltig, ob man die Darstellungen durch
alle oder nur durch primitive Formen betrachtet, da eine zu r
teilerfremde Zahl nicht durch eine imprimitive Form der Diskri-
minante D dargestellt werden kann.)

b) Das Korollar zu Satz 3 bleibt richtig, wenn man den Mittelwert
nur dber die n mit (n,r) = 1 bildet, d.h.

(r)
lim ( Z (n)/ 24x) N) = L(1,xa) -
el oty Fo D
(n,r)=1

Hinweis: Im Beweis des Korollars muB8 man (k,r) = 1, aber nicht
(m,r) = 1 2zu den Summationsbedingungen hinzunehmen, da xD(m)
fir (m,r) > 1 sowieso verschwindet. Es gilt auBerdem

] 1=8 8,60
N

ksﬁ

(k,xr)=1
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c)

d)

Satz 4 bleibt ebenfalls richtig, wenn man den Mittelwert iiber
die zu r teilerfremden Zahlen bildet, weil in jedem groSen
Gebiet der Ebene die Dichte der Zahlenpaare (x,y) mit
(£(x,y),7) = 1 gleich EL jq¢,

Hinweis: Fir plr und f(x,y) = ax2 + bxy + cy2 eine primitive
Form der Diskriminante D k&énnen a und c¢ nicht beide durch
p teilbar sein; ist etwa a 2z2u p teilerfremd und p % 2, so
folgt aus 4af(x,y) = (2ax+by)2 (mod p), daB

#{(x,y) mod p|plf(x,y)} = p(p - 1)

Formel (34) (Satz 5) bleibt fiir Nichtfundamentaldiskriminanten
richtig. Folglich sind die Klassenzahlen von D = Dor2 und DO
durch die Relation
YDO(r)
h(D) = ~—————-h(D0)

v
r

verknilipft. Hierbei ist

Xp (P)
R O
0

plr P
und v dexr Index von U in U (U, = {(t,u)lt2 - Du2 = 4}
b o D DO D
mit dem Multiplikationsgesetz (19)), also v, = 1 fiir D<O
(auBer im Falle D0 = -3 bzw. -4 und r > 1, wo V. = 3 bzw.
2) und
v, = min {n{n > O, u =0 (mod r)}

t _+u_VD t +u VD _\n
fir D > O, wobei — ; 0 = ( 0 ; o) mit (touuo) = klein-
ste positive Ltsung der Pellschen Gleichung (1).

Bemerkung: Teil a) der Aufgabe gibt den Wert von RD(n) fur
(n,r) = 1 an. Das allgemeine Ergebnis, das sich ebenfalls aus
(27) ableiten 13#Bt, lautet wie folgt: Ist (rz,n) kein Quadrat,
so ist Rp(n) = 0. Ist (rz,n) = sz, also n = n'sz und D = D's

Dl
mit (n‘,Bg) =1, so ist Rp(n) = YD'(S).mI&' Xpt (M) (siehe
etwa F. Hirzebruch, D. Zagier, Invent. math. 36 (1976), S. 69-70,

Proposition 2).

2
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§9 Die Berechnung von L(1,x) und die Klassenzahlformeln

Wir haben in §8 gesehen, wie man die Bestimmung der Klassenzahl bind-
rer quadratischer Formen auf die Berechnung von L(1,x) fiir reelle
Charaktere x = Xp zurickfilhren kann. In diesem Paragraphen werden
wir L(1,x) fir beliebige Dirichletsche Charaktere x # Xg berech-
nen. Wir haben schon bewiesen, daf dieser Wert endlich und von Null
verschieden ist.

Sei also x ein von dem Hauptcharakter verschiedener Dirichlet-
scher Charakter. Wir setzen voraus, dafB x primitiv ist. (Wenn nim-
lich x von einem Charakter Xq induziert wird, gibt es eine ein-
fache Beziehung zwischen L(1,x) und L(1,Xl), da die L-Reihen L(s,x)
und L(s,xl) sich nur in endlich vielen Faktoren der Euler-Produkte
unterscheiden.) Um L(1,Xx) 2u berechnen, machen wir Gebrauch von
der GauBschen Summe

N
(1) G = Z X(n) e2nin/N .

n=1

Die Eigenschaften von G, die wir brauchen, sind in dem folgenden
Hilfssatz zusammengestellt.

HILFSSATZ 1: Sei X ein primitiver Dirichletscher Charakter (mod N) und G
durch (1) defintert. Dann gilt

2wikn/N

N
a) I x(m) e = X(k)G fur alle k € X,

n=1

b) IGl = W .

Beweis: a) ist leicht, falls (k,N)

1, denn in diesem Fall ist

1 x(n) e2mink/N _ ) x (nk 1)e2"in/N
n(mod N) n{mod N)
- z X(k) X(n) ezwin/N
n(mod N)
= x(k)G ,

wobei k~| eine zahl mit k.k | = 1 (mod N) bezeichnet. Sei jetzt

(k,N) =d > 1; dann ist x(k) = 0 und wir miissen zeigen, das
2 g
J x(n) 2™K/N Luch o ist. Mit k, = k/d, N, = N/d ist

2 X(n) e2nink/N = z 2"inkl/Nl

n(mod N) n(mod N)

x(n) e
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21r1nlk1/N1

- e [ ) x(n)] .
nl(mole) n (mod N)
n-nl(mod Nl)
Zninkl/N
da e nur von dem Wert von n (mod Nl) abhdngt. Wir be-

haupten, daB die innere Summe verschwindet. Wir kdnnen n&mlich eine
ganze Zahl ¢ finden mit

(c,N) =1, c= 1 (mod Nl) , x(c) # 1

(sonst wiirde x auf dem Kern von (z/NZ)x - (Z/NlZ)x immer gleich
1 sein, so daB yx {ber (Z/le)x faktorisieren wirde, was der Pri-
mitivitdt widersprdche). Dann ist, analog zum Beweis von Satz 2, §5,

(1 = x(e)) i x(n) = ) x(n)
n (mod N) n (mod N)
n-nl(mod Nl) n!nl(mod Nl)
- ) x{nc) =0 ,
n (mod N)

n-nl(mod Nl)

da nc (mod N) iber dieselbe Menge liuft wie n (mod N); wegen
1 - x(c) # O ist dann die Summe Null.
Wir benutzen a), um b) zu beweisen:

2 _

1GI* = GG =@ Ky e 2mik/N

x (k)

2

k=1

N N
) 7 x(n) e21rikn/N e-ZNik/N

k=1 n=1

‘g (n) Q2mik(n=1)/N

n=1 k (mod N)
Die innere Summe ist fiir n = 1 offensichtlich gleich N, wihrend
sie fir n # 1 verschwindet (wenn man n&mlich k durch k + 1 er-

eZni(n—1)/N

setzt, wird sie mit # 1 multipliziert); es ist also

1612 = x(H)-N=N.

Aus b) folgt insbesondere, das G # O ist; wir k&nnen also die
Formel in a) durch G teilen und beide Seiten konjugieren, um

N

= Xt e
n=1

(2) x(k) = -2wink/N

Qf i=

zu erhalten. Es ist diese Beziehung, die die Bedeutung der GauBschen
Summe erkldrt, weil sie es ermdglicht, die periodische Funktion
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k » x(k) als Linearkombination der einfacheren periodischen Funkti-

2mikn/N

onen k w» e zu schreiben.

Wir brauchen noch einen Hilfssatz.

HILFSSATZ 2: Fir O < 0 < 27 1st

(3) ] &—=-log2sin$) +1§-D .

Beweis: Die Summe Y zn/n konvergiert fiir |zl <1, z # 1 nach
n=1
-log(1-z), wobei derjenige Zweig des Logarithmus zu w&hlen ist, der

auf der positiven reellen Achse reell ist. Ein Bild zeigt, da8 1 - z

fiir 1z1 < 1 immer ein Argument zwischen - 12'- und + ¢ hat; daher

2

arg{1-z)

nmiissen wir den 2Zweig von log(1-z) wd&hlen, dessen Imagindrteil zwi-

schen diesen Grenzen liegt. Fir O < 0 < 27 ist sin g— > 0 und

I% - %l < -%, also

Zein %n = -log(1 - 19
ie ie _ie
= -log(-e (eT - e 2 ))

i0
= -log(-e 2 (21 sin %))

_im , 18
= -log(e 2 2. 2 sin g)

=-log(2sin § + 1 -5 .
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Mit den Gleichungen (2) und (3) kénnen wir leicht L(1,x) be-
stimmen:

N-1

hd c©
L(1,x) = 2 X%?l = é z % 2 X(n) e—Zﬂink/N
k=1 G k=1 © n=1
(wegen X(N) = O kénnen wir n = N weglassen)
1 =1 © -2mikn/N
== ) Xx(m) } S
G n=1 k=1
-1 NE1 x(n) <—log(2 sin 22y - (2 - EE)>
G n=1 N 2 N

(wir haben hier die komplex konjugierte Form von (3) benutzt). Wegen
N-1

Z x(n) = O kann man die Terme -log 2 und -i % in den eckigen
n=1
Klammern weglassen. Wir haben also bewiesen:

SATZ 1: Set X ein primitiver Dirichletscher Charakter (mod N), N > 1.
Dann ist

1 N i, oim VOV o
(4) L(1,x) === )} X(n) log sin ¥ = J X(n)n .
G n=1 NG n=1
Wir betrachten jetzt den Fall, daB x reell ist, also x = Xp
und N = |ID| mit einer Fundamentaldiskriminante D. Wegen
G = X&) e-2n1n/N - ) x(n) e 2min/N
n(mod N) n(mod N)
= x (-n) e2min/N x(-1)G
n(mod N)
ist dann G reell oder rein imagindr, je nachdem, ob x(-1) gleich
+ 1 oder - 1 ist; nach (5.9) wissen wir, da8 das wiederum davon

abhdngt, ob D > O oder D < O. Aus Hilfssatz 1, b) erhalten wir

+ VD , falls D > O ,
(5) G =

+iViDl , falls D < O .

Die Bestimmung des Vorzeichens in dieser Gleichung ist eine der wich-
tigsten Episoden in der Geschichte der Zahlentheorie gewesen und hat
GauB (der in seinem Leben mehrere Beweise fand) einige Jahre gekostet;
die Antwort lautet

+ Vb, falls D > O
(6) G =

+ iVIDl , falls D <O .



Wir werden das nicht beweisen, da es fiir den Zweck der Bestimmung
von L(1,xD) und h(D) v8llig ausreicht, G nur bis aufs Vorzei-
chen zu kennen - wir wissen ja ohnehin, daB8 beide GréBen positiv sind.
Weil L(1,x) flir x reell sicherlich auch reell ist, G aber
nach (5) entweder reell oder rein imagin&dr, muB in jedem Fall 2ine
der beiden Summen in (4) identisch verschwinden - die erste, falls
x(-1) = -1, die zweite, falls x(-1) =1 (vgl. auch Aufgabe 1). So-
mit erhalten wir aus (4) und (6) das Ergebnis:

SATZ 2: Sei D etne Fundamentaldiskriminante. Dann ist fir D < O

ID| -1
™
(7) L(1,xp) = - T;T§7§ 1 Xp(n)n

n=1

wnd fir D > O

T
XD(n) log sin 5 -

1 D-)-:1
(8) L(11X ) - —
D VD n=1
In Verbindung mit Satz 5, §8, liefern diese Formeln endlich den
gesuchten elementaren Ausdruck fiir die Klassenzahl:

SATZ 3: Sei D eine Fundamentaldiskriminante. Fir D < O ist

ID1-1
(9) h(p) = - %22 I xptmn
n=

wo w durch (8.20) gegeben wird. Fiir D > G 18t

1 D-1

(10) h(D) = - 155 1 Xp(n) log sin 1'5‘1 ,
g 0 n=1

wobet €y > 1 die Grundeinheit ist.

Es sei nochmals betont, daB8 diese Formeln zwar richtig sind, hier
aber nur bis auf das Vorzeichen bewiesen worden sind. Wenn man direkt
- d.h. ohne analytische Methoden und ohne Satz 3 - zeigen k&nnte, das
die Summen in den Gleichungen (7) - (10) negativ sind, dann wiirde aus
L(1,x) > O bzw. h(D) > O folgen, daB die Minuszeichen in diesen
Gleichungen richtig sind, womit man auch noch den Beweis fiir (6) (die
Bestimmung des Vorzeichens von G) hdtte. Bisher hat aber niemand ei-
nen solchen Beweis gefunden*

* Allerdings ist kiirzlich ein Beweis von (9) gefunden worden, der zwar
den Hauptsatz iber Darstellungen durch quadratische Formen (Satz 3,
§8) benutzt, aber kKeinen Gebrauch von unendlichen Reihen oder von
Grenzverfahren macht (H. Orde, On Dirichlet's class number formula,
J. London Math. Soc. 18 (1978) 409 - 420).



Mit Satz 3 ist unser Ziel erreicht. Wir werden die gewonnenen
Klassenzahlformeln jetzt weiter diskutieren. Zun&chst geben wir ei-

nige Beispiele:

D = -3: Hier ist w = 6, also nach (9)
3 2
h(-3) =-3 ] x_,mn=-(-2)=1,
n=1
D = -4: Hier ist w = 4, also
h-a) = - 2 3 (mn = - 2(1 - 3) =1
T3 L Xoy(R)n = =5 ) =1

Fir D < -4 ist w = 2, also

1

h(-7) = - 2(1 +2-3+4-5=-6) =1,
h(-8) = - (1 +3 -5-7) =1,
h(-11) = - s5(1 - 2+3+4+5-6-7-8+9-10) =1,
h(-15)=—11—5(1+2+4—7+8-11-13-14)=2.
Das letzte Beispiel zeigt, daB h(D) nicht immer = 1 ist. Weiteres

Rechnen gibt
h(-19) = 1, h(-20) = 2, h(-23) = 3, h(-24) = 2 .

Wenn wir diese Werte angucken, stellen wir fest, daf h(D) immer ge-
rade ist, sobald D 2zwei verschiedene Primzahlen enthdlt. Das ist
eine allgemeine Tatsache: mit Hilfe der "Geschlechtertheorie" von
GauB werden wir spédter (§12) sehen, daB, fiir D eine Fundamental-
diskriminante (positiv oder negativ),

(11) h(D) ungerade = D ist Primdiskriminante

(d.h. D= -4, +8, -8, oder D = tp = 1 (mod 4)), wdhrend die Klassen-
zahl einer Fundamentaldiskriminante mit t verschiedenen Primfakto-
ren durch 21:"1 teilbar ist.
Die Rechnung mit (10) ist etwas umstdndlicher. Wir k®bnnen (10)
umschreiben in die Form
D-1 ~Xp{n)

h(D) . Tn
€ = ]l (sin —=)
0 =1 D
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I sin —
0o<n<D D
Xpn (n)==1
(12) =2 — .
i sin o
0<n<D
xD(n)=1
Fir D=5 ist z.B. ¢ = 3+2‘/§ (da t =3, u=1 die kleinste Lo-

sung der Pellschen Gleichung t2 - 5u2 = 4 in positiven Zahlen ist),

und die rechte Seite von (12) gleich

sin%sin%_(sin%)’ e m? L S 24
7 ir \__x ) T (2cosg = (=) =T,
sin 5 sin 5 sin ¢
also h(5) = 1.
Wegen der Formel
L(1,x) = - jENZ: X(n) log(1 - ") (n = e2min/N) |
n=

die der Ausgangspunkt filir unseren Beweis von Satz 1 war, k&nnen wir
fiir D > 0O Formel (10) auch durch

D-1
-1 n
h(D) = =——— J x.(n) log(t - n")
log €5 n=1 D
ersetzen, d.h. n
n (1 -n")
O<n<D
D-1 -Xn(n) Xn(n)==1
(13) hd) I'[1 (1- P 22D —,
n= I (1 = n)
O<n<D
Xp(n)=1

eine Formel, die flirs Rechnen vielleicht geeigneter ist. Fiir D = 8
finden wir z.B.

€y = 3 ¢+ VB , n = e2m/8 _ 1+ , also

V2
3 5 3 -3
(3+V—8-)h(8) = (1-n )(1-9 ) = 2-n -2 = 2+ﬁ = 3+V§
(1-n) (1-n") 2-n-n 2-V2

und daher h(8) = 1.

Was kann man {iber die Ausdriicke sagen, die auf der rechten Seite
von (9) bzw. (10) stehen? Wie schon erwdhnt, hat bisher niemand direkt
nachweisen kdnnen, daB8 sie positiv sind. Dagegen kann man elementar
zeigen, daB sie ganze Zahlen darstellen. Fiir D > O folgt das aus der
Kreisteilungstheorie, mit deren Hilfe man nachweisen kann, das die
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rechte Seite von (13) eine Zahl von der Gestalt t+gV5 mit
t2 - uzn = 4 1ist, also auf jeden Fall eine Potenz von ¢ ist (siehe

0
Aufgabe 6). Fir D < O kann man noch elementarer zeigen, das die

rechte Seite von (9) ganz ist. Sei z.B. D = ~p < -3 mit p prim
(also p = 3 (mod 4)); dann ist die rechte Seite von (9) gleich

1
(14) 5 (JN - YR) ,

wobei N iiber alle quadratischen Nichtreste und R {ber alle qua-
dratischen Reste von p im Intervall [O,p] 1l&uft. Es ist
p-1 c1IP-']
YN+ IR = {1 n = Big;ll = 0 (mod p)
n=

ol - -
2YR = ] n? = R=1)(2p"1) . o (noa p)

n=1

und somit (14) eine ganze Zahl. Die Positivitit von (14) bedeutet,
da8 die quadratischen Nichtreste im Durchschnitt gr&ger sind als die
quadratischen Reste. Wir werden jetzt eine verwandte Tatsache bewei-
sen, ebenfalls mit Hilfe von (9): es gibt mehr quadratische Reste als
guadratische Nichtreste zwischen O und g. Dies folgt aus

SATZ 4: Fir D < -4, D eine Fundamentaldiskriminante, gilt

= 1 :

o<k<lgi

d.h. es gibt stets mehr Zahlen in dem Intervall [0,51DI] mit x (k) = +1 als
mit xp(k) = -1, und der Uberschus ist gleich h(D), 2h(D) oder 3h(D) Je
nachdem, ob D = 1 (mod 8), D = O (mod 4) oder D = 5 (mod 8) st (vgl.
(5.8b)).

Beweis: Wir nehmen an, daB D ungerade ist (fiir D gerade s. Auf-
gabe 2). Sei

ID%-1
Q= Xn(n)n .
n=1 D

Je nachdem, ob n gerade oder ungerade ist, kbnnen wir n als 2k
mit O <k < lgl oder als 2k - DI mit igl < k < |ID| schreiben,
also gilt

Q= ) xp(2k)-2k + ) Xp(2k=1D1) (2k-1DI)

iD] IDI|
O<k<—3— —5—<k<IDl



= I xpl2K)-2k + )y Xp(2K) (2k=IDI)
0<k<lgl IDI<k<IDI
=2 ) Xp(2k)k - IDI 1 Xp(2k)
0{k<IDI |2I k<ID}
= 2xD(2) Q - IDI XD(Z) | I XD(k)
<k<|D|
somit ist
IDIxD(Z)
@ = =T Lo ! %o
—=—<k<|D]|
oder, da x,(2) = #1 wund ) xp(k) = 0 ist,
O<k<|DI
IDI
Q== 3557 1 (k) .
2-x,(2) Xp
P oax<lDL
Nach (9) ist aber h(D) = -~ T%T Q, womit (15) fiir ungerade D bewie-

sen ist. Unser Argument zeigt auch, dag fiir D = 1 (mod 4) und 3ID
die rechte Seite von (9) eine ganze Zahl darstellt.

Als Beispiel fiir (15) haben wir fiir D = -19 in [0,9] die 6
Reste 1, 4, 5, 6, 7, 9 und die 3 Nichtreste 2, 3, 8; es ist also
h(-19) = 3(6-3) = 1. Fir D = -23 sind in [0,11] die 7 Reste 1,

2, 3, 4, 6, 8, 9 und die 4 Nichtreste 5, 7, 10, 11; es ist also
“h(-23) = %(7-4) = 3 und somit 23 die erste Primzahl p = 3 (mod 4)
mit h(-p) > 1.

Zum SchluB wollen wir etwas iber das Wachstum von h(D) erzé&hlen.

Wir haben gesehen, daB h(D) = 1 ist fiir

D=-3, -4, -7, -8, =11, =19 ;
man findet auch h(D) = 1 fir
D = -43, -67, -163 .

GauB hat h(D) ausgerechnet fiir O > D > -10.000 (!) und keine
anderen Fundamentaldiskriminanten gefunden mit h(D) = 1. Er vermu-
tete, daB diese neun Zahlen die einzigen.%undgﬁgntaldiskriminanten
mit der Klassenzahl 1 sind (wegen (11) kommen fiir D < -8 nur Prim-
zahlen in Frage); weiter vermutete GauB, das

h(D) -+ o fir D » - = .
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Diese letzte Behauptung wurde erst 1934 von Heilbronn bewiesen. Im
darauf folgenden Jahr wurde das Ergebnis von Siegel wesentlich ver-
schdrft, indem er zeigte, daB fir e > O

1

5‘8
(16) h(D) > CIDI (D < 0)

gilt fiir ein geeignetes (von ¢ abhdngiges) C > O. Andererseits
kann man aus dem Beweis von Satz 1, §8, leicht die umgekehrte Ab-
schdtzung

N =

(17) h(D) < C' IDI (D < 0)

erhalten, also 148t sich dieser Satz auch so formulieren:

log h(p) _ 1
Il)im Tog IDI ~ 2
— =00

Die erste Vermutung von GauB wurde 1934 von Heilbronn und Linfoot
"fast" beantwortet, indem sie zeigten, daB es hdchstens eine Diskri-
minante D < -163 geben kann mit h(D) = 1. Lange Zeit wuB8te man
iber diese eventuell vorhandene "zehnte Diskriminante" nur, das sie
< —5-109 sein miiBte. Erst 1952 bewies Heegner, daB es keine zehnte
Diskriminante gibt; sein Beweis erschien anderen Mathematikern licken-
haft und wurde erst von Stark "rehabilitiert", und ein ganz anderer
Beweis des Satzes wurde von Baker gegeben.

Fir D > O bewies Siegel an Stelle von (16) und (17) die Unglei-

chungen
1 1
27¢ 2*e
(18) cD < h(D) log g ;< C'D (D -+ =)
oder
log(h(D) log ¢.) 1
lim o -2 .
Dosoo log D 2

(Was Siegel wirklich bewies, war, daB

€

C'IDI™® < L(1,xp) < cipl€

fiir alle D gilt, was je nach dem Vorzeichen von D entweder (16)
und (17) oder (18) ergibt.) Hieraus kann man aber nicht schlieBen,
da8 h(D) nach Unendlich geht, da €, im Vergleich zu D sehr gro8
sein kann (fiir D = 97 ist z.B. eo = 62809633 + 6377352V97), und in
der Tat lassen die tabellierten Werte (die schon GauB bis 3000 be-
rechnet hatte) vermuten, daf es unendlich viele Fundamentaldiskrimi-

nanten mlt Klassenzahl 1 gibt. (Diese miissen nach (11) alle Prim-
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diskriminanten sein.) L&8t man Nichtfundamentaldiskriminanten zu, so
gibt es auf jeden Fall unendlich viele D mit h(D) = 1 (Aufgabe 5).

Obwohl man iiber das genaue Wachstum von h(D) bzw. h(D) log ¢
nicht sehr viel mehr als (16) - (18) weiB, kann man fir die Mittel-

o

werte beweisen, daB sie sich so verhalten, als ob h(D) ~ CIDI1/2
bzw. h(D) log €5 ™ CD1/2 wdre. Man hat némlich fir N - «
3/2
) h(D) ~ g5 N ;
0>D>-N 42 £(3)
D=0 (mod 4)
2
3/2
¥ h(D) log €. ~ 552"t N .
0<D<N 0 421¢(3)
DaO(mod 4)
wo Z(3) = 1.20205... der Wert von Z(s) an der Stelle s = 3 ist.

Diese Beziehungen wurden von GauB angegeben, ihre Beweise aber erst
von Mertens bzw. Siegel verdffentlicht. (Die Bedingung D = O (mod 4)
rithrt daher, das GauB nur quadratische Formen ax2 + bxy + cy2 mit
b gerade studierte. Fiir die Summen i{iber alle D gelten dhnliche
asymptotische Formeln mit 18 statt 42.)

Aufgaben:

1. Sei ¥ ein beliebiger (also nicht unbedingt reeller) Dirichletscher
Charakter modulo N. Man zeige, daB die zweite Summe in (4) ver-
schwindet, falls x gerade ist (d.h. x(-1) = 1) und die erste,

falls x ungerade ist (also x(-1) = -1).
2. Man zeige, daB xD(k + %D) = -xD(k) fir D = O (mod 4) und be-
weise Satz 4 sowie die Formel h(D) = ) xp(k) (D < 0) fir
DI
O<k<——

diesen Fall. 4.

3. Man beweise (11) flir negative Fundamentaldiskriminanten mit Hilfe
von Satz 4 und Aufgabe 2.
4. Man rechne h(D) fir -30 < D < 15 aus.
" . . 2i+1 . .
5. Fir i > 0 gilt h(5 ) = 1. (Hinweis: Man verwende Aufgabe 8 4),
§8.)

6. Sei p eine Primzahl = 1 (mod 4), n = e2ni/p_ Seien



wobei J bzw. ) Summen iiber alle quadratischen Reste bzw. Nicht-
R N )
reste bezeichnen. Dann ist nach (5)

p-1 p-1
=an=-1.n-nN=E(—]5)nk=t\/§.
k=1 k=1 P

Setzen wir jetzt fiir jede p-te Einheitswurzel ¢ # 1
Fo(o) =1 (1 -8,
R

wobei R iber alle quadratischen Reste (mod p) 1lduft. Man zeige

p-1

a) Fply) = rZO act mit o €Z .

b) Far (%) =1 ist F_(z*) = Fo(0), also &, = ay (hier
brauchg man die lineare Unabhingigkeit von ¢, t2, ..., ¢P',
d.h. die Irreduzibilit&dt des Kreisteilungspolynoms xp—1 + xp_2

+ ... + x + 1). Es gibt also Zahlen « o, €EXT mit

R’ °N
= i £ = = £ = -
o, o fir (p) 1, oL ey fir (p) 1.
c) Man schlieBe
F (n) = M
R 2
(mit S = 2a0 T ap T ey T = ap T oy € Z) und
NO
(1 -n") = FR(n ) (NO irgendein Nichtrest)
N
- S=TVp
5 .
d) Man zeige, daB
p-1
[T a-=p
k=1
Xp-1 p-1

= I (x - nk)), und folgere
k=1

52 - sz =4p , S = pU , T2 - pU2 = -4

ist (etwa aus
x-1

mit T, U € T (die Pellsche Gleichung x? - py2 = -4 hat also
eine nichttriviale L&sung!) und

n(-nY .
N = truvp mit t, u €z, t2 - uzp =4, u=*0.

m(1 - nh) 2
R
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§10 Quadratische Formen und gquadratische Zahlk8rper

In diesem Paragraphen stellen wir die Haupttatsachen iber quadratische
Kdrper zusammen und zeigen, wie die Theorie von bindren quadratischen
Formen (mindestens, falls die Diskriminante eine Grundzahl ist) mit
der Theorie der Ideale in solchen Kdrpern &dquivalent ist. In §11 wer-
den diese Ideen weiterentwickelt, indem die im letzten Paragraphen be-
wiesenen Sdtze iliber Darstellungsanzahlen vom Standpunkt der Arithmetik
in guadratischen Kdrpern interpretiert werden.

Sei ‘K ein quadratischer Zahlkérper, d.h. K enthdlt @ und
[K : @] = 2. Dann kann man

K = Q(vd)

schreiben mit d € Z, @ keine Quadratzahl. Da Q(\/f_zg) = Q(£Vd) = Q(vd)
ist, koénnen wir d als quadratfrei voraussetzen. Jede Zahl in K 148t
sich eindeutig schreiben als o + 8Vd, mit a, B € Q.

Sei ® <« K der Ring der ganzen Zahlen, d.h. derjenigen Zahlen, die
eine Gleichung mit Koeffizienten aus Z und hdchstem Koeffizienten 1
erfiillen. Es ist leicht, ©® zu bestimmen: ist x = o + gVd € K, so ist

xz-sx+n=0
mit

s = x + X' = Sp(x) die Spur von x und

n = xx' = N(x) die Norm von X;

dabei ist x' = o - BVd die Konjugierte von x. Es ist x € © genau
dann, wenn s und n in Z sind, d.h.

20 €%, 0> -8%a€ex .

Hieraus schlieSt man 28 € Z (denn (28)2d = (2a)° - 4(a%-p%d) € z
und 4 ist quadratfrei), also a = 9-, g = g, X = ELSVE nmit a, b € 2,
az - b2d = 0 (mod 4). Ist d =2 oder d = 3 (mod 4), so ist diese
Kongruenz nur erfiillt, wenn a und b gerade, also a und 8 in Z
sind; ist d = 1 (mod 4), so ist die Kongruenz zu a = b (mod 2) &qui-
valent. Es ist also

Z-1 +T-Vd , falls d = 2, 3 {(mod 4),

(1 o=
Z-1 +z~”2‘/a

, falls d = 1 (mod 4)
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(die Bezeichnung M = Ex + Zy bedeutet im Folgenden, da8 x und vy
eine Z-Basis fiir M bilden). Als Diskriminante D von K bezeichnet
man das Quadrat der Determinante von (g, g.), wo o, B eine Basis
von © bilden und a', B' die Konjugierten bezeichnen (eine andere
Basiswahl &ndert hdchstens das Vorzeichen dieser Determinante). Mit

der Basis (1) finden wir

1 V@ 5
D = det = (-2Vd)© = 44

1 -vd
bzw. 2
1 1+vVd
2
D = det = (-v@? =a,
1 1-vd
2
also

4d, falls d = 2, 3 (mod 4) ,
(2) D

d, falls d = 1 (mod 4) .

Somit sind die in §5 definierten Grundzahlen oder Fundamentaldiskrimi-
nanten (# 1) genau die Diskriminanten von quadratischen Zahlk&drpern,
und jeder solche Korper 1l&B8t sich eindeutig als ©(VD), D = Grundzahl,
schreiben.

Ein Ideal von © 1ist eine Untergruppe ¢ c® mit ®a=4a, d.h.

(3) AED , o €E a=» o €a .

Wir betrachten nur Ideale 4« # {0}. Ein solches hat endlichen Index
in ©; wir definieren die Norm N(a) als [p: a], d.h. als die Ord-
nung der endlichen Gruppe ®©/a. Die Diskriminante D(a) wird definiert
als det (:, g.)z, wo o, B eine beliebige Basis fiir ¢ ist; dann
gilt D(®) = D und

(4) D(e) = N(e)%D ,

wie man mit elementarer linearer Algebra zeigt. Ist § €p, § # O,

so ist
() = {xglx €0}

offenbar ein Ideal; wir nennen (£) das von § erzeugte Hauptideal.
Ist a, B eine Basis von ©», so ist af, B eine Basis fiir (§),
und es folgt

2

ag BE 2 2 2

D((g)) = det = (EE')"«(aB' - a'B)” = N(E)°D
G'E' B'El



also nach (4)
(5) N((E)) = IN(E)I

sind a,8 2zwel Ideale, so ist das Produktideal ab durch
r
ab ={i£1 a;b; la; €4, b, €5, r € N}

erkldrt (d.h. als das kleinste Ideal, das alle Produkte ab mit
a€e¢ und b €F enthdlt). Es gilt

(6) N(ab) = N(e)N(b) .

Fiir ein Ideal ¢ und sein Konjugiertes
¢' = {x'lIx €a}

besteht die Relation

(7) aa' = (N(a))

(das Produkt von ¢ und @' ist gleich dem von der Norm von & er-
zeugten Hauptideal).

Es ist niitzlich, auch mit gebrochenen Idealen zu arbeiten, d.h. mit
Untergruppen von K (statt von ®), die endlich erzeugt sind und
(3) erfiillen. Fiir jedes gebrochene Ideal a gibt es eine natilirliche
Zahl n, so daB ne ein ganzes Ideal, d.h. ein Ideal im friiheren Sinne
ist (man w#dhlt eine Basis a, B von ¢ und ein n mit na € D,
ng € ©); dann definiert man die Norm von ¢ durch

N(s) = —12- N(ne) € @
n

(das ist unabhidngig von der Wahl von n). Die Diskriminante D(a),
das Konjugierte ' und das Produkt von zwei gebrochenen Idealen
werden wie oben definiert und die Beziehungen (4) und (6) gelten nach
wie vor. Ist £ € K, £ * O, so ist (£) = {X{lX € P} ein gebrochenes
Ideal und erfiillt (5). Ab jetzt bedeutet "Ideal" immer "gebrochenes
Ideal™ (#+ {0}), falls nicht ausdriicklich von ganzen Idealen gespro-
chen wird.

Die Multiplikation von Idealen erweitert die von Zahlen: sind
£, n € K, so ist (E)(n) = (&n). Infolgedessen gilt fiir Zahlen £, n € K

Eln (d.h. £ 'n € ©) = (n) < (€)

++ es gibt ein ganzes Ideal ¢
mit (n) = (E)e .
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Wir kénnen also den Begriff der Teilbarkeit von Zahlen auf Ideale
iibertragen, indem wir sagen, das das Ideal a das Ideal » tetlt
(in Zeichen «alb), falls b = a¢ gilt mit einem ganien Ideal ¢;
dies ist dquivalent zu bc a. Flir eine zahl £ € K und ein gebro-
chenes Ideal @ gilt

(8) al(E) = £ € a .

Wir schreiben hdufig £ anstatt (&) fir das von £ erzeugte Haupt-
ideal. Der Witz an den Idealen ist, daB jedes Ideal eindeutig als Pro-
dukt von Primidealen geschrieben werden kann (ein Primideal ist ein
ganzes Ideal, das nur durch ® und durch sich selbst teilbar ist),
wdhrend die analoge Behauptung filir Zahlen i.a. nicht stimmt. Z.B. hat
die zahl 10 im Kérper @(V6) die zwei Zerlegungen

(9) 10 = (4 + V6)-(4 - V6) = 2.5,

wobei alle vier Faktoren 4 + V6, 4 - V6, 2, 5 in dem Sinne prim
sind, daB sie nur als x-y (x, y € ®) geschrieben werden k&nnen,
wenn x oder y eine Einheit ist (d.h. eine ganze zahl, deren In-
verses auch in © liegt). Die Eindeutigkeit der Primzerlegung bei
Idealen riihrt daher, daB zwei Ideale ¢ und % stets einen grdsten
gemeinsamen Teiler und ein kleinstes gemeinsames Vielfaches haben,

es gilt ndmlich

¢la und ¢|p o= c¢la+bv := {a+bla€a, beEd} ,

ale und blc o> g n bjc ,

also (a,6) = ¢+ 6, [a,8] = a N b. Die Notwendigkeit, Ideale einzu-
fiilhren, sieht man hierdurch auch: die Menge (&) N (n) der gemein-
samen Vielfachen zweier Zahlen £ und n ist offenbar ein Ideal,
im allgemeinen aber kein Hauptideal. In (9) gilt z.B.

2 = 02
5= q49"'
(10)
4 + V6 = »pa
4 -V6 = pa

mit den Primidealen

(2, 4 + V6) =x-2 +2Z-V6 ,

-
!

(1)

r
L}

(5, 4 + V6) = Z-5 +Z-(4 + V6) ,
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also (5) N (4+V6) = 5p + Hauptideal. Die Frage, wie sich eine natfir-
liche Zahl in Primideale zerlegt (z.B., warum in (10) die Zahl 2 das
Quadrat eines Primideals ist, wdhrend 5 das Produkt von einem Prim-
ideal mit seinem Konjugierten ist) wird in §11 behandelt werden. Wir
wollen jetzt zeigen, was Ideale mit quadratischen Formen zu tun haben.
vorerst eine Definition.

Definition: Zwei gebrochene Ideale « und & heiBen dquivalent, falls
ein & € K, £ # O, mit

(12) s = (E)®

existiert. Sie heiBen dquivalent im engeren Sinne, falls es eine Zahl
£ €K mit N(g) > O gibt, so daB (12) gilt.

Anders ausgedriickt: die gebrochenen Ideale bilden eine Gruppe unter
der Multiplikation (das inverse Ideal existiert immer, denn nach (7)
ist « ' = N(a)”! ¢'), und die Kquivalenzklassen (bzw. Kquivalenz-
klassen im engeren Sinn) von Idealen bilden den Quotienten dieser
Gruppe nach der Untergruppe der Hauptideale () (bzw. der Haupt-
ideale im engeren Sinne, d.h. der Ideale (&) mit N(£) > Q). Flir
einige Kérper - z.B. @(V5), Q(V-3) - ist jedes Ideal (sogar im en-
geren Sinn) ein Hauptideal, also zu #® &4quivalent; in diesen Kbérpern
ist es also gleichgiiltig, ob wir mit Idealen oder nur mit Zahlen ar-
beiten, und die Primzahlzerlegung in ®© ist eindeutig. In anderen
K&rpern - z.B. in unserem Beispiel Q(V6) oben - gibt es Ideale, die
keine Hauptideale sind, und wir haben zwar eindeutige Primideal-, aber
nicht eindeutige Primzahlzerlegung. Es wird sich aber herausstellen,
das es immer nur endlich viele Xquivalenzklassen von Idealen gibt, so
das die Abweichung von der eindeutigen Primzahlzerlegung nicht zu gro8
ist.

Bemerkung: Ist d < 0, d-h. K = @(Vd) ein imaginér~q0adratischer
K8rper, so ist fiir £ € K die Konjugierte &' in K gleich der
komplex konjugierten Zahl ¥ (da Vd rein imaginir ist), also

N(E) = EE' = EE = |g|2 ftir £ + O automatisch positiv. Hier fallen
algo die beiden Xgquivalenzbegriffe zusammen, Es gibt auch positive d
mit der Eigenschaft, das in @(Vd) &quivalente Ideale stets 4quiva-
lent im engeren Sinne sind, aber es gibt ebenfalls reelle quadratische
Rérper, die Hauptideale haben, welche nicht als (£) mit EE&' > O
geschrieben werden kdnnen, und in diegem Fall zerfillt jede Kquivalenz-
klasse von Idealen in genau zwei Kquivalenzklassen im engeren Sinne.



Wir kommen jetzt z2u der Korrespondenz zwischen Idealen und Formen.
Ist ¢ ein (ganzes oder gebrochenes) Ideal, so ist fiir £ € ¢« wegen
el (€)

(13) N(a) I N(E) (E €a) ,

d.h. die Funktion

¢ e s 0, 0(8) = FEy

nimmt Werte in Z an. Sei a, B eine Basis flir «¢; dann ist

e = Za + ZB = xz und wir kénnen ¢ als Funktion £ auf zz auf-~

fassen:

(14) £(x,y) = 6(Xa + yB) = (x"‘*yst)qgf‘;"*YB" )

Das ist eine bindre quadratische Form:

2 2w _aB'+a'S _ _ BB' .
(15) f(x,y) = ax” + bxy + cy 'a—N(a)'b— N(sT ' SN

flir ihre Diskriminante finden wir

b? - 4ac = (aB'+a'8)%-4(aa") (B8") - (aB'~a'p)?
12 2
N(a) N(a)

D(a)

N(a)

=D

nach Formel (4). AuBerdem ist a = N(a)/N{(a) nach (13) ganz und eben-
so ¢, und es folgt dann aus b2 - 4ac = D € T, daB auch b ganz ist.
Also ist f eine bindre quadratische Form mit ganzzahligen Koeffizien-
ten und Diskriminante D. Wenn wir eine andere Basis (al,Bl) von @

wdhlen, dann sind a B und a, B8 durch eine ganzzahlige Matrix

1’ "1
(E g) mit ps - gr = ¢ 1 miteinander verkniipft, und die Form fl'
17 Bl erhdlt, ergibt sich aus

(15), indem wir x, y durch px + qy, rx + sy ersetzen. Da wir in

die man aus ¢ mit Hilfe der Basis a

§8 die Aquivalenz von Formen nur mit Hilfe von Matrizen der Determi-
nante +1 definierten, wollen wir durch eine zus#tzliche Forderung

an unsere Basen erreichen, daf nur solche Matrizen bei Basiswechseln
auftreten. Wir nennen eine Basis a, B von 4« orientiert, falls

a'g-ap’ 0 ist (das ist sinnvoll, weil (a'a—aB')2 =Bl N(o)z
Vb Vb P

reell und positiv ist); dann hat die Matrix eines Basiswechsels zwi-~
schen orientierten Basen stets die Determinante +1. Es folgt, daB
die durch (15) definierte bin&re quadratische Form bis auf Aquivalenz
(im Sinne von §8) nur von « und nicht von der Basiswahl abhdngt,




falls man nur orientierte Basen a, B zul#d8t. Wenn wir e« durch

(A)e ersetzen, wobei A € K und N(X) > O ist, dann ist (Xa,)B)
eine orientierte Basis fir (A)a und N((X)a) = IN(A)| N(a) = N(A)N(e);
somit ist die dem Ideal (A)s 2ugeordnete Form

(x,y) » NxAatyd8) _ N(A) N(xo+yB) _ N(Xa+yB)
24 N((\) e) N(A) N(¢) N(e)

mit £ identisch. Wir haben also auf eindeutige Weise jeder Idealklasse
im engeren Simme eine Aquivalenzklasse von bindren quadratischen Formen der Dis-
kriminante D =zugeordnet (positiv-definit, falls D < 0).

Wir zeigen jetzt, das diese Zuordnung bijektiv ist. Sei

(16) £(x,y) = ax> + bxy + cy> ; a, b, c€Z , b2 - dac = D ,

eine quadratische Form der Diskriminante D, positiv~definit falls
D < 0. Weil D eine Pundamentaldiskriminante ist, ist (a,b,c) = 1.
Wir setzen zundchst a > O voraus. Seien

_ b+VD _ b-VD
an A Fel S TS

die Wurzeln der quadratischen Gleichung aw2 - bw + ¢ = 0, und
(18) e =% + Zw .

Wir behsgpten, da8 « ein gebrochenes Ideal ist. In der Tat: ist
A = u+vvD

5 €EO® (u, veEZ, u=vD (mod 2)) und a =x + yw € a, 80 ist

u+vvD b+yVD
(——f__)(x + x—iﬁ——)

xu ybu yvD XV ybv uy
2+4a+4a+(2+4a+4a)‘/ﬁ

= (x u—zvb - yve) + (xva + y u+2vb) w o,

Aa

]

was in Z + Zw liegt (b2-D(mod4a)-ob-D(m0d2)-u-vD-vb

S |
wvg > 0 1ist die Basis 1, w orientiert. Die Dis-

kriminante von ist

(mod 2)). Wegen

2
D(e) =det (] Y7 = w-wn? = pra®

und wir erhalten nach (4)

=1
N(a) = o
Die & zugeordnete gquadratische Form (15) ist also gegeben durch
2.b c. 2
x“4+=xy+<y
N(x+yw) _ a a =
(Xp)’) lad N(') 1 = f(xly) .

a
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Wir haben damit ein Ideal konstruiert mit £ als zugeordneter qua-
dratischer Form. Ist umgekehrt ¢ ein Ideal mit orientierter Basis
a, B und aa' > 0, so ist mit a, b, c wie in (15)

b+VD _ aB'+a'B+N(a)VD
2a 200"

- aB'+a'B+(a'B-aB') _ B

el

2aa’
also Z + % b;ZB =% +Z g = (a_1h zu ¢ im engeren Sinn dquivalent.

Fiir Formen (16) mit a < O (dann muB8 nach Voraussetzung D > O
sein) nehmen wir anstatt (18) das Ideal %) + ZAw, wobei A € Q(VD)
eine Zahl mit negativer Norm ist (etwa A = VD). Dann ist A, Aw eine
orientierte Basis, und die diesem Ideal zugeordnete Form ist wieder
f. Umgekehrt liefert jedes Ideal o mit orientierter Basis a, 8 und
aa' < O eine Form (16) mit a < O, fir die das Ideal ZA + ZAw im
engeren Sinne zu @ &quivalent ist. Wir haben also folgenden Satz be-
wiesen.

SATZ: Sei D # 1 eine Fundamentaldiskriminante und K = Q(VD). Dann gibt es

eine bijektive Korrespondenz zwischen den Aquivalenzklassen von bindren quadrati-
schen Formen der Diskriminante D (positiv-definit, falls D < O) und den Aqui-
valenzklassen tm engeren Sinn von Idealen von K. Diese Korrespondenz ordnet dem

Ideal Zo + ZB (mit a!B-aB’ > Q) die Form (15) zu und ordnet der Form
ax2 + bxy + cy2 das (gebrochene) Ideal Z-) + Z-Egéi A 3u, wobet A € K

8o gewihlt wird, daB N(X) dasselbe Vorzeichen wie a hat. Somit ist die Anzahl
der Aquivalenzklassen von Idealen im engeren Simme gleich der in §8 definierten
Klassenzahl h(D) und insbesondere endlich.

Aufgaben:

1. Man beweise die im Text behaupteten Aussagen (4), (6), (7).

2. Man verifiziere (10) und (11) (d.h., daB die als (2,4+V6) bzw.
(5,4+V6) definierten Ideale wirklich die gegebenen Basen besitzen)
und auch, daB p» wund ¢ Primideale sind und 4¢# ¢'. (Hinweis:
ein Ideal, dessen Norm eine Primzahl ist, ist prim. Warum?)

3. Man zeige, daB eine Matrix, die den Ubergang zwischen zwei orien-
tierten Basen beschreibt, Determinante +1 hat.

4. Man zeige, daB es eine Bijektion zwischen den Kquivalenzklassen
von Idealen in K (nicht im engeren Sinne) und den Aquivalenz-
klassen im weiteren Sinne (vgl. (8.14)) von quadratischen Formen




der Diskriminante D gibt.

5. a)

b)

Fir D s 0 oder 1 (mod 4), D kein Quadrat, sei

D = {a+gVBI

b a, b €%, a=bD (mod 2)}

Schreiben wir D = Dor2 nmit DO eine Fundamentaldiskriminante
und r > 1, so ist DD ein Unterring vom Index r im Ring

D= DD der ganzen Zahlen des quadratischen Kdrpers K = Q(VD).
]

Mit den naheliegenden Definitionen von Idealen, Hauptidealen,
Xquivalenz usw. in DD gibt es dann eine bijektive Korrespon-
denz zwischen den Kquivalenzklassen von tb—Idealen im engeren
Sinne und den Agquivalenzklassen (ebenfalls im engeren Sinne) von
quadratischen Formen der Diskriminante D (positiv definit,

falls D < O).

Sei K ein quadratischer Kdrper der Diskriminante D,- Flr
jeden Modul M <« K (d.h. Untergruppe von Rang 2) ist der Multi-
plikator

p(M) = {x € K| xM c M}

gleich dem in a) definierten Ring tb fiir ein geeignetes

D= Dorz. Im engeren Sinne &quivalente Moduln (d.h. Moduln M
und EM mit & € K, N(£) > O) haben denselben Multiplikator,
und es gibt eine bijektive Korrespondenz zwischen den Kquiva-
lenzklassen von Moduln M mit (M) = DD
klassen von primitiven quadratischen Formen der Diskriminante D
(positiv-definit, falls D < O).

und den Kquivalenz-

Bemerkung: Mit Hilfe dieser Korrespondenz kann man einen rein

algebraischen Beweis der in Aufgabe ?d;, §8, auf analytischem
Yp (¥
Weg bewiesenen Beziehung h(D) = ——8——— h(DO) geben. Dafiir wer-

r

den durch M» PM (D= °D der Ring der ganzen Zahlen in K)
0

Abbildungen

{Moduln mit Multiplikator #®_} - {(gebrochene) b-Ideale} ,

{Hauptmoduln EDD' £ € K*} -» {Hauptideale &P, & € K*}

definiert, welche surjektiv sind und Kerne der Ordnungen
[(o/xD)* : (Bp/rO)*] bzw. [O* : DB] haben, wobei R* die
Gruppe der invertierbaren Elemente eines Rings R bezeichnet.
(Eine Skizze des Beweises wird in den Aufgaben 6-11, §7, Kap.II,
des am Ende dieses Kapitels zitierten Buchs von Borewicz und



Bafarevi& gegeben.) Es ist aber [©* : OB] =v und

r
[o/ro)* @ (oy/x®)*] = +%§%§§%;+ = YDO(r) (s. Aufgabe 2, §11).

§11 Die Zetafunktion eines quadratischen Kdrpers

Die Bedeutung der Riemannschen Zetafunktion kommt von der Formel

=1 (1 - p-s)—1

P

(1) Y (o > 1),

A
n=1 n®
die die analytische Formulierung der Tatsache ist, daB8 sich jede na-
tiirliche Zahl auf eindeutige Weise als Produkt von Primzahlen darstel-
len 1ldB8t. Fiir einen quadratischen Zahlkdrper K = 0(VD) wissen wir,
daB die entsprechende Behauptung nicht fiir Zahlen, wohl aber filir Ide-
ale gilt, und es ist daher sehr natiirlich, dem K&6rper K die Diri-

chletsche Reihe

1
N(a)S

(2) tg(s) =}

zuzuordnen, wobei die Summe iiber alle ganzen Ideale @« (% O) von

K 1lduft (ob diese Reihe einen nichtleeren Konvergenzbereich hat, sei
fir den Augenblick dahingestellt). Die Funktion (2) nennt man die
Dedekindsche Zetafunktion; sie kann fiir einen beliebigen Zahlk&rper de-
finiert werden und hat viele Eigenschaften mit der Riemannschen Zeta-
funktion (dem Spezialfall K = Q) gemeinsam: Konvergenzabszisse

o, = 1, einfacher Pol bei s = 1 als einzige Singularitdt, Funktio-

nglgleichung unter s - 1 - s, rationale Werte fiir s =0, -1, -2, ...
usw. Mit demselben Beweis wie fiir (1) schlieft man aus der eindeuti-
gen Primidealzerlegung, das
(3) g.(s) =1 (1 - N(p») %)

K »
(Produkt iiber alle Primideale »), falls eine der beiden Seiten der
Gleichung absolut konvergiert.

Wir zeigen jetzt, daB das fiir o > 1 der Fall ist. Jedes Prim-
ideal teilt eine natiirliche Primzahl p (denn y teilt die natilir-
liche Zahl N(p), also muB p, da es prim ist, einen der Primteiler
von N(p) teilen). Dann folgt aus ¢plp, das

N(») IN((p)) = pp' = p2 ’



97

also N(p) = p oder p2 (N(p) = 1 scheidet offensichtlich aus).
Wenn

P=9.-0b

die Primidealzerlegung von p (d.h. von dem Hauptideal (p)) in ®
ist, so ist

P’ = N(p) = N(y,)...N(p,) ,

also r < 2, und es gibt zwei M3glichkeiten: p = pib, mit v by

prim und N(pi) =p oder p =p» mit N(p) = pz. Somit ist

[Tawm™) ™ = 1-p™5)7" oder (1-p™5)"2 oder (1-p~25)7"
plp r—n——~.1;
also I %
—s|~1 o -2
IT ‘1 ~ N(p) Sl < (1 -p 9y ,

»ip
und I;I (1 - N(p)™S)
was fir o > 1 endlich ist; das Produkt (3) und somit auch die Summe

(2) sind daher absolut konvergent fiir o > 1.
Wir k&nnen (2) auch schreiben als

wird im Absolutbetrag durch ;(o)2 abgeschédtzt,

g (s) = § E@
K n=1 ns

mit

F(n) = #{a| ¢ ein ganzes Ideal, N(s) = n} ,

tg(s) ist also eine gewdhnliche Dirichletsche Reihe, deren Koeffi-
zienten uns sagen, wie oft eine gegebene Zahl als Norm eines Ideals
auftritt. Wir behaupten, daB die Zahl F(n) gleich der Zghl R(n) der
nichtdquivalenten Darstellungen von n durch quadratische Formen der Diskriminante
D ist. In der Tat, seien Ay -eer By (h = h(D)) die Aquivalenzklas-
sen von Idealen im engeren Sinn, und sei fiir jedes i

1

t(A,,s) = z
i €a, N(0)®
« ganz
die Zetafunktion der Idealklasse A;; dann gilt of fenbar
h(D)
T (8) = t(A,,s)
K 121 i
und
@ F,(n)
C(Airs) = Z P ’

n=1 n



Fi(n) = #{a € A la ganz, N(a) = n} .

Wir behaupten, das Fi(“) gleich der Darstellungsanzahl_‘Rjnifi)

der Zahl n durch die Form fi ist, welche unter der in §10 kon-

struierten Korrespondenz der Idealklasse Ai entspricht. Daraus wird
h

#t

unsere erste Behauptung wegen R(n) = J R(n,f,) und F(n) = F, (n)
i=1

i=1

folgen.
Wir machen eine Vorbemerkung. Wegen (10.7) ist die Idealklasse
A_1 der Inversen von Elementen aus einer Idealklasse A gleich der

Idealklasse A' der Konjugierten von Elementen aus A, also

1

«€A' N(a)%
e« ganz

ra’l,s)

z(A',s) =

1

«€A N(a")S
e ganz

(das letzte wegen N(a') = N(a)). Sei jetzt e ein Ideal, A seine
Idealklasse und f die entsprechende quadratische Form. Flir & € A
ist e6 ein Hauptideal im engeren Sinne, also e = (§) mit N(&) > 0;
umgekehrt liegt fir & € K mit N(§) > O das gebrochene Ideal

b = (£)e”' in A”'. Das Ideal & ist genau dann ganz, wenn al£,

d.h. wenn £ €a¢ gilt. Somit ist die Abbilduhg

= ¢ (A,s)

1

{€ € a IN(E) > O} » {p € A" s ganz}

(4) )

AT

wohldefiniert und surjektiv. Was ist ihr Kern? Zwei Elemente £ und

gl haben genau dann dasselbe Bild, wenn EIIE und €|£1, also

£, = et istmit ¢ €D, ¢! €o und N(e) = N(E,)/N(§) > 0. Somit

liefert (4) eine Bijektion

() {€ €a IN(E) >0}/U, ¥ (€A, & ganz},

wobei

U ={e€ole

+ €D, N(e) = 1}

die Gruppe der Einheiten positiver Norm ist, die in der Gruppe

1

U={c€epmle ' €D}

aller Einheiten den Index 1 oder 2 hat. Unter der Korrespondez
(5) ist N

1 1

N(b) = N((E)a ') = N(E) N(a) ' .



Daher gilt

z(a,s) = £(A”,s)
1
) . S
€A N(s)
pganz

N(a)®
g€a/u, N(E)°
N(£)>0

also wegen (10.14)
1
I 2 ——s
(x,y)€x /U+ f(x,y)
f(x,y)>0

(6) t(a,s)

wobei wir @¢ durch die Wahl einer orientierten Basis mit zz iden-
tifiziert haben; die induzierte Operation von U+ auf Zz ist dann
genau die, unter der wir zwei L®sungen von f(x,y) = n (n € W) in
§8 als dguivalent erklédrten. Die rechte Seite von (6) ist also gleich

R(n,f)

s
n=1 n

und die Behauptung ist bewiesen.

Wir werden jetzt fir die Zetafunktion von K einen elementaren Aus-
druck geben: wegen (3) geniigt es, fir jede natiirliche Primzahl p

den Faktor n (1 - N(’)—s)—1 der Eulerschen Produkt-Entwicklung

»ip
zu kennen. Wir miissen also untersuchen, wie sich eine Primzahl p in

Primideale zerlegt.

Wir hatten schon ilberlegt, daB grunds#dtzlich zwei Fdlle vorkom-—
men kénnen -~ das in Z prime Ideal pE bleibt entweder in © prim,
also

p=1», N(p) = p2 ,

(eine solche Primzahl p nennt man trdge), oder es zerf&llt in der
Form

P=pp, r Nlp) =N(p,) =p .

Diesen Fall werden wir weiter unterteilen je nachdem, ob b, =¥,
ist, also
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P=¥ N(p) = p

(eine solche Primzahl nennt man verzweigt), oder ob U ) (dann
heiBt p =zerlegt). In beiden Fédllen ist v2 = ai (das folgt aus der
allgemeinen Beziehung &' = N{a) ¢’1) . Welcher der drei Fidlle vor-
liegt, hdngt von dem Wert von xD(p) ab, wo D die Diskriminante

von K und Xp der in §5 definierte primitive Charakter ist:

SATZ 1: Se? K ein quadratischer Kdrper und p eine rationale Primzahl. Dann
wird die Zerlegung von p im Ring © der ganzen Zahlen von K wie folgt gegeben:

(7 Pp=p s v* p ex(p) =1,
(8 P =3 wxpp) =0,
(9) P=» ®xylp) =-1.

KOROLLAR: Die Zetafunktion vom K hat die Zerlegung
(10) tg(s) = t(s) Lis,xpy) -

Die Anzahl der Darstellungen einer natiirlichen Zahl n als Norm eines Ideals in ®

18t gegeben durch

(11) F(n) = § Xp(m) .
min
Beweis: Sei p # 2 (fir den Fall p = 2 siehe Aufgabe 1). Dann ist
XD(p) gleich dem Legendre-Symbol (g).
Sei zundchst p eine verzweigte Primzahl, p = ’2, »p= 9, N(p) = p.

Wegen v?' *p gibt es eine Zahl x = _ail;L_D', die durch p, aber nicht
durch p2 teilbar ist. Dann ist x' durch ' =p teilbar, also

auch a = x + x' und bVD = x - x'. Aber

2, 2
pla =» p = p~la” =» pla ,
und
2 2 2
pIbVD =» p = »“ 1 (bVD)° = b“D = plb oder plID .

Da p nicht a wund b teilen kann (sonst wdre ja x durch p = 32

teilbar), folgt hieraus plD, d.h. xD(p) = 0.
Ist umgekehrt p ein Primteiler der Diskriminante, so ist p
verzweigt: Da D oder D/4 guadratfrei ist, gilt ple, d.h.

D = pD mit pIDl. Dann folgt aus

1

(VB)? = (D) = (p) (D)
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und (p,Dl) = 1, daB die Ideale (p) und (Dl) beide Quadrate sind.
Somit ist (8) bewiesen.

Sei jetzt p zerlegt, also p = P mit p' % p. Nach dem eben
Bewiesenen teilt p die Diskriminante nicht. Da N(p) = p prim ist,
ist der Quotientenring R = ©/p von ® nach dem Ideal p ein K&r-
per der Ordnung p, und die Gruppe R der invertierbaren Elemente
von R hat die Ordnung p - 1. Somit gilt e jedes x € R,
x # 0, d.h.

Xx €D , pix=xP"1 =1 (mod»p)

(Analogon zum kleinen Fermatschen Satz). Da plD und daher »IVD gilt,
kdnnen wir diese Formel auf x = VD anwenden und erhalten somit

p=1

D2 = (VB)P "' a1 (mod p) .

Fir a € Z ist aber pla zu pla &dquivalent (pla = p=N(»)|N(a)=a2
= pla), also gilt auch

p1
D? =1 (mod p) ,
was nach einem bekannten Kriterium zu (g = 1 &quivalent ist.
Ist umgekehrt p eine Primzahl mit (2) = 1, so wédhlen wir eine

P
zahl x €Z mit x> = D (mod p). Wire x - VD durch p teilbar,

so miiste p auch das Konjugierte x + VD und daher auch die Diffe-
renz 2VD dieser beiden Elemente teilen, im Widerspruch zu den Vor-
aussetzungen p *# 2 und plD. Es gilt also pl(x - VD) und ent-
sprechend p/l(x + VD). Andererseits ist das Produkt (x - VD) (x + VD)
= x2 - D dieser beiden Zahlen nach Voraussetzung durch p teilbar.
Es folgt, da8 p mindestens zwei Primidealfaktoren enthdlt. Da wir
aber schon gesehen haben, da8 p = ’2 - XD(p) = 0, bleibt nur die
Mbglichkeit, daB p zerlegt ist. Damit ist (7) bewiesen.

Da es fiir die Primidealzerlegung von p sowie filir den Wert von
xD(p) jeweils genau drei Mdglichkeiten gibt, ist (9) eine Konsequenz
von (7) und (8). Damit ist Satz 1 (fiir p # 2) bewiesen.

Das Korollar ist jetzt leicht zu beweisen. Wegen der in §2 ange-
gebenen Regel filr die Multiplikation von Dirichletschen Reihen sind

die Aussagen (10) und (11) &dquivalent. Da F(n) und ) xD(m) bei-
min
de multiplikativ sind, brauchen wir (11) nur fir Primzahlpotenzen

n = pk nachzuweisen. Es gibt drei Fdlle:
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i) Ist xp(p) =1, so ist p = ', » *p, N(p) = N(»') p, und

k k

X = N(pE) = N(pKT!

k-2 2 k

') = N(p 7)) = ... = N(p')

ldaBst sich auf genau k + 1 verschiedene Weisen als Norm darstellen,
also

X k 1
Fip)=k+1=1+1+...+1= 7 Xp(P7)

p, und pk = N(,k) hat

ii) Ist xD(p) = 0, so ist p = .2’ N(p)
genau eine Darstellung als Norm, also

k k i
Fip)=1=1+0+ ... +0= ] Xp(P) -
N d i=0
k + 1
iii) Ist xp(p) = -1, so ist p =p, N(») = p2 und ka = N(vk),
wihrend P2k*! gar keine Norm ist, also
1 (k gerade) k
F(p5) = =1 -1+ 1= ] oxh .
0 (k ungerade) — - i=0
k + 1

Somit ist (11) in allen drei Fdllen bewiesen.

Wir konnen auch (10) direkt beweisen mit Hilfe der Euler-Produkte
der beiden Seiten. Wie oben (als wir zeigten, daBs cK(s) fir o > 1

konvergiert), schreiben wir
efs) =1 (0 -N™H ' =n 1 —1 ),
p \ pip 1-N(p)

wobei p iber die Primideale in ©® und p {ber die gewdhnlichen
Primzahlen lduft. Mit Satz 1 haben wir:

Xp(P) = 1 =p = pp' , p#* » , N(p) =N(»') =p
1 1
- n — = — ’
sip 1-N(») "% (1-p75)*
2

XD(P) =O0=p=3yp ,Np)=p= 1 ! =s - 1-5 '

slp 1-N(p) 1-p
XD(P)="1"P=V1N(P)=P2"H 1-s= 1-Zs'

plp 1-N(p) 1-p

also in allen drei Fdllen
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I 1 N 1 )

»ip 1-N(» ™ 1-p®  1-x(p)p °

Wenn wir diese Gleichungen fiir alle rationalen Primzahlen p mitein-
ander multiplizieren, erhalten wir (10).

Da wir am Anfang des Paragraphen bewiesen haben, daB die Gesamtan-
zahl R(n) der Darstellungen einer Zahl n durch Formen der Dis-
kriminante D gleich dem n-ten Koeffizienten F(n) der Dirichlet-
schen Reihe ;K(s) ist, erhalten wir aus dem Korollar die Formel

(12) R(n) = ] xp(m) ,
min

die in §8 als Satz 2 bewiesen wurde. (Umgekehrt hitten wir Satz 1 aus
(12) ableiten kénnen.) In §8 zeigten wir, wie man die Klassenzahlfor-

mel
(13) h(D) = + L(1,x,)
K 'AD

mit

% .27 , falls D < O

_ D

(14) k= log €,

—_—, falls D > O

vD

(w die Ordnung der Einheitengruppe U, €, die Grundeinheit) aus

(12) erhalten kann, indem man aus (12) schlieBSt, das der Mittelwert
der Zahlen R(n) gleich L(1,xD) ist, wdhrend man durch geometrische
Methoden direkt zeigt, daB der Mittelwert der Zahlen R(n,f) f£fir jede
Form f der Diskriminante D gleich «k ist. Man kann aber (13) auch
aus dem Korollar zu Satz 1 gewinnen, ohne die Theorie von quadratischen
Formen zu verwenden. Denn aus (10) und den in §4 und §6 bewiesenen Ei-
genschaften der Zetafunktion und der L-Reihen folgt sofort, das die
Funktion cK(s), die fiir o > 1 durch (2) definiert ist, eine mero-
morphe Fortsetzung auf die ganze komplexe Ebene besitzt mit einem ein-
fachen Pol vom Residuum L(1,xD) an der Stelle s = 1 als einziger
Singularitdt. Andererseits ist aber cK(s) die Summe der h(D) Funk-
tionen f(A,s), wo A {ber die verschiedenen Idealklassen von £ (im
engeren Sinne) liuft. Die Beziehung (13) ist dann eine unmittelbare
Folge des folgenden Satzes:

SATZ 2: Set K ein quadratischer Kdrper der Digkriminante D und A eine Ideal-
klagse (im engeren Sinne) von K. Dann hat die filr ¢ > 1 durch

1

)
s €A N(c)s
s ganz

(15) Z(A,8) =
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definierte Zetafunktion von A eine meromorphe Fortsetzung auf die Halbebene o > -;-
mit einem einfachen Pol an der Stelle s = 1 als einziger Singularitdt. Es gilt

(16) res _, t(A,s) =« ,

wobet Kk die durch (14) definierte Zahl bezeichnet, welche von K, aber nicht
von der Idealklasse A abhingt.

Wenn wir diesen Beweis der Klassenzahlformel (13) mit dem Beweis in
§8 vergleichen, so sehen wir, daB die Grundidee in beiden dieselbe
ist, nur daB wir jetzt mit dem Residuum einer Dirichletschen Reihe

Xann-.s an der Stelle s = 1 statt mit dem Mittelwert 1lim I—}(a1 +
cee + aN) ihrer Koeffizienten arbeiten; fiir die von uns g;:rachteten
Dirichletschen Reihen sind diese Werte aber gleich (vgl. Aufgabe 3).
Wir bemerken auch, daB sich z(A,s) - §§T tatsdchlich auf die ganze
komplexe Ebene holomorph fortsetzen 148t; wir haben in Satz 2 nur

die Fortsetzbarkeit auf die Halbebene o > % behauptet, weil dies
sich aus dem schon Bewiesenen leicht herleiten 148t (Aufgabe 4).

Sei jetzt
C = {gebrochene Ideale von K}/{Hauptideale}

die Gruppe der Idealklassen von K (im engeren Sinne); dies ist eine
endliche Gruppe der Ordnung |[C| = h = h(D). Ein Idealklassencharakter
von K ist ein Charakter auf C im Sinne von §5 oder, was dasselbe
ist, eine komplexwertige Funktion x auf den (gebrochenen) Idealen
von K mit den beiden Eigenschaften

a) x(ab) = x(a) x(s) £fir alle Ideale a,b ;
b) x((a)) =1 fir o € K , N(a) > 0 .

Einem solchen Charakter ordnen wir die L-Reihe

X(a)
L (s,x) =}
K § N(a)®

zu, wobei die Summe wie in (2) {lber die ganzen Ideale ¢ # O von K
l4uft. Wegen der Multiplikativitdt a) hat diese L-Reihe eine Euler-
Produk tentwicklung

() "1
(s,x) =T (1 - X1,
" » N(p)®

Andererseits ist
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Xe) -y ya) z(a,s)

(17) (s,x) =
x REC «€A N(q)® A€C

und nach der Orthogonalititsrelation flir Charaktere (der Verallgemei-
nerung des Korollars zu Satz 3, §5, auf Charaktere auf beliebigen end-
lichen abelschen Gruppen, deren Beweis wir dem Leser {iberlassen) umge-
kehrt

(18) t(as) = ¢ LX)ty a0

(Summe iiber alle Idealklassencharaktere x). Es ist also gleichbedeu-
tend, die Funktionen ¢z (A,s) oder die L-Reihen LK(s,x) zu studieren;
die ersteren sind hiufig fiir analytische und die letzteren fiir arithme-
tische Untersuchungen geeigneter.

Aus (17) und Satz 2 folgt, das LK(s,x) eine meromorphe Fort-
setzung auf o > % hat und dort mit der eventuellen Ausnahme eines
einfachen Pols bei s = 1 holomorph ist. Wegen (16) und der genann-
ten Orthogonalitédtsrelationen ist

hx (x = xq4)

res__; Le(s,x) = | x(@) « =
A€EC (o] (x * xo)

(xo = Hauptcharakter), d.h. LK(S:X) ist flir yx »* Xo holomorph,

wdhrend LK(S'XO) = cK(s) einen Pol mit Residuum hk bei s =1

hat. Es gilt dann

SATZ 3: Fir jeden nichttrivialen Idealklassencharakter X ist LK(1,x) * 0.

Der Beweis ist analog zu dem in §6 gegebenen Beweis fiir Dirichlet-
sche Charaktere: zundchst ist die Funktion

F(s) = I (s,x) = ¢ (s) O L_.(s,X)
Xee LK K X*XO K
wegen
log F(s) = h 3 ;'__—N(v)’rs
» Primideal
r>1

.r Hauptideal

filr reelles s > 1 reell und > 1, woraus folgt, das LK(I.X) fir
h8chstens einen nichttrivialen Charakter x verschwinden kann, wel-

cher reell sein muB; flir x reell leitet man aus LK(1'X) =0 mit

Tk (8) Ly(s,x)
Hilfe der Funktion NN ¢ 7) einen Widerspruch her (in §12 wer-
K

den wir fiir reelle x eine Formel fiir LK(s,x) angeben, woraus
LK(1,x) *# O ebenfalls folgt).
Wir erwdhnen, das8, genau wie im Falle K = @, die Werte LK(1,x)
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in die Formeln fir die Klassenzahlen gewisser Erweiterungen von K
(der sog. KlassenkOrper) eingehen.

KOROLLAR: Sei D etne Fundamentaldiskriminante. Dann stellt jede quadratische
Form der Diskriminante D wunendlich viele Primazahlen dar.

(Das Korollar gilt fiir beliebige primitive Formen, deren Diskriminan-
te kein Quadrat ist, aber fiir den allgemeinen Beweis mu8 man statt
Idealklassencharakteren die sog. Ringklassencharaktere benutzen.)

Beweis: Wieder wegen der Orthogonaltit&dtsrelationen ist

I Iem™ =1 1 3@ log Ly(s,x) (Re(s) > 1)
»ea xec

fiir jedes A € C. Wegen des Satzes sind die Glieder mit x # Xo auf
der rechten Seite fiir s - 1 beschrédnkt, wdhrend

1
log LK(s,xO) = log EK(s) = log =T + 0(1) (s - 1) .

Andererseits ist auf der linken Seite die Summe iiber alle p» und r
©o

mit r > 1 oder N(p) = p2 wegen L n'-2 < » ebenfalls fir s -» 1
n=1
beschrdnkt, also
I 8™ =1 o9 o+ o) (s » 1) .
pEA s
N(p) prim

Fiir eine rationale Primzahl p ist aber die Anzahl der p€ A mit
N{(p) = p gleich der Anzahl der Darstellungen von p durch die Form
f, die unter der Korrespondenz von §10 der Idealklasse A entspricht.
Damit haben wir nicht nur das Korollar, sondern die schirfere Aussage

s _ 1 -
I R(p,£) p ~ = g log o3 + O(1)

p
bewiesen. Ist p durch f darstellbar, so ist R(p,f) gleich 1
oder 2 je nachdem, ob A = A' eoder nicht, d.h. je nachdem, ob die
Form f(x,y) = :.-1x2 + bxy + cy2 unter SL, (X) zu der Form ax2 - bxy
+ cy2 dquivalent ist (solche Formen heiBen ambig) oder nicht. Defi-
nieren wir die Dirichletsche Dichte einer Menge % von Primzahlen als

§(®) = lim ( ) p_s)///(log E}T)
s~+1 \ pey

(falls der Limes existiert), so kdnnen wir das Ergebnis etwas bild-
hafter so formulieren: die Menge der Primzahlen, die durch £ dar-
stellbar sind, besitzt eine Dirichletsche Dichte, und zwar

2h (D)
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je nachdem, ob f ambig ist oder nicht.

Aufgaben:

1.

Man beweise Satz 1 fiir p = 2, d.h. 2 ist zerlegt, falls' D = 1
(mod 8), trdge, falls D = 5 (mod 8), und verzweigt, falls D = O
(mod 4).

Hinweis: Ist D = 4d mit d = 2 bzw. 3 (mod 4), so ist x = Vd
bzw. x =1+ Vd in © und 2lx2, 2rx; also ist 2 verzweigt.
Ist umgekehrt 2 = ’2 verzweigt, aber D = 1 (mod 4), so kann man
aus plx ‘und 2Ix wie im Falle einer ungeraden Primzahl einen
Widerspruch herleiten. Ist D = 5 (mod 8), so kann man aus 2IN(x)
auch 2(x ableiten, also ist 2 tr4ge. Ist aber D = 1 (mod 8), .
so ist l%gﬁ nicht durch 2 teilbar, hat aber gerade Norm, und

2 kann nicht trédge sein.

Sei K ein quadratischer K&rper der Diskriminante D, ®» der Ring
der ganzen Zahlen in K und r eine natlirliche Zahl. Dann ist die
Ordnung der Gruppe (£/ro)* der invertierbaren Elemente des Rest-
klassenrings ©/r® durch

1(®/rD)*| = ¢(r) YD(r)

gegeben, wo ¢(r) = |(Z/r&Z)*| die Eulersche Funktion ist und
Xp (P)
D

yo(r) =r 1 (1 -
D plr

). (Vgl. die Bemerkung zu Aufgabe 5, §10.)

-]
Sei 1 S n % eine Dirichletsche Reihe hit Konvergenzabszisse
n=1
< 1. Dann ist das Produkt von J c,n mit z(s) eine Diri-
égletsche Reihe mit folgender Eigenschaft: der Mittelwert der Ko-

effizienten existiert und ist gleich dem Residuum an der Stelle

-S

8 = 1 der meromorphen Fortsetzung der durch diese Reihe definier-

ten Funktion, also gleich 7?. (Vgl. den Beweis vom Satz 4, §8,

wo ¢, = xD(n), 0y = 0.)

o0
Man beweise Satz 2, indem man die Beziehung Z(s,A) = J Blﬂégl
n

(f die Form, die A entspricht) benutzt und den Beweis von Satz
4, §8, verfeinert, um die Formel

N
] R(n,f) ~ kN
n=1
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durch die prédzisere Formel
N
Y R(n,f) = kN + O(WN)
n=1

zZu ersetzen.

§12 Geschlechtertheorie

In §8 haben wir bindre quadratische Formen studiert. Dabei nannten

wir zwei Formen &dquivalent, falls sie durch eine ganzzahlige Matrix
der Determinante 1 ineinander iibergefiihrt werden k®nnen, und sahen,
daB es im allgemeinen mehrere (allerdings nur endlich viele)
Aquivalenzklassen von Formen mit einer gegebenen Diskriminante D
gibt, und daB8 deren Anzahl h(D) eine gar nicht leicht zu bestimmen-
de Zahl ist. Zu den schdnsten Entdeckungen von Gau8 gehért die Er-
kenntnis, daB das entsprechende Problem fiir rationale Equivalenz leich-
ter ist und vollstdndig gel&st werden kann. Man sagt, daB8 zwei Formen,
die rational &dquivalent sind (d.h. durch eine Matrix von rationalen
Zahlen mit der Determinante 1 ineinander uberfiihrbar sind) zum sel-
ben Geschlecht gehdren. GauB hat eine vollstindige Beschreibung der
Geschlechter der Formen mit Diskriminante D mit Hilfe von gewissen
quadratischen Charakteren gegeben und gezeigt, daB ihre Anzahl gleich
2%1 ist, wo t die Anzahl der in D enthaltenen Primfaktoren be-
zeichnet. Insbesondere ist h(D) stets durch 2"'_1 teilbar, eine
Tatsache, die wir schon in §9 erwdhnten. Das8 die Einteilung in Ge-
schlechter wirklich grober ist als die vorher von uns betrachtete
Klasseneinteilung, sieht man anhand des folgenden Beispiels: die Formen

x2 + xy + 6y2

f(x,y)

g(x,y) 2x2 + xy + 3y2

der Diskriminante -23 sind sicherlich nicht 4quivalent, da £ die
Zahl 1 ganzzahlig darstellt (mit x = 1, y = O0) und g das nicht
tut (g(x,y) = 2(x + % y)2 + %; y2 > 1 fiir x, y ganz und nicht beide
0), aber man kann f in g {iberfilhren durch Anwendung der Transfor-

1/2 1/2
-3/2 1/2

Wir wollen in diesem Paragraphen die Hauptresultate der GauBSschen
Geschlechtertheorie herleiten, wobei wir mit Idealklassen statt mit

mation ( ) der Determinante 1.
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Formen arbeiten. Hierbei wdhlen wir eine andere Definition der Ge-
schlechter als die oben angegebene (filr die Kquivalenz der beiden
Definitionen s. Aufgabe 1). Wir fithren alle Uberlegungen fiir belie-
bige quadratische Kdrper - reell sowie imagindr - durch.

Sei also K ein quadratischer Kdrper der Diskriminante D und
C die Gruppe der Idealklassen von K. (Wir fassen Idealklassen immer
im engeren Sinne auf.) Wir hatten am Ende von §11 gemerkt, das die
multiplikativen, komplexwertigen Funktionen auf Idealen, welche auf
der Hauptidealklasse den Wert 1 annehmen, genau die Charaktere von
C sind, d.h. die Homomorphismen x: C - @*. Unter diesen Funktionen
zeichnen wir die aus, die reellwertig sind, d.h. die Homomorphismen

X: C = {1} ,

und nennen sie die Geschlechtscharaktere. Wir sagen, das zwei Idealklas-
sen Al und A, zu demselben Geschlecht geh&ren, falls x(Al) = x(A2)
fiir alle Geschlechtscharaktere x. Da offensichtlich

x(C) © {21} o= x(A)2 =1 fiir alle A € C
(1) - x(a%) =1 fur alle A€ C
- x(AlAi) = x(a,) fir alle AA, €C

ist diese Definition zur folgenden &quivalent: zwei Klassen Al, A2 €C
gehdren zum gleichen Geschlecht genau dann, wenn Al und A2 sich
um ein Quadrat in der Gruppe C unterscheiden. Die Geschlechter bil-
den also eine Gruppe, die zu C/C2 isomorph ist, wo C2 die Unter-
gruppe {AzlA € C} von C bezeichnet; die Geschlechtscharaktere bil-
den die hierzu duale Gruppe C/C (vgl. §5). Insbesondere ist die
Anzahl der Geschlechter gleich der Anzahl der Geschlechtscharaktere
und ist eine Potenz von 2. Das Einselement der Gruppe der Geschlech-
ter nennt man das Hauptgeschlecht; nach (1) besteht dieses Geschlecht
aus den Quadraten der Idealklassen, d.h. ein Ideal « gehdrt genau
dann zum Hauptgeschlecht, wenn &« = (}) ’2 flir ein geeignetes Ideal
5 und eine Zahl X € K mit N(X) > O.

Diese Definition der Geschlechter als Xquivalenzklassen von Ideal-
klassen modulo den Quadraten wirkt vielleicht etwas kiinstlich. DaB der
Begriff doch sehr natiirlich ist, sieht man aus folgendem Ergebnis.

SATZ 1: i) Zwei (gebrochene) Ideale ,b gehdren genau dann zum gleichen Ge-
8chlecht, wenn es e¢ine Zahl X € K positiver Norm gibt mit

(2) N{a) = N(X) N(s) .
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ii) Eine nattirliche Zahl n 18t genau danmn Norm einer Zahl aus K, wenn n die
Norm eines ganzen Ideals aus dem Hauptgeschlecht ist.

Beweis: i) Die Behauptung in einer Richtung ist trivial: Sind ¢« und
b in demselben Geschlecht, so ist nach dem oben Gesagten

e = (u)czb

mit ¢ ein Ideal aus K und u € K eine Zahl positiver Norm; dann
ist

N(a) = IN() | N(e)? N(s) = N(uN(c)) N(p) ,

also gilt (2) mit X = uN(¢). Nehmen wir jetzt umgekehrt an, das (2)
gilt; wir wollen zeigen, daB ¢ im Geschlecht von b liegt. Indem
wir e« durch b | ersetzen, kénnen wir b = (1) annehmen, d.h.
es geniigt, die Implikation

(3) N(a) = N(}) (A € K) - ¢ € Hauptgeschlecht

nachzuweisen. Ersetzen wir « durch (A—1)a, so kdnnen wir sogar
A = 1 annehmen, d.h. N(a) = 1. Wir behaupten:

(4) N(a) = 1 =» 3 ganzes Ideal b mit a = b/0b' .

Dies impliziert dann (3), da 6/5' = N(s) | 5> offensichtlich zum

Hauptgeschlecht gehort.

Um (4) einzusehen, schreiben wir die Primidealzerlegung des (ge-
brochenen) Ideals @ hin, wobei wir zwischen den Primfaktoren vi
mit pi * 9y (d.h. N(»i) =P mit Py eine zerfalleng§ Primzahl)
und den Primfaktoren 9y mit 9y = q3 (d.h. N(qj) = qjJ mit qay
verzweigt und ij = 1 oder qj trdge und ij = 2) unterscheiden:

a; bi cj
- 1
c—(]:[ wtow )(n ,j) (a,, by, ¢y €2) .
1 J
ai+bi i.c,
Dann folgt aus 1 = N(q) = Hpi l'[qj:l I und der eindeutigen Prim-

zahlzerlegung in @, das a; + bi = 0 fir alle i und cj =0 fir
a b
alle j, und somit ist (4) mit & »' T 3] ' bewiesen.
a,>0 b.>0
i i

ii) Wieder ist eine Richtung trivial: Ist n = N(¢) mit « im
Hauptgeschlecht, so ist nach (2) mit 8= (1) auch n die Norm einer
Zahl A1€ K. Ist umgekehrt n = N(A), A € K, so schreibt man () als

e/p mit ¢ und » teilerfremde ganze Ideale aus K; dann folgt aus

I
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N(s)IN(e) und (e¢,6) = 1 mit demselben Argument wie fiir (4), das
.#%le, also e = B'¢ ist mit ¢ ganz. Dann ist '

n = N(A) = N(qg/p) = N(b'e¢/6) = N(¢)

und ¢ liegt wegen (3) im Hauptgeschlecht.
Fir spdtere Zwecke schreiben wir gleich das Analogon von (4) fiir
Zahlen:

(5) A € K, N(A) =1 - I g €O mit X = p/ut .
Der Beweis ist einfach: man wdhlt u = X + 1.

Der eben bewiesene Satz soll den Unterschied zwischen Idealklas-
sen (im engeren Sinne) und Geschlechtern verdeutlichen: Fiir Ideale
¢, » hat man

e , b in derselben Idealklasse e+ a= (A)b , N(A) > O ,

4,6 in demselben Geschlecht = N(a) = N((A)6) , N(X) > O ;
flir n € N hat man

n = N(a), a ganz, e € Hauptidealklasse e=» n = N(A) , A € ©

n = N(a), « ganz, e € Hauptgeschlecht e+ n = N()) , A € K .

Wir kommen jetzt zum Hauptergebnis dieses Paragraphen, der Klassi-
fikation aller Geschlechtscharaktere. Wir erinnern an einige Tatsachen
aus Teil I: Jeder Fundamentaldiskriminante D ist ein reeller, pri-
mitiver Charakter Xp (modulo |IDl) zugeordnet. Jede Diskriminante
D 148t sich eindeutig als Produkt von Primdiskriminanten schreiben,
d.h. von Fundamentaldiskriminanten, die nur eine Primzahl enthalten.
Ist D = D1 cos Dt
minanten, so ist Xp das Produkt der entsprechenden Xp. * Wir be-

i

die Zerlegung von D als Produkt von Primdiskri-

zeichnen die L-Reihe L(s,xD) mit LD(s); fir D=1 ist Xp tri-
vial und LD(s) = g(s), wdhrend man fir D #%# 1, also D die Diskri-
minante eines quadratischen K¥rpers K, .die Beziehung

(6) tg(s) = t(s) Ly(s)
hat. Mit dieser Terminologie gilt:

SATZ 2: Set D die Diskriminante des quadratischen Kdrpers K. Es gibt eine
bijektive Korrespondenz mwischen den Geschlechtscharakteren von K und den Zerle-
gungen D = D'-D" von D ale Produkt von zwei Fundamentaldiskriminanten (wo-
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bei die Zerlegungen D = D'-D" und D = D"-D' als gleich angesehen
werden, und die Zerlegungen D = 1D bzw. D = D-1 erlaubt sind).
Der der Zerlegung D = D'-D" entsprechende Geschlechtscharakter ist fiir Prim—
ideale durch

]
—
~

Xpr(Np) , falls (N»,D')
(7) x(p) =
XD" (N’) ’ falls (N’ID“)

]
—
~

und fir beliebige Ideale durch

n RN ! Ty
(8) X(py eeep ) = x(pl) ”'X(’k) (pi Primideale, nigz) ’

definiert. Die L-Reihe von X <8t durch die Formel

(9) Lp(ssx) = Lp,(s) Lyu(s)
gegeben.
Fir D' =1, D" =D ist ¥x = Xo und L(s,x) = ;k(s); in diesem Fall

reduziert sich (9) auf (6).

KOROLLAR: Die Gruppe C/C° ist zu (%/2%)T"" isomorph, wo t die anzahl der
verschiedenen Primteiler von D bezeichnet. Insbesondere ist die Klassenzahl h (D)
durch 27 teilbar, und h(D) ist genau dann ungerade, wenn D eine Primdiskri-
minante 1st.

Beweis des Korollars: Sei D = Dl e Dt die Zerlegung von D als
t-1

Produkt von Primdiskriminanten; dann hat D genau 2

Zerlegungen
als D'-D", da diese genau den Zerlegungen der Menge {Dl,...,Dt}

als disjunkte Vereinigung von zwei Mengen (ohne Riicksicht auf die Rei-
henfolge dieser Mengen) entsprechen. Andererseits wissen wir, dag die
Anzahl der Geschlechtscharaktere gleich der Ordnung der Gruppe C/C2
ist; da diese Gruppe abelsch ist und den Exponenten 2 hat, ist sie
zu (Z/ZE)r isomorph fiir ein geeignetes r, und dann gilt 2rlh(D)
und r > O e 2|h(D) (h(D) = ICl|). Nach dem Satz gibt es aber gleich
viele Geschlechtscharaktere wie Diskriminantenzerlegungen, also ist
r=¢t-1.

Beweis des Satzes: Nachzuweisen ist,

i) daB8 die durch (7) und (8) definierte Funktion auf Idealen
wohldefiniert und ein Geschlechtscharakter ist,
ii) das fiir diesen Charakter die Beziehung (9) gilt,
iii) das die 2t—1 so konstruierten Charaktere verschieden sind,
und
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iv) daB sidmtliche Geschlechtscharaktere auf diese Weise ent-
stehen. '

i) Wenn p ein Primideal und D = D'-D" ein Zerlegung wie im
Satz ist, so ist N(p) eine Primzahlpotenz und (D',D") = 1, also
gilt (Np,D') =1 oder (Np,D") =1 (oder beides). Wir miissen veri-
fizieren, dag die beiden Werte in (7) libereinstimmen, falls (Np,D')
=1 und (Np,D") =1, d.h., falls N(p) 2zu D teilerfremd ist.
Dann gibt es nach Satz 1, §11, zwei MSglichkeiten: entweder ist
Ny = p?, Xp(pP) = -1, oder Np = p, xp(p) = +1. Im ersten Fall ist

2 2
Xpt (N#) = Xpo (P7) = Xpo(P)” = 1 = Xxpn (Np)
und die beiden Definitionen (7) stimmen iberein; im zweiten Fall ist
XDv(N’)XDn(N’) = XDv(P)XDn(p) = XD(p) =1,

also xD,(Np) = xD,(N)), und wieder ist (7) widerspruchsfrei. Wegen
der eindeutigen Primidealzerlequng in K definiert dann (8) die Funk-
tion x eindeutig fiir alle Ideale 4+ O. Es bleibt nur zu zeigen,
dags x(e) = 1 fir ein Hauptideal 4, d.h.

(10} x((x)) =1 (A € K, N(2) > 0) ;

da x offensichtlich multiplikativ ist und nur die Werte %1 an-
nimmt, ist es dann ein Geschlechtscharakter.

In (10) kénnen wir A € © annehmen, da jede Zahl aus K Quotient
zweier ganzer Zahlen ist. Wir beweisen (10) erst unter der Annahme,
dag N(A) zu D' (oder D") teilerfremd ist. Dann folgt aus (7) und
(8), das

X((A) = xp, (ND) .

Sei D' =1 Di die Zerlegung der Fundamentaldiskriminante in Prim-

diskriminanten. Dann ist Xp* das Produkt der Charaktere Xp (das
i
s0ll der Leser verifizieren!), also geniligt es, fiir jedes 1
Xp (N(A)) =1 (A €0, X 2zu Di teilerfremd)
i
zu zeigen. Hierbei ist entweder D, = 2p = 1 (mod 4) mit p prim,
oder D1 = -4, 8 oder -8 (siehe Teil I, §5). Im ersten Fall ist
A=if§l'§ (a, b € Z)
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2 .2

2
a -b"D a
N(A) = —— =7 (mod p) , pla ,
also
a2
XDi(N(X)) = xDi(—ZJ =1 .
Falls Di = -4 bzw. 8 bzw. -8 ist, schreiben wir D ‘als 44 mit

d=3 (mod 4) bzw. d = 2 (mod 8) bzw. d =6 (mod 8) und X als
m + nV¥d mit m, n € Z. Dann erhalten wir:

m? - n%d , d = 3 (mod 4)

D,

i -4 =» N()\)

- N(A) =0, 1, 2 (mod 4)
= N(A) = 1 (mod 4)
- X_, (NOD) =1 .

D, =8 =N(\) =m? - n%da , d =2 (mod 8)

- N(M)=0,1,2, 4, 6, 7 (mod 8)

-+ N(A) =1, 7 (mod 8)

- Xg(N{X)) =1,

D, = -8 » N(A\) =m? - n°d , d = 6 (mod 8)

= N(A\) =0, 1,2, 3, 4, 6 (mod 8)

- N(A) = 1 , 3 (mod 8).

14

X_g(N()) =1,

wobei wir 2IN()) benutzt haben. Damit ist (10) bewiesen, falls das
Ideal (A) zu D' oder D" teilerfremd ist.
Sei jetzt X € ® beliebig: wir schreiben (i) als

(A) = vl...yrb .

wobei die Primideale ’j Teiler von D sind und ®» zu D teiler-
fremd i?t. Flir jedes j wé&hlen wir ein Ideal 'j in der Idealklasse
von ’j , das zu D teilerfremd ist (dies ist immer m&églich: s. Auf-
gabe 2). Dann ist fiir jedes j das Produkt #». ¢. ein Hauptideal,
das entweder zu D' oder zu D" teilerfremd ist (da es nur einen
Primfaktor enthdlt, der in D aufgeht), also ist nach dem bereits
Bewiesenen

X(’j .j)=1 (j=1l sy r) .



115
Wegen

(A) = (»; a).e. (b ar)(b‘cI‘....;')

ist auch "11""r1

teilerfremd ist, gilt

ein Hauptideal, und weil dieses Ideal zu D

| -
X(bay ....r1) =1 .
Die Behauptung (10) folgt aus den letzten drei Gleichungen.

ii) Wir wollen jetzt Gleichung (9) beweisen. Das Euler-Produkt
von LK(s,x) liefert

-1 -1
(12) Le(s,x) =1 (1 - JLQQ§> =1 I (1 - ldllg)
4 N(») P »lp N(»)

(das erste Produkt l&uft liber alle rationalen Primzahlen p, das
zweite Uber Primideale p, die p teilen). Die Euler-Produkte von

L, und L geben

Dl D"
Xps (P) -1 Xpn (P) -1
(13) Ly, ($)Ly, () = T (1 - ——S——) (1 - —S—) :
P p P
Wir zeigen, daB fiir jede Primzahl p die entsprechenden Faktoren in

(12) und (13) iibereinstimmen.

Fall 1: XD(p) =1, p= pp'. Hier ist p 2zu D' und zu D" teiler-
fremd. Nach (7) gilt

X(’) = XD' (Np) = XD|(P) = XD"(p)

und ebenfalls x(y') = Xxpa(p), also

: (1 __X.LL)_)_1 ) (1 _ Xp (@) )_1 (1 _ Xpn (@) )‘1 .

»lp N(p)® p° p°
Fall 2: xD(p) = -1, p =p. Hier ist N{(p) = pz, also x(p) = 1; ande-
rerseits ist XD,(p) xDu(p) = XD(p) = -1, also ist eine der Zahlen
xD,(p), XD“(p) gleich +1 und die andere gleich -1, also
-1 -1 -1 -1
1 1 1
n(1--LL—()) =(1'T) =(1-—) (1+—)
vlp N(»)® p°*° p° p°
- -1
Xpo (P) ! X (P)
=(1 - _D____) (, - _9___) .
S s
P P
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Fall 3: xD(p) =0, p= vz. Hier teilt p entweder D' oder D".
Wenn etwa plD", ist (p,D') = 1, also nach (7) ist x(») = X5 (P).

Dann gilt
-1 ()"
il (1 - JLQLL) = (1 - iglli_)
»Ip N(»)® p°
-1 -1

Xps (P) Xpn (P)
=(1 - _s_) (‘ - —s) ’
p P

0.

das letztere wegen xD"(p)

iii) Sei D = Dl"’Dt die Zerlegung von D in Primdiskriminan-

ten und X5 der der Zerlegung D = Di'Dl...Di_lDi+l...Dt zugeordne-
te Charakter. Dann ist flir eine allgemeine Zerlegung D = D'-D" mit

D" =D, ...D, der entsprechende Charakter x gleich x, ...x;, -
11 1s 1,7 Mg
Mit anderen Worten, die Charaktere, die wir schon konstruiert haben,

bilden eine Gruppe, die von Xqree=eXg erzeugt wird, wobei die Re-
lationen xi =1 und XpteeXe = 1 gelten. Wir miissen zeigen, daB es
zwischen den Xy keine weiteren Relationen gibt, d.h., dag der Cha-
rakter ¥, den wir einer Zerlegung D = D'D" zugeordnet haben, nur
dann der triviale Charakter ist, wenn D' = 1 oder D" = 1. Aber das
folgt unmittelbar aus (9): wenn D' wund D" beide #* 1 sind, so
sind die Funktionen LD‘(S) und LD"(s) an der Stelle s =1 holo-
morph, also hat LK(s,x) nach (9) auch keinen Pol bei s =1 und ¥
kann nicht der triviale Charakter sein.

iv) Wie wir schon im Beweis des Korollars gesehen haben, gibt es
genau 2F Geschlechtscharaktere, wo 2F = IC/C2|. Wir miissen also
zeigen, daB r < t - 1.

Sei Sq: C - C die Abbildung, die eine Idealklasse auf ihr Qua-
drat schickt, dann hat man die exakte Folge

Sq 2
00—+ I—-C— C—»C/CT— 0

mit I = Ker(Sq). Da die Gruppen alle endlich sind, folgt I[I| = IC/CZI.
d.h. es gibt gleich viele Idealklassen, deren Quadrat trivial ist, wie
es Aquivalenzklassen modulo Quadraten gibt. Fiir A € C hat man wegen

Al - ar

AE€I o 22 =1 ema=2" ema=a'.

Die Idealklassen, die gleich ihren konjugierten Klassen sind, nennt
man ambig (sie entsprechen den am Ende von §11 definierten ambigen
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Formen). Wir wollen zeigen, daB8 es hdchstens Zt-1 solche Idealklas-

sen gibt.

Zundchst bemerken wir, daf jede ambige Idealklasse ein Ideal
mit e =4 enthdlt. Dies folgt aus (5): Sei zundchst s € A belie-
big; dann ist ' € A' = A in derselben Idealklasse wie ¢, also
a' = (A)a mit X € K, N(A) = 1. Nach (5) ist dann X = p/u' mit
B € O, wobei wir auch N(p) > O erreichen kénnen (ist K imagindr,
so ist dies sowieso erfiillt; ist K reell, so wdhlen wir A positiv,
also uu' = Au'z > 0). Dann ist das Ideal (u)es € A gleich seinem
Konjugierten.

Wir wdhlen also in der ambigen Idealklasse A ein Ideal e mit
@' = e . Durch Multiplikation mit einer geeigneten rationalen Zahl
kénnen wir erreichen, da8 e ein ganzes Ideal und auBerdem primitiv
ist (d.h. durch keine natiirliche Zahl > 1 teilbar). Aber es gibt in
K tiberhaupt nur 2t ganze, primitive, ambige Ideale, ndmlich die
Produkte

il it
(14) v loe, (1;7...04, € {0,1}) ,

wobei & (i=1,...,t) das (eindeutig bestimmte) Primideal bezeich-
net, das in Di aufgeht. In der Tat: ein solches Ideal ¢ ist weder
durch ein Primideal » mit ¢ = (p), p trdge, teilbar (weil dann
¢ durch die natirliche zZahl p teilbar widre), noch kann in ¢ ein
Primideal p mit p * »', pp' = (p) vorkommen (da dann aus p'lae' =a
auch p = pp'la folgen wiirde, im Widerspruch zur Primitivit#dt von ).
Somit enthdlt ¢ lauter verzweigte Primideale und zwar jeweils hoch-
stens zur ersten Potenz (pz =p = vzl ¢ ). Jede ambige Idealklas-
se A € I enthilt also mindestens eins der Zt Ideale (14). Hieraus
folgt schon, das 2t < 2t ist; wenn wir unter den 2% 1dealen (14)
ein éinziges Ideal 4 # 1 finden kdnnen, das in der Hauptidealklasse
liegt, so folgt sogar 2 < 2t und wir sind fertig. (Da wir schon
2F > 21 ist, kann es natiirlich unter den Idealen (14)
auch nicht mehr als ein solches ¢ geben.)

Ist D < 0, so folgt aus

wissen, das

D, falls D = 1 (mod 4)
yi...pi = I p= 24, falls D = 4d, d = 3 (mod 4)
pID d, falls D 4d, d = 2 (mod 4),

dag man die Relation
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(VD) = p...», falls D = 1 (mod 4)
(15) vd) = »,...» , falls D =14d, d = 3 (mod 4)
(vd) = »,...»., falls D=4d ,d= 2 (mod 4)

hat, wobei wir im zweiten Fall die ’i SO numeriert haben, das '1
der Primteiler von 2 ist. Da die linke Seite von (15) jeweils ein
Hauptideal ist, haben wir unsere nichttriviale Relation unter den

vi in C gefunden.

Fir D > O gelten die Gleichungen (15) auch, aber die linke Sei-
te braucht kein Hauptideal im engeren Sinne mehr zu sein, da VD (bzw.
Vd) negative Norm hat. Falls die Grundeinheit e von K negative
Norm hat, ist das Hauptideal (VD) bzw. (Vd) durch die Zahl eVD
bzw. eVd erzeugt, welche positive Norm hat; somit liefert (15) wie-
der die verlangte Relation. Falls der K&rper K reell ist und die
Grundeinheit € positive Norm hat (also etg' = 1), setzen wir
u = (e - 1)VD und finden

W= —e'VB+ VD= (1-¢e WVB=c "y,

also (u') = (u). Wir schreiben (u) als na, wobei n eine natlirliche
Zahl und ¢ primitiv ist. Wegen a' =4 muB sich ¢ unter den Ide-
alen (14) befinden. Aber & kann nicht 1 sein, denn aus (u) = (n)

wiirde
u = tner (r € Z)
und daher
_ B ne® 2r
€ = — = ——= = €
u -r
ne

folgen, ein Widerspruch. Die Gleichung e = (n-1u) liefert die ge-
suchte nicht-triviale Relation unter den Idealklassen SUERENE P Da-
mit ist Satz 2 bewiesen.

Aus C/C% o (z/ZZ)t-1 und dem Struktursatz fiir endliche abelsche
Gruppen folgt, daB die Gruppe C/C4 (C4 = {Ad, A€C}) zu
@/22)t 7S « @/am)® isomorph ist, wobei die zahl s zwischen O
und t - 1 liegt und durch

25 =#{aecia®=1,a=8% firein B € C}

bestimmt wird, d.h. 2% = Ordnung von Ker(Sqg) N Im(Sq). Fir die Grup-

pen Ker(Sq) und Im(Sq) haben wir aber eine genaue Beschreibung ge-
funden: die Idealklassen aus Ker(Sq) werden durch die Ideale (14)
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vertreten, und zwar jeweils genau zweimal, widhrend Im(Sq) aus den
A € C mit x(A) =1 fir alle Geschlechtscharaktere ¥ (oder nur
xi(A) = 1 fiir alle i) besteht. Wir kdnnen also s bestimmen, in-
dem wir die Werte der Xy auf den Idealen (14) berechnen. Das Er-

gebnis 1348t sich wie folgt formulieren: sei eij € x/2x¢ fir
1 <1i, j <t durch
eij xDi(pj), falls 1 # j
(-1) = xi(vj) =
I x. (p,), falls i = 3
k#i Dkt
(pj = N(p.)) definiert; dann ist t - 1 - s der Rang der Matrix

(eij)1fi,j§t iber dem Kérper Z/2%Z.

Aufgaben:

1. Man zeige mit Hilfe von Satz 1: unter der Korrespondenz zwischen
Idealklassen in K und Hquivalenzklassen von quadratischen Formen
der Diskriminante D gehSren zwei Idealklassen genau dann demsel-
ben Geschlecht an, wenn die entsprechenden Formen rational (d4.h.
durch eine Matrix aus SL2(Q)) ineinander iiberfiihrbar sind.

2. Man beweise: in jeder Idealklasse gibt es Ideale, die zu einem vor-
gegebenen Ideal teilerfremd sind. (Dies folgt natilirlich aus der am
Ende von §11 bewiesenen Existenz unendlich vieler Primideale in je-
der Idealklasse, soll hier aber elementar gezeigt werden.)

3. Man verifiziere die am Ende des Paragraphen gemachten Behauptungen
iber C/C4 und folgere:
h(D) = 1 (mod 4) e+ D = -4, +8, -8, +p, -q,
h(D) = 2 (mod 4) e+ D = +4g, #8p (p = 5 (mod 8)), +8q,
-8q (g = 3 (mod 8)),
L]
e’ (B = -1y,
-pq ((g) = -1), +qq',
h(D) = O (mod 4) sonst,
wobei p bzw. g Primzahlen = 1 bzw. = 3 (mod 4) bezeichnen.

pamit ist h(D) modulo 4 1in allen F&dllen auBer D = +p, D = -q
bestimmt.



120

Bemerkung: Wegen des Wilsonschen Satzes ist [(S%l)!]2 = 1 (mod q)
fiir g = 3 (mod 4), also (g:l)! = 1 (mod q), widhrend

-1., 42 2 -1
[(B5511% = -1 (mod p) fiir p = 1 (mod 4), also (2.2,—)1 = st /2
(mod p), wobei (to,uo) die kleinste positive L&sung von
t2 - puz = -4 ist. Die Bestimmung von h(D) modulo 4 wird dann

durch

h(-q) = 1 (mod 4) = (L)1 = -1 (mod q) oder q =3
(Mordell, Amer. Math. Monthly 68 (1961), 145-146) bzw.

h(+p) = 1 (mod 4) = (B)1 = -t /2 (mod p)

(Chowla, Proc. Nat. Acad. Sci. USA 47 (1961), 878) vervollstdndigt.
Der Leser mag versuchen, die erste dieser Gleichungen mit Hilfe
von Satz 4, §9, zu beweisen.

§13 Reduktionstheorie

In §§8-9 bestimmten wir die Anzahl der Aquivalenzklassen von Formen

mit gegebener Diskriminante sowie die Anzahl der in#dquivalenten Dar-
stellungen einer natiirlichen Zahl durch die Gesamtheit dieser Formen
(nicht aber durch die einzelnen Formen). Neben diesen Anzahlen will

man aber effektive Algorithmen haben, um

a) eine endliche Menge von Formen mit gegebener Diskriminante an-
zugeben, welche mindestens einen Vertreter jeder Kquivalenzklasse ent-
halt,

b) zu entscheiden, ob zwei gegebene Formen Hquivalent sind,

c) eine endliche Menge von Darstellungen einer gegebenen Zahl durch
eine gegebene Form anzugeben, welche mindestens einen Vertreter jeder
Aquivalenzklasse von Darstellungen enthdlt, und

d) zu entscheiden, ob zwei gegebene Darstellungen einer Zahl durch
eine Form dquivalent sind.

Frage a) wurde in §8, Satz 1, beantwortet, indem gezeigt wurde, das
man von einer beliebigen Form durch Anwendung von Transformationen der
Gestalt

(1) Sn = (:z é) H ax2+bxy+cy2 - (anz—bn+c)x2+(2&n-b)xy+ay2

2

nach endlich vielen Schritten zu einer Form ax +bxy+cy2 mit

(2) -lal <b < laj < lcl
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gelangt und das es nur endlich viele solche Formen mit gegebener Dis-
kriminante gibt. '

Im Falle D < O k¥nnen wir die Absolutbetragszeichen in (2) weg-
lassen (da wir nur positiv difinite Formen betrachten) und auBer-
dem im Falle a = c annehmen, das b > O ist (da ax2+bxy+ay2 zu
axz-bxy+ay2 dquivalent ist). Wir nennen eine positiv definite Form

ax2+bxy+cy2 reduziert, falls
(3) -a<b<ac<c oder O<bc<ca=c;

dann ist jede positiv definite Form zu einer reduzierten dquivalent.
Umgekehrt behaupten wir, daB die reduzierten positiv definiten Formen paar-
wetge tndquivalent sind; dies gibt nicht nur einen praktischen Weg zur
Berechnung der Klassenzahlen negativer Diskriminanten, sondern auch
eine Antwort auf Frage b) fiir definite Formen, némlich, da8 zwei
definite Formen genau dann &dquivalent sind, wenn sie zur selben re-
duzierten Form filhren. Um die Behauptung zu beweisen, bemerken wir
erst, daB8 fir eine reduzierte Form f und x,y € Z, (x,y) * (0,0),

(4) f(x,y) = ax2 + bxy + cy2 > a(xz—lxyl+y2) > a
gilt, also ist der erste Koeffizient a von f die kleinste durch
f dargestellte Zahl. Eine Matrix b g ESLZ(I) fithrt aber f in

eine Form f' mit erstem Koeffizienten a' =f(a,y) {iber; ist also
f' auch reduziert, so muB a' gleich a sein und daher (wenn man
die Fdlle mit Gleichheit in (4) betrachtet)

(falls c>a) a=x1 , y=0
(falls c=a>b) a=%1 , y=O oder a=0 , y=%1
(falls c=a=b) a=21 ’ Yzo oder a=0 , Y=t1 oder GY=_1 .

y § o 1 ‘
b' von f' gleich b + 2Ba, und aus -a < b, b' < a folgt B =0

und f' = f. In den anderen zwei Fillen sieht man ebenfalls leicht,
dag f£' = f; in diesen Fidllen braucht die Matrix (3 g) nicht unbe-
dingt gleich 2 é ? zu sein, da die reduzierten Formen ax2 + ay2
und ax? + axy + ay? zusdtzliche Automorphismen haben.

FUr definite Formen sind die Fragen c) und d) auch sehr leicht zu
beantworten. Wegen der Identitdten

Im ersten Fall ist (a B)==t(1 B), also ist der zweite Koeffizient

b 2 ID] .2 _ ID] _2 b 2
f(x.y)*ﬂ(x*--z—ay) +Ta—y -—-é-x +c(2cx+y)

haben wir nimlich die a priori Schranken Ix| < Vdnc/ID! und
lyl < VIna/IDl fir die L8sungen von f(x,y) = n, womit ¢) beantwortet
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ist, und d) ist vollkommen trivial, weil f (auBer in den genannten
Spezialfédllen) iiberhaupt keine Automorphismen auBer :Id hat.

Im Falle von indefiniten Formen sind die Probleme a)-d) viel
schwieriger, weil man keine a priori Schranken fiir die Koeffizienten
der Ubergangsmatrizen zwischen zwei gegebenen Formen oder fiir die
Argumente in der Darstellung einer gegebenen Zahl duréh eine gegebene
Form hat. Zwar liefern die Formen, deren Koeffizienten (2) erfiillen,
wieder eine Antwort auf a), aber diese ist jetzt unbefriedigend, weil
man die Aquivalenzen zwischen diesen Formen nicht leicht beschreiben
kann. Um eine befriedigende Antwort auf a) und b) zu erhalten, mus
man andere Ungleichungen als (2) oder (3) wdhlen, um reduzierte For-
men zu definieren. Dann erhdlt man zwar immer noch nicht - wie im de-
finiten Fall - genau einen reduzierten Vertreter fiir jede Xquivalenz-
klasse (dies ist durch Ungleichungen filir die Koeffizienten gar nicht
zu erreichen), wohl aber eine vollstidndige Beschreibung der Kquiva-
lenzen zwischen reduzierten Formen. Um das Ergebnis zu formulieren,
definieren wir eine Transformation T von der Gesamtheit aller in-

definiten Formen in sich selbst durch

(5) Tf =S f,n€zZ,n>

mit Sn wie in (1), wobei a, b, ¢ die Koeffizienten von f sind
und VD die positive Wurzel von D = b2 - 4ac bezeichnet. Wir nen-
nen eine indefinite Form ax2 + bxy + cy2 reduztert, falls

(6) a>0,c>0, b>a+c.
Dann gilt:

SATZ 1: Set D > O, D kein Quadrat. Dann gibt es nur endlich viele reduzierte
Formen der Diskriminante D. Jede Form der Diskriminante D wird durch endlich
viele Anwendungen der Transformation T in eine reduzierte Form tberfiihrt. Die
Transformation T filhrt reduzierte Formen in reduzierte ilber; somit zerfdllt die
Menge der reduzierten Formen in disjunkte Zykel. Jede Aquivalenz zwischen reduzier-
ten Formen erhilt man durch Iteration von T; insbesondere sind zwei reduzierte

Formen dann und nur dann dquivalent, wenn sie zum selben Zykel gehdren.

Beispiel: Um festzustellen, ob die Form x2 - 6xy + 3y2 der Diskrimi-
nante 24 zu ihrer Negativen &dquivalent ist, wenden wir die Transfor-
mation T wiederholt auf beide an und erhalten
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[-1,6,-3]"

1—5

[1,-6,3] [2,4,~1]

lo |3

(3,6,1] [5,8,2]

6 C D 2 4/' \2
[1,6,3] [2,8,5] [6,12,5]

N

[5,12,6]

wobei wir die Form ax2 + bxy + cy2 mit [a,b,c] bezeichnet haben
und £ 5 £* bedeutet, daB f* = Tf = Snf. Da wir in verschiedenen
Z2ykeln landen, sind die Formen indquivalent. AuBerdem kann man nach-
priifen, das sich alle reduzierten Formen der Diskriminante 24 in

einem der beiden Zykel befinden, also h(24) = 2.

Beweis des Satzes: Sei [a,b,c] eine reduzierte Form und k = b - 2a.
Dann ist

2 2

D - k2 = b? - 4ac - (b-2a)? = 4a(b-a-c) > O .

Die reduzierten Formen sind also die Formen

2
D-k 1

2
(1) la,k+2a,k+a-225 ] mit |k1<vB , k’=D(mod 4) , a|Pf-, a>l%’—k ,

und dies ist offenbar eine endliche Menge. Damit ist die erste Be-
hauptung bewiesen.

Sei jetzt f = [a,b,c] eine beliebige Form der Diskriminante D
und Tf = £* = [a¥*,b*,c*] ihr Bild unter T, also

(8) a¥* = an2 -bn+c, b¥ =2an - b , c* = a
mit
(9) b+vD =n-6,0<8 < 1.

2a

Durch Substitution von (9) in (8) erhdlt man
(10) a* = a0 + oD , b* = 2a + VD , c* = a .
Aus den ersten dieser Gleichungen folgt

a>0=a*>0,a<0=a*>a,
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d.h. unter wiederholter Anwendung von T wdchst a so lange, bis

es positiv wird, und bleibt dann positiv; wegen c* = a wird c¢ nach
hdchstens einer weiteren Anwendung von T ebenfalls positiv. Da es
nur endlich viele natiirliche Zahlen unter einer gegebenen Zahl gibt,
gelangt man nach endlich vielen weiteren Anwendungen von T 2zu einer
Form £ = [a,b,c], fir deren Nachfolger a* > a gilt. Flir diese Form
folgt aus (10)

0<a*-a=06V - a(1—82)

< (1+8) (VB-a(1-0)) = 122 (b*-a*-c*) ,

also ist der Nachfolger f* von f reduziert und die zweite Behaup-
tung des Satzes bewiesen.

Die dritte Behauptung beweist man analog: fiir eine reduzierte
Form f = [a,b,c] haben wir schon gesehen, das8 |b-2al < VD, also

b+VD b-VD

(11) 7;")1 ,—f;‘<1 .

Somit ist die Zahl n in (9) mindestens 2 und es gilt
vD _ b-vD
?-—n-0~ 2a >1-906,

also

b* - a* - c* = (1-8) (VD-a(1-8)) > O ;

da wir schon wissen, dags a* und c* positiv sind, ist die Form
Tf = [a*,b*,c*] wieder reduziert. Da die Menge der reduzierten For-
men endlich ist, folgt, daB diese Menge unter der Operation von T
in 2ykel zerfdllt. Es bleibt nur noch zu zeigen, das8 es genau einen
Zykel zu jeder Kquivalenzklasse von Formen gibt und daB8 sdmtliche
Aquivalenzen zwischen reduzierten Formen aus demselben Zykel durch
Iteration von T entstehen.

Seien also f = [a,b,c] und f' = [a',b’',c'] 2zwel reduzierte
Formen der Diskriminante D und a = (2 S € SLZ(Z) eine Matrix,

die f 1in f' iberfiihrt. Aus der Formel (8.6) filr die Koeffizienten
von f' erhdlt man

a' = f(a,y) , c' = £(8,8) , a' + ¢' - b' = f(a=-B,y=8) .

Da f' reduziert ist, sind die ersten beiden Zahlen positiv und die
letzte negativ. Insbesondere ist vy # § (sonst wire f(a-B8,y-6)
positiv); indem wir ggf. A durch =-A ersetzen, kdnnen wir annehmen,

das
.

(12) § >y .
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Wir unterscheiden jetzt drei FP4lle, je nach dem Vorzeichen von Y.

Fal} I: vy = O. Dann ist £f' gleich f wund A = Id. Aus
1 =a8 - By = ad und (12) folgt ndmlich a =6 = 1, also

£(8,1) = £(8,8) > 0 > £(a-B,y=8) = £(B-1,1) .

Diese Ungleichungen implizieren aber B8 = O, denn fiir ein quadrati-
sches Polynom ¢(x) kann es hchstens eine ganze Zahl n mit
¢(n-1) < 0 < ¢(n) geben.

Fall II: vy < O. In diesem Fall behaupten wir, daB f' aus £ durch
wiederholte Anwendung von T entsteht und daB A das Produkt der
entsprechenden Matrizen Sn ist. Sei ndmlich f£* = Snf (n wie in
(5)) das Bild von f wunter T und

o= (3080) = st = (hy ema)
die Matrix, die f£* in £' {berfiihrt. Die Matrix A* erfillt wieder
(12) (es ist n&mlich a* - g* = 6§ - y > 0, und wegen f(a*-B*,y*-§*) <O
haben a* - B* und Y* - §* entgegengesetzte Vorzeichen). Wenn wir
zeigen k¥nnen, da8 y < y* < O, so folgt unsere Behauptung mit voll-
stindiger Induktion: in der Folge Yy < Y* < Y** < ... < O mug irgend-
wann ein y*:*** Null sein, und dann ist nach Fall I f*---* = f und
die entsprechende Ubergangsmatrix A*---* die Identitdt. Wir miissen
also die Ungleichungen Yy < a + ny < O oder

13 -1<2 <

(13) n <0

beweisen. Wegen f(a,y) > O > f(a-B,y-8) hat das Polynom f£f(x,-1)
= ax2 - bx + ¢ bei f% einen positiven und bei é%%% einen nega-

a-8  Es folgt, das die

tiven Wert; auBerdem ist f% gréBer als

gr¥Bere Wurzel von f(x,-1) = O zwischen dizzgn Zahlen liegt, also
Wegen n - 1 < b;:B folgt hieraus sofort die erste der Ungleichungen
(13). FlUr die zweite bemerken wir, daB aus f% >n und n > b;a

die Ungleichungen :22% <n < é% folgen wiirden, also

-ay + By < ny(y-8) < -ay + aé, im Widerspruch zur Bedingung aé ~ By =

Fall III: Yy > O. In diesem Fall behaupten wir, dap £ aus £' durch
wiederholte Anwendung von T entsteht.(d.h. man muB den 2Zykel im
anderen Sinn durchlaufen) und daB A das Produkt der entsprechenden

Matrizen S;1 ist. pa a ' = (8 _B) einen negativen dritten Ko-

-y a

1.
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effizienten hat, folgt dies unmittelbar aus Fall II, wenn wir nach-
weisen, da8 A | wieder (12) erfillt, d.h. daB a > -y. Dies ist

i . S a-B L a8 _
i?er leicht: wegen — p—y und f(_y, 1) >0 > f(-y+6’ 1) ist
= kleiner als die kleinere Wurzel von f£f(-x,1) = 0, also mit (11)

2 < b-vb <1
-y 2a

[ IR
Damit ist die letzte Behauptung des Satzes bewiesen.

Satz 1 und sein Beweis sind sehr eng mit der Theorie der Ketten-
briiche verbunden. Wir beschreiben jetzt diesen Zusammenhang.
Seien Nyr Ny Nyy ... ganze Zahlen mit Nyy Nyp cee 2 2. Wir

bezeichnen mit [[no,n1,...,nS]] den endlichen Kettenbruch
{In_,n n]]:n———.._1______.
(oAl LA -1 0 n. - 1
1 n,-,
s
Ng

und mit [[nO,n1,n2,...]] den Limes %ig[[no,n1,...,ns]], dessen
Existenz leicht nachzuweisen ist. Dieser Limes ist eine reelle Zahl;
umgekehrt hat jede reelle Zahl w eine eindeutige Kettenbruchent-

wicklung w = [[ngj,n;,n,,...1] mit n, €Z und Dy Ny oen 2 2,

i
indem man ng = {wl + 1, w1 = no_w und induktiv ni = [wi] + 1,
w =1 setzt. Somit gibt es eine eindeutige Korrespondenz

i+1 n;-w,

zwischen der Menge der reellen Zahlen w und der Menge der Folgen
ng, Mg, ... mit n, € Z, n1,n2,...€{2,3,...}. Unter diesex Korres-
pondenz gilt:

i) w € Q@ = ab einem bestimmten Punkt sind alle ny gleich 2;

ii) w erfillt eine quadratische Gleichung mit Koeffizienten in
Z e« ab einem bestimmten Punkt wiederholen sich die ny periodisch
(d.h. es gibt Zahlen r > 1 und i0 > 0, so daB Ny =0y fir
alle i > 1i.));

- 70

iii) w ist die grbBere Wurzel der quadratischen Gleichung
ax2 - bx + ¢ = 0, wobei [a,b,c] eine reduzierte quadratische Form
positiver Diskriminante ist e+ die Kettenbruchentwicklung von w ist
Ny ; ftr alle i > 0).

rein periodisch (d.h. )
Die erste Behauptung ist leicht zu beweisen (in der Richtung "e"

=n
sogar trivial, da [(2,2,2,...]1)=1). Die Richtung "=" der Behaup-
tungen ii) und iii) ist in Satz 1 enthalten. Sei n#mlich £f = [a,b,cl
eine quadratische Form der Diskriminante D > O und
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b+vD . _ b=VD

2a ' " 2a

(14) w =

die Wurzeln von f£(x,-1) = 0. Ist f£f* = Snf das Bild von f unter
der Transformation T und w* analog zu w definiert, so ist
n=[wl+1 und w=n - #%, womit wir den Anfang der Kettenbruch-
entwicklung von w haben: ist £, = [a;,b,,c;] (i20) das Bild von
i = = - =
f unter T, also fo = £, f1 = f*, fi+1 = Tfi = Sn fi mit
[bi"‘m . 1

ni = 2ai +1 = [wi]+1, dann gilt wi = ni - wi+1
w =w, = [[n,,ny,n,,...1]1. Satz 1 sagt, das es ein 1, mit £, re-

0
duziert gibt und das die fi fir i > io alle reduziert sind und

; fur ein
geeignetes r und alle i > i,. Bevor wir die andere Richtung von

und folglich

sich periodisch wiederholen, insbesondere also N4 =N

ii) und iii) beweisen, bemerken wir, daf auch der letzte Teil von
Satz 1, iUber die Kgquivalenzen zwischen reduzierten Formen, sich gut

in die Sprache der Kettenbriiche uUbertragen l&8t: ist z.B. A = o 8

§
mit 6 >y und y < O eine Matrix in SLZ(Z), welche die reduzierte
Form f in eine reduzierte Form f' (iberfiihrt, so gilt fir ein ge-

eignetes s (vgl. Fall II des Beweises oben)

f'' =T f,A=8_8_ ...S y — = [In,,n,,...,n_11 .
n,n, ng Y 0’1 s
FlUr eine allgemeine, d.h. nicht notwendig reduzierte Form £, deren
zugeh¥rige Wurzel w die Kettenbruchentwicklung

(15) w=[[n,,,...,n, _,,n, ,n seeesD _411]
0’1 10 1 io io+1 io+r 1

besitzt (wobei der Strich iiber n bedeutet, das die

y eeep N _
10 10+r 1

Zahlen sich periodisch wiederholen und daB r die kilrzeste Periode
ist), so folgt aus Satz 1, daB die Automorphismengruppe von f durch

- N -1 -1
(16) U, = {:snosn1...sni _1(s ...S y's . _1"'Sn0
o] 4] 0 (o]

NEZ}

gegeben ist.

Wir beweisen jetzt die Richtung "«" der Behauptungen ii) und iii)
oben. Die erste ist leicht. Hat n#mlich die reelle Zahl w die Ketten-
bruchentwicklung (15) und ist A = $ 2 eine beliebige Matrix aus
der Menge (16) mit N # O (also A # xId), so gilg w o= f%%g%, d.h.

w 1ist eine Wurzel der quadratischen Gleichung yw +(a~§)w-8 = O. Die
zweite ist eine formale Konsequenz von der ersten und von Satz 1. Ist
nimlich w eine 2ahl mit einer rein periodischen Kettenbruchentwick-

lung der Linge r, so ist w Wurzel einer quadratischen Form £; fir
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geniigend groBes N 1ist nach Satz 1 die Form anf reduziert, hat
aber eine Wurzel mit derselben Kettenbruchentwicklung wie w. Wir
geben aber einen anderen, kettenbruchtheoretischen Beweis, der auf
einer Tatsache von unabhéngigem Interesse basiert: ist w eine Zahl
mit einer reinperiodischen Kettenbruchentwicklung und w' die kon-
jugierte Zahl (wir wissen bereits, daB w quadratisch ist), so gilt

(17) W= [Ag,on ;11 = [ 5, mgll .

Wegen n; 2 2 folgen aus (17) fiir eine Zahl w mit rein periodischer

Kettenbruchentwicklung die Ungleichungen
(18) w>1,0<w <1,

die damit dquivalent sind, daB die quadratische Form mit den Wurzeln
w und w' reduziert ist (vgl. (11)). Um (17) einzusehen, setzen
wir die Folge {ni} durch Ny =0y (vi€ezx) periodisch fort und
setzen filir alle i

x; = 1/Uny_yony_o.-ong_ 11
Dann gilt =n, - X oder x, = n, - s, also erfiillt x die
i+1 i i i i X449 0
quadratische Gleichung
1
X, =n_, - .
o] 0 1
i T
Te_ 1
n - L
r-1 Xq
Dies ist aber dieselbe Gleichung, die w erfiillt, und da X, Wwegen
X < 1 <w nicht gleich w sein kann, mu8 x. = w' gelten, was zu

0
beweisen war.

0

Wir haben diesen Paragraphen mit vier Fragen {iber quadratische For-
men und Darstellungen von Zahlen durch Formen begonnen, die im defi-~
niten Fall alle leicht zu ldsen waren. Fiir den indefiniten Fall wur-
den die beiden Fragen nach einem Verfahren zur Bestimmung der Kquiva-
lenzklassen von Formen durch Satz 1 beantwortet. Die Antwort auf die
beiden Fragen (nach der Besch}eibung der Hquivalenzklassen von Dar-
stellungen einer natiirlichen Zahl durch eine indefinite Form) wird
durch den folgenden Satz gegeben, der sich im Unterschied zu Satz 1 .
nicht in der klassischen Literatur zu befinden scheint.



129

SATZ 2: Setl {f1"'°'fr} der in Satz 1 komstruierte Zykel der reduzierten
Formen in der Aquivalensklasee einer indefiniten quadratischen Form £ und sei

n eine natiirliche Zahl. Dann ist jede Darstellung von n durch £ 3u genau
etiner Darstellung n = £i(x,y) mit 1 <igrx, x>0,y 2 0 dquivalent.
(Hierbei bedeutet Aquivalenz von Darstellungen n = f(x,y) = £'(x',y’)
durch verschiedene Formen f und f', daB8 es eine Matrix gibt, die

f in f' und (x,y) in (x',y') Uberfilhrt; um einen vollen Satz
von Darstellungen von n durch f selbst zu erhalten, miissen wir
auf jede Darstellung im Satz eine Matrix anwenden, welche fi in f
tberfiihrt.)

Wir bemerken, das die Koeffizienten von fi = [ai'bi’ci] positiv
sind und daher fiir eine Darstellung n = fi(x,y) mit x und y
nichtnegativ die a priori Abschitzungen x < VE7EI, y < VE7E; be-
stehen; es gibt also nur endlich viele solche Darstellungen, und diese
lassen sich effektiv (und sogar leicht) bestimmen.

Beweis: Wir numerieren die £ so, daB f

i i+ = Tfi = Snifi' also
- ) 3
fi(x,y) = ai(x+ywi)(x+ywi) mit
b,+VD
wy = %a— = [ingomyqreeeimy g1l =y - w1
i i+1

(hierbei ist\ i modulo r 2zu verstehen, also fi+r = fi’ Dipr =Ny
Wigy = Wy fir alle i € Z). 0.B.d.A. kdnnen wir annehmen, das8 f

gleich f0 (=fr) ist. Von einer gegebenen Darstellung

ausgehend erhalten wir unendlich viele &dquivalente Darstellungen

(19) n = f,(x,,y;) (LEX)

*3 41 :
= = . = '
mit v. Sni Y1 . Sei Ei X + yiwi, dann ist (19) zu n aigigi

i
(Ei die Konjugierte von Ei) dquivalent. Insbesondere haben Ei und
Ei dasselbe Vorzeichen, das wegen

(20) £, =%, +y,(ny - 1, -

—_—
Yit+1 Wigp 1M

von i unabhdngig ist. Da (x,y) » (-x,-y) ein Automorphismus von f
ist und wir uns nur fiir die Xquivalenzklassen von Darstellungen inter-
essieren, k¥nnen wir annehmen, daB dieses Vorzeichen positiv ist, also

L}
51' gy > O. Wegen (20) und wy > 1> wi > 0 gilt
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€ € 13 g
BeEL, lngree, 1 E—%=o.
i i+1 joeo "1 io—oo 7i
also gibt es genau ein i € T mit
13 &y
(21) E—i‘g1>;1.
i i-1

Aber Ei - Ei ist gleich yi(wi-wi) und w,o- wi ist positiv, also
ist Ei/gi >1 zu ¥; 2 O é&quivalent und entsprechend 51_1/Ei_1 <1
zZu Xy = -y, 4 > O. Somit ist n = fi(xi’yi) fiir das durch (21) de-

finjerte i die zu n = f(xo,yo
Existenz im Satz behauptet wird. Die Eindeutigkeit folgt aus der Ein-

deutigkeit von 1 in (21) und der Tatsache, das die volle Automorphis-

) &dquivalente Darstellung, deren

r
mengruppe von f von -Id und rl sn erzeugt wird. Damit ist
i=1 i

Satz 2 bewiesen.
Die Aussage von Satz 2 gibt die Formel

R(n,f) = ) ) 1 (n € N)
i(mod r) x,y€EZ
x>0,y>0
£, (x,y)=n

filr die in §8 betrachteten Darstellungsanzahlen R(n,f). Aus §10 wissen

@

wir, das Z R(n,f)n-S = ¢(A,s), wobel A die Idealklasse ist, die
n=1

unter der dort aufgestellten Korrespondenz der Form f entspricht.

Satz 2 ist also zu der Identitdt

1

t(a,s) = ] ] ———— (Re(s) > 1)
i(mod r) x,y€EZ fi(x,y)
x>0,y>0

dquivalent. Es wird sich als bequemer herausstellen, die Bedingungen
an x und y durch die symmetrischeren Bedingungen

x>0,y>0, (x,5) # (0,0)

zu ersetzen; da die Dastellungen n = fi(x,O) und n = fi+1(0,x)

aber &dquivalent sind, werden die Darstellungen mit x = O oder y =0
dadurch zweimal gezdhlt. Satz 2 ist also zu folgendem Satz ilber Diri-
chletsche Reihen dquivalent:

SATZ 2': Sei A etine Idealklasse in einem reell-quadratischen K¥rper. Dann gilt

t(a,s) =} 2.(s) (s € €, Re(s) > 1) ,
f

wobei die Summation iber den Zykel von redusierten Formen £ lduft, welcher der
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Klasse A entspricht, und zf(s) durch

1

(22) Z.(s) = § ———
£ x,y>0 f(x,y)s

v ] L —+l g —1 = (rets) > 1)

x>0 £(x,0)% y>0 £(0,y)°
definiert wird.

Dieser Satz wird im nichsten Paragraphen benutzt werden, um Z(A,O0)
zu berechnen.

Aufgaben:

1. Man beweise das Analogon zu Satz 1 fiir Aquivalenzklassen im weite-
ren Sinne von indefiniten Formen, wobei "reduziert" jetzt durch
die Ungleichungen

(23) w>1,05>w > -1 (w=b—’zja‘{—6)

(statt (17)) definiert wird und T durch die Transformation
o+ +_ m - b+vD

(24) Tf = Smf . %m = Qq o) rM< = <m + 1

zu ersetzen ist. Man filhre dieses Reduktionsverfahren fiir das Bei-

spiel nach Satz 1 (also Kquivalenz von [1,~6,3] und (-1,6,-3], jetzt
im weiteren Sinne) aus.

2. Man zeige die Hquivalenz des Reduktionsverfahrens von Aufgabe 1
mit der Entwicklung von w in einen Kettenbruch der Gestalt

+
w = [[mo,m1,..-]] =my + ———

mit m, € Z, my > 1 fir i > 1: Die Folge {m;} ist fdr jede
quadratische Irrationalitit w nach einem bestimmten Punkt peri-
odisch und ist genau dann rein periodisch, wenn w (23) erfiillt.

3. Man zeige, das der Ubergang zwischen den beiden Sorten von Ketten—
brilchen durch

[[mo,m1,m2,...]]+ = [[m0+1,2,...,2,m2+2,2,...,2,m4+2,...]]
R ——ne
m1-1 m3-1

(mi €Z, m,my,... > 1)

gegeben wird.
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4. Man zeige mit Hilfe von Aufgabe 3, da8 eine Idealklasse im weiteren
Sinne gleich einer Idealklasse im engeren Sinne ist oder in zwei
solche zerfdllt, je nachdem, ob die Linge s der zugehdrigen Ket-
tenbruchperiode [[ﬁ;?ﬁ;j????ﬁ;]]+ ungerade oder gerade ist.

5. Man bestimme die Zykel von reduzierten Formen (im engeren sowie
im weiteren Sinne) fiir alle positiven Diskriminanten < 30.

§14 Werte von Zetafunktionen bei s = 0, Kettenbriiche und Klassenzahlen

Das Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis der beiden folgenden Exr-
gebnisse, die als schdne Anwendung eine Beziehung zwischen Klassen-
zahlen imagin3#rquadratischer Zahlk8rper und Kettenbruchentwicklungen
reellquadratischer Zahlen haben werden.

SATZ 1: Seit f(x,y) eine indefinite quadratische Form mit positiven Koeffiaien-—
ten und Zf(s) die filr Re(s) > 1 durch Gleichung (22), §13, definierte Zeta-
funktion. Dann ldBt sich 2 f(s) auf die Halbebene Re(s) > -% big auf einen ein—
fachen Pol bet s = 1 holomorph fortsetzen und es gilt:

_1 b.,b_
Zf(O) _ﬁ(3+3 6) .

SATZ 2: Sei A eine Idealklasse in einem reellquadratischen Zahlkérper und

i 2 2) die Zahlen aus der minimalen Periode der Kettenbruchent-
wicklung der grdBeren Wurzel irgendeiner Form aus der Aquivalenzklasse, welche A
entspricht. Dann gilt fir die Zetafunktion der Idealklasse A

n1,...,nr (n

r
(a0 = % Lomg-
i=

Satz 2 ist eine leichte Folgerung aus Satz 1 und der Ergebnissen
von §13. Aus letzteren folgt ndmlich, das (bei passender Numerierung)
die reduzierten Formen aus der der Idealklasse A entsprechenden
Aquivalenzklasse von Formen durch

2 2 b+
£, (x,y) = a;x“+b xy+c,y" , 2 = [ng,n, qreeermy 4]

gegeben werden (wir denken uns die Numerierung periodisch fortgesetzt,
i+r = By f1+r = fi)‘ Aus Satz 3 von §13 und Satz 1 folgt dann
unter Verwendung der Periodizitdt

also n
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r
t(a,0 = ] 2. (0)
i=1 i
= L f(ﬁ + b—i - 6)
24 ja\ay &y
_1 BBy by,
= ﬂ z -+ c——' - 6
i=1\33 i+1
Wegen f1+1 = Snifi ist aber Cipq = 84 bi+1 = Zniai - bi (vgl.
b, b
§13, (1)), also -+ + e S R 2n,, womit Satz 2 bewiesen ist.
a3 i i

Zum Beweis von Satz 1 verwenden wir das allgemeine Ergebnis iber
analytische Fortsetzung und spezielle Werte von Dirichletschen Reihen,
das in §7 als satz 1 formuliert wurde (bzw. die in der zweiten Be-

merkung danach formulierte Ergdnzung, falls die Koeffizienten von £
nicht ganz, sondern nur reell sind). Dieser Satz besagt in unserem
Fall: falls die Funktion
vty = ] eTEMMIEL Ly fx0E
x,y>0 x>0
+ 1 ) e—f(o,y)t (t > 0)
y>0

fir t -+ O eine asymptotische Entwicklung der Gestalt

C
(1) Vf(t) ~EHCy et oL (t - 0)
besitzt, so ist Zf(s) meromorph auf ganz € fortsetzbar, zf(s) - ;ST

ist ganz und zf(—n) (—1)“n!Cn (vn > 0). Aus seinem Beweis sehen
wir allerdings, das es fiir die schwdchere Aussage von Satz 1 (analyti-
sche Fortsetzbarkeit nur bis Re(s) - % und Wert bei s = 0) geniigt,
die schwidchere asymptotische Formel

1

S+ 0t

(2) Vf(t) =t o

_ 1 b _.b
mit irgendeinem C und mit C, = 37 (3 + T - 6) zu beweisen. In der
Tat gilt (1); da wir uns aber nur fiir den Wert von zf(o) interes-

sieren, werden wir uns mit dem schwdcheren Resultat (2) begniigen.
Um die volle asymptotische Formel fiir Vf(t)
man die sogenannte Euler-Maclaurin Summationsformel, oder vielmehr

zu erhalten, benutzt

eine Verallgemeinerung
welche ein allgemeines

I Fix,y) 1liefert.

x,y>0
im Sinne haben, werden

von ihr auf Funktionen von awei variablen,
Rezept zur Berechnung von Summen der Gestalt
Da wir aber nur das schwichere Ergebnis (2)

wir nur die ersten Gliéder aus dieser Summations-
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formel benutzen, wodurch unser Beweis allerdings einen etwas kiinst-
lichen Aspekt erhalten wird.
Sei also F(u,v) irgendeine glatte und im Unendlichen sehr kleine
Funktion auf [O,»)x[0,»). Flir x, y > 1 bilden wir den Ausdruck
X

Y
G(x,y) = %[F(x.y)+F(x-1,y)+F(x,y—1)+F(x—1,y—1)] - { F(u,v)dudv
x-1 y=-1
(3)

1% 1 X
+ 73 x{1[Fv(u,y-1)-Fv(u,y)]du + 337 Y£1[Fu(x—1,v)—Fu(x,v)]dv ,

wobei Fu(u,v) = %%(u,v), Fv(u,v) = %%(u,v). Die Koeffizienten in
diesem Ausdruck sind so gewdhlt, daB G(x,y) gleichzeitig besonders
klein und besonders leicht summierbar ist. Entwickelt man ndmlich
F(u,v) in dem Viereck x~1 < u < x, y-1 < v <y in eine Taylorreihe,
so sieht man, daB die Ableitungen von F bis zur zweiten Ordnung in
(3) wegfallen (z.B. ist G identisch O, falls F ein Polynom vom
Grad < 2 1ist); andererseits haben wir

© -

1 I cex,y) = %F(o,o) + % I P(x,0) + % I F(O,y) + § F(x,y)
x=1 y=1 x>0 y>0 x,y>0
® 1 ® 1 ®
- é é F(u,v)dudv + 7 é F,(u,0)du + = é F,(0,v)dv .
Wendet man diese Formel auf die Funktion Ft(u,v) = e—f(u,v)t an,

so findet man fiir die entsprechende Funktion Gt

@ oo
I G(x,y) = % vt - ] ] e~ Euvity gy
x,y>0 0O
t uzt t
- 33 / A Tau + [ ve Y tav
= S S
Velt) =g - G
mit ¢c= [ | e TV g4av und c. = o2 + 2) -1 um (2) zu beweisen,
00 o 24’a c 4 1
nmiissen wir also nur noch zeigen, das ) Gt(x,y) = 0(t 2) fir
x,y>0

t » 0.

Dies ist aber sehr leicht. Nach dem Taylorschen Satz (in zwei Ver-
dnderlichen) haben wir ndmlich fiir feste x, y > 1 eine Zerlegung
F=P+F, wobel P ein Polynom vom Grad < 2 in u und v ist
und F sowie ihre beiden ersten Ableitungen in dem Viereck



x-1 < u < %X, y-1 < Vv ¢ y " durch absolute Konstanten mal

3
x-1<u<x O0<i<3 [du~av
y-1gvey

abgeschdtzt werden. (Wdhlt man fiir P 2z.B. den quadratischen Anteil
der Taylorentwicklung von F im Punkt (x—%,y—%), so gilt

IFI < % MéB), I?ul, I?vl < % Mé3) in dem Viereck.) Andererseits
ist, wie schon bemerkt, der Ausdruck (3) so beschaffen, daB8 er fiir
quadratische Polynome identisch verschwindet. (Der Leser kann dies
schnell verifizieren, indem er diesen Ausdruck fiir die 6 Monome vom
Grad < 2 berechnet; fiir F(u,v) = u? ist z.B.

6(x,y) = $Ix*+(x=-1%1 - Jx-(x-1)31 + Lix-1)-x] = 0. ratsichlich
verschwindet G fiir alle Polynome F vom Grad < 3, wie man ebenso

leicht verifiziert; diese stédrkere Aussage wiirde (2) mit O(t) statt
1. .

O(tz) und damit die analytische Fortsetzung von Zf bis Re(s) = -1

liefern.) Hieraus folgt, da8 G(x,y) ebenfalls durch eine absolute

Konstante (§, falls man P wie oben wihlt) mal M{>)(x,y) abgeschatzt
wird. Wir wenden dies auf die spezielle Funktion

F (u,v) = fuvit F1(uVE,VVE) an. Dann laben die dritten Ablei-
tungen von F, die Gestalt

(Polynom von Grad < 3 in u,v) xF,

und daher die von F die Gestalt

t
3
tzx(Polynom vom Grad < 3 in uvt , vvt) th ,
also .
3+i+3
(3)(x.y) < K max xiyjt 2 Ex-1,y-1)t

Mg

£ i+j<3

mit einer nur von £ abhdngigen Konstanten K. Es gilt aber

3,443 3,i+j
=+ =+ @ © .
t2 ) xi.Yje-f(x—Ly—Ht - O(tz 2 [ xiyje-f(x'y)tdxdy>
x,y>0 00
1
= 0(t%)

Damit ist Satz 1 bewiesen.

Wir schliefien mit einem Ergebnis, das rein arithmetisch ist, in
dessen Beweis aber sdmtliche algebraischen und analytischen Hilfsmit-
tel, die in diesem Buch entwickelt wurden, eingehen.
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SATZ 3: Set

minimale
Periode

die Kettenbruchentwicklung der Quadratwurzel einer Primzahl p = 3 (mod 4),
p + 3, fur die die Klassenzahl im weiteren Simne von Q(Vp) gleich 1 ist. Dann
ist die Klassenzahl von Q{(V-p) gleich %(n1 + ...+ nr) -r.

Als Beispiele fiir den Satz haben wir

V7 = [[3,5,811 , h(-7) = X3 +6) -2 =1,

1
3
ViT = [14,2,2,81]1 , h(-11) = %(z +2+8 -3=1,

‘163 = [[ ~13IS'2,214’312’2’2’2’2’2'3'2’512'212’§,2'§I2l2'3'2'2’2'212'213'ilililslzs]]'
h(-163) = %-(5+2+2+4+3+6x2+3+10x2+3+w+6x2+3+4+2+2+5+26) -35=1.

Wie in §9 erwdhnt, ist die Primzahl 163 die gr&B8te Zahl p mit

h(-p) = 1; dagegen ist die Klassenzahl von @(V#p) vermutlich fir
unendlich viele, jedenfalls fiir viele Tausende Primzahlen p = 3 (mod 4)
gleich 1, so daB der Satz nicht leer ist. DaB die Kettenbruchentwick-
lung von Vp die im Satz behauptete Gestalt hat (also rein periodisch
nach dem ersten Glied, ibrigens mit n, = 2n0) folgt daraus, daB8 die
Zahl w = Vp + ng = vVp + [Vp] + 1 die Ungleichungen (18) aus §13
erfiillit.

Beweis des Satzes: Wir werden Satz 2 auf Geschlechtscharaktere an-

wenden. Ist x irgendein Charakter auf der Idealklassengruppe C
(im engeren Sinne) eines reellquadratischen Kdrpers K, so liefert
Satz 2 die analytische Fortsetzung von der L-Reihe

Le(six) = § XL = 7 5 zaa,s) (Re(s) > 1)
e N(a) A€C

1, s+ 1} und gibt

auf die punktierte Halbebene {s€C | Re(s) > - 3

ihren Wert bei s = 0 als eine endliche Summe
1 r(A)

(4) L (0,X) = 73 AEC X (A) 121 (n, (A) - 3)
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an, wobei {n (A)}1<i<r(A) der A zugehdrige 2ykel ist. Wenn aber
X ein Geschlechtscﬁarakter ist, haben wir schon einen Ausdruck fiir
LK(O,x): nach dem Hauptsatz von §12 entspricht x einer Zerlegung
der Diskriminante von K als Produkt zweier Diskriminanten D' und
D" und es gilt LK(s,x) = LD'(S)LD"(S)' andererseits wurden LD.(O)
und LD“(O) in §7 berechnet. Falls D' und D" positiv sind, ist
nach dem Korollar in §7 mindestens einer der Werte LD.(O) und
LD”(O) gleich Null (beide, falls D' und D" ungleich 1 sind)
und wir haben LK(O,x) = 0. (Dies folgt allerdings auch aus (4),
denn in diesem Fall gilt x(©) = +1 und daher x(A9) = x(a), wobei
© € C die aus den Hauptidealen (A) mit N(A) < O bestehende Ideal-

klasse bezeichnet. Beim Ubergang von A nach OA &ndert sich aber
r(A)
das Vorzeichen der Invarianten ) (n; (A)-3); s. Aufgabe 3.) Falls
i=1
dagegen D' und D" negativ sind, so haben wir aus Gleichung (8)
von §7 und Gleichung (9) (Satz 3) von §9
LI .
1 ID' -1 h(D')

L. (0) = = —— (n)n = '
D' ID'| n£1 Xp ¥;(D')

wobei h(D') die Klassenzahl und

6 (D' = -3)
w(d') = {4 (D' = -4)
2 (D' < -4)

die Anzahl der Einheiten des Kdrpers Q(VD') bezeichnen, also
(5) LK(O:X) - _h(D') h(p")
4w (D') Jw(D")

Die Gleichheit der rechten Seiten von (4) und (5) ist der eigent-
liche Inhalt von Satz 3, wovon die gegebene Formulierung nur einen
besonders einfachen Spezialfall darstellt. Um ihn zu gewinnen, be-
merken wir erst, das fiir p wie im Satz die Diskriminante von Q(Vp)
gleich 4p und die Idealklassenzahl im engeren Sinne gleich 2 ist
(nach Voraussetzung ist ndmlich h (p) =1, und es gilt immer h =h
oder h = 2h o’ hier ist die M&glichkeit h = ho dadurch ausgeschlos-
sen, das die Pellsche Gleichung x —pyz—-4 fir p = 3 (mod 4) keine
L8sung hat, oder auch dadurch, daB h(4p) nach dem Korollar in §12
gerade sein muBS). Seien E (= Hauptklasse) und © die Elemente der
Idealklassengruppe. Auf dieser Gruppe gibt es nur zwei Charaktere, den
trivialen Charakter Xo und den Charakter X4 mit x1(E) =1,

x,(e) = -1; da es nach dem Hauptsatz von §12 auch zwei Geschlechts-

0
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charaktere gibt, welche den Zerlegungen 4p = 1x4p und 4p = -4 x -p
entsprechen, miissen diese Xo bzw. Xq sein und wir haben

t(E,s) + z(0,s) LK(s.xo) t(s) L4p(s) '

t(E,s) - t(0,s) = Lp(s,xq) = L_,(s) L_p(s) '

als nach dem bereits Gesagten

[}

t(E,0) + z(0,0) o,

h(-4) , _h(-p)
-;-::4 .}w(—p)

t(E,0) - z(0,0)

= 1 -
= 5 h(-p)

(hier brauchen wir p # 3 !). Es gilt also h(-p) = 4z(E,0), und nach
r

Satz 2 ist dies gleich % ) (ni—3) mit n, wie in der Formulierung
i=1

von Satz 3. Damit ist der Beweis von Satz 3 zu Ende. Vergleicht man
allerdings die Bemerkungen nach Satz 3 in §9, so sieht man, daB (5)
zwar richtig, von uns aber nur bis aufs Vorzeichen bewiesen worden
ist (weil das Vorzeichen der GauBschen Summe nie bestimmt wurde).
Dasselbe gilt also auch fiir die Formel in Satz 3 hier, die allerdings
dadurch nichts an Niitzlichkeit einbi{iRt, weil Klassenzahlen ja von
Natur aus positiv sind; wir wollten aber nicht durch Absolutbetrags-

r
zeichen um den Ausdruck % ) n, - r die Schénheit des Satzes be-
i=1

eintridchtigen.

Aufgaben:

1. Man zeige, daB das Residuum von Zf(s) (f = ax2 + bxy + cyz,

a, b, ¢c> 0, D= b2 - 4ac > 0) an der Stelle s =1 gleich
1 bxVD

2VD 2a

ax2 - bx + ¢ = 0 sind.

log 5% ist, wobei w, w' = die Wurzeln von

2. Sei A eine Idealklasse in einem reellquadratischen ZahlkSrper K

und seien Wir eees W die gr¥Beren Wurzeln der reduzierten Formen

r
r

aus dem entsprechenden Zykel. Man zeige, das I_I w, =€, wobei €
i=1

die Grundeinheit (mit Norm +1) von K bezeichnet. Zusammen mit
Aufgabe 1 und Satz 3 von §13 liefert dies einen neuen Beweis von
Satz 2, §10.
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3. Sei x eine reelle Zahl mit der Kettenbruchentwicklung

X = [[a1+3,2,...,2,a3+3,2,...,2,...]] (a; 2 0) .
az—mal a4—mal

Man zeige, daB8 die Zahl ;E% die Kettenbruchentwicklung
=1 - (12 2,a.+3,2 2,a,+3,...11
;:7 = [ REAN] Ia2 XX KRN 134 AR

a1—ma1 a3—ma1

hat und folgere aus dieser Aussage und Satz 2 die Gleichung
z(A,0) = - z(RO,0) ,

wobei A eine Idealklasse im engeren Sinne in einem reellquadra-
tischen K6rper K ist und AO die aus allen Idealen

(A)e (¢ €A, A €K, N(A) < 0)

bestehende Idealklasse bezeichnet. Insbesondere verschwindet
z(A,0) fiir alle A, falls die Idealklasseneinteilungen im engeren
Sinne zusammenfallen, d.h. falls K eine Einheit der Norm -1 be-
sitzt.
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Literatur zu Teil II

Fast die ganze Theorie, die im zweiten Teil dieses Buchs entwickelt
wurde, geht (mindestens im Prinzip) auf GauB' Disquisitiones Arithmeticae

( Arithmetische Untersuchungen) zuriick; ihre deutsche Ubersetzung sowie der

Aufsatz Uber den Zusammenhang zwischen der Anzahl der Klassen, in welche die
bindren Formen zweiten Grades zerfallen, und ihrer Determinante sind in

C.F. GauB, Untersuchungen iiber héhere Arithmetik, G&ttingen 1889
(Neuauflage Chelsea 1965)

enthalten. Man soll sie unbedingt angucken. Modernere Darstellungen

verschiedener Teile dieser Theorie findet man in

S.I. Borewicz, I.R. Safarevié,
Basel und Stuttgart,

E. Hecke,

1966
Vorlesungen iber die Theorie der algebraischen Zahlen, Leipzig

1923 (Neuauflage Chelsea 1970)

Vorlesungen ilber Zahlentheorie
(Nenauflage Chelsea 1969)

A. Scholz, B. Schoeneberg, Einfihrung in die Zahlentheorie, Sammlung
G8schen, Band 1131, Walter de Gruyter, Berlin 1961

E. Landau,

sowie in den am Ende von Teil I angefiihrten Biichern von

Siegel (Teil II), und zwar im Einzelnen wie folgt:

Zahlentheorie, Birkh#duser Verlag,

(3 Bidnde), Leipzig 1927

Davenport und

Quadrati- Klassenzahl- Zusammen- Geschlechter-
sche For- formel hang mit theorie
men (§§8,9) quadrati- (§12)
(§8) schen K&r-
pern
(§§10,11)
goreviezy Kap. II, §7 | Kap. v, §4 | Kap. III, §8 | Kap. ITI,§8.4
Davenport §§5-6 §1, §6
Gaus Disg. Arith.|De nexu inter ‘Disqg. Arith.
Art. 153-308]|mltitudinem... Art. 228-287
Hecke §§50-52 §§29,44-45,53 §§47-48
Landau 4. Teil, 4. Teil, 11. Teil
Kap. 1-4 Kap. 5-9
Scholz~
Schoeneberg Kap. IV
Siegel §§13-14 §§24-25
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Die Reduktionstheorie und ihr Zusammenhang mit periodischen Ketten-
briichengehen auch auf GauB zuriick (Art. 183-205 der Disquisitiones)
und wird auch in §31-32 von Scholz-Schoeneberg behandelt. Die hier ge-
gebene Darstellung (§13) weicht von der iiblichen ab.

Die am Ende von §13 beschriebene Zerlegung der Zetafunktion einer
Idealklasse in einem reellquadratischen K&rper mit Hilfe der Reduk-~
tionstheorie wurde in der Arbeit

D. Zagier, A Kronecker limit formula for real quadratic fields, Math.
Ann. 213 (1975) 153-184

eingefiihrt und ihre Anwendung auf die Berechnung der Werte dieser
Zetafunktionen bei s = O (S#tze 1 und 2 von §14) in

D. Zagier, Valeurs des fonctions aéta des corps quadratiques réels aux entiers
négatifs, Journées Arithmétiques de Caen, Astérisque 41-42 (1977)
135-151

angegeben, wo auch die Werte an negativen ganzzahligen Stellen be-
stimmt werden. Fiir die lbertragung dieser Methode auf Zetafunktionen
beliebiger total-reeller Zahlkdrper siehe

T. Shintani, On evaluation of zeta functions of totally real algebraic number
fields at non-positive integers, J. Fac. Sci. U. Tokyo 23(1976) 393-417.

Die Werte von ¢(A,0) 1im quadratischen Fall kannte man schon vorher
durch die Arbeiten von C. Meyer, der sie mit Hilfe einer auf Hecke
zurfickgehenden Integraldarstellung von Z(A,s) mittels sog. Dedekind-
scher Summen ausgedriickt hat. Yber diese Arbeiten wird im o.a. Artikel
A Kronecker limit formula ... sowie im ersten Kapitel von

C.L. Siegel, Lectures on Advanced Analytic Number Theory, Tata Institute,
Bambay 1961

berichtet. Der Zusammenhang zwischen den in Meyers Formel auftreten-
den Dedekindschen Summen und Kettenbriichen wurde von F. Hirzebruch

und dem Autor bemerkt; insbesondere wurde Satz 3, §14, von Hirzebruch
als Korollar des Meyerschen Satzes entdeckt. Siehe hierzu den Bericht

D. Zagier, Nombres de classes et fractions continues , Journées Arithmé-
tiques de Bordeaux, Astérisque 24-25 (1975) 81-97.
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Sachverzeichnis

Abelsches Summationsver-
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Aquivalenz

- von Idealen

- - - im engeren Sinne

- von quadratischen Formen

- - - im engeren Sinne

asymptotische Entwicklung

Bernoullische Polynome
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Charakter
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-, imprimitiver
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, primitiver
, reeller
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Dirichletsche Reihe

- -, gewbhnliche

- -, Konvergenzabszisse
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Diskriminante eines Ideals

- einer quadratischen Form

- eines quadratischen
Korpers

Einheit

Euler-Maclaurinsche
Summationsformel

Euler-Produkt

Eulersche Funktion

- Konstante
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Fundamentaldiskriminante

Gammafunktion

Ganze Zahl

GauBsche Summe
Geschlecht von Formen
- von Idealklassen
Geschlechtscharakter
Grundform

Grundzahl

Hauptcharakter
Hauptgeschlecht
Hauptideal
Hauptmodul

4

91
91
58
62
48

51
25

34
37
33
37
52
37
37
37
37
52

1
2

3
88
59

88
90

55
10-11
14,35

19

31

9
38

16-18
87
53,75
108
109
109
59

38

35
109
88
95

Ideal
-, Bgquivalenz zwischen
~, Diskriminante eines
, ganzes
-, gebrochenes

, konjugiertes

, Norm eines
~, Teilbarkeit
Idealklassencharakter
Idealklassengruppe

Kettenbruch

-, periodischer
Klassenzahl

~ im weiteren Sinn
Klassenzahlformel
konjugierte Zahl
konjugiertes Ideal

L-Reihen

~, Dirichletsche

-, Funktionalgleichung von

- eines Idealklassen-
charakters

Landauscher Satz

Legendre-Symbol

Mellin Transformation
M6biussche Funktion

~ Umkehrformel

Modul

~ Multiplikator eines
multiplikativ

-, streng

Norm eines Ideals
~ einer Zahl

orientierte Basis

Pellsche Gleichung, L&s-
barkeit der 57,6

Primdiskriminante

Primideal

Produktideal

quadratische Form, ambige
~ -, Kquivalenz zwischen
~ -, Automorphismus einer
~ =, bindre
-, Darstellungen von

Zahlen durch
, -, Anzahl

, =, Gesamtanzahl

, =, primitive
~ -, Diskriminante einer

, Grundeinheit einer

, Koeffizienten einer

88
91
88
89
89
89
88
90
104
104

126,131
127
60,61
62
72,79
87

89

33.41
41
53

104
7
36

22
12
12
95
95
10
10

88
87

91

3,71,86
40

90
89

106
58,62
62

57

58-63
63
63
66
59
65
57



quadratische Form, negativ-

definite 61
- -, positiv-definite 61
- -, primitive 61
- =, reduzierte 121,122
quadratischer Zahlkdrper 87
- -, Diskriminante eines 88
- -, ganze Zahlen in einem 87
Riemannsche Vermutung 30
- Zetafunktion 6,24
= =, Nullstellen der 29-30
- -, Funktionalgleichung
der 29,32
Spur 87
Stirlingsche Formel 23
trége 99
Jerdoppelungsformel 21
verzweigt 100
zerlegt 100
Zetafunktion, Dedekindsche 96
~, Hurwitzsche 54
-, einer Idealklasse 97

-, Riemannsche 6
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Symbolverzeichnis
B 25
n
Bn(x) 51
d(n) 9
D(a) 88
En 31
h (D) 61
hO(D) 62
L(s,x) 41
LD(s) 111
N(x) 87
N(e) 88
o(x) vorwort
0(x) Vorwort
r(n) 14
R(n) 63
R* (n) 66
R(n,£f) 63
Sn 120
SLZ(Z) 59
Sp(x) 87
Uf 62
w 63

YD(r)
T (x)

g (s)
t(s,a)
z(A,s)
cK(s)
zf(s)
A{n)
u(n)

v (n)
I (x)
p(n)
0y (n)
T(n)
¢ (n)
xD(n)

w(n)

19
74

17,18

65

54
97
96
131
13
12
74
13
16
44
10
10
14
38
35
14

ICl Vorwort
#C Vorwort
[x] Vorwort
f~g Vorwort
G 33
(%) 36
x' 87
(g) 88
o' 89

[[no,n1,.u,ns]] 126
[[no"“'ni""’nj]] 127
[Img,my, 11" 131
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Lagrange. — Legendre. — GauB. — Fourier. — Dirichlet. -
'Von Hermite bis Minkowski. — Ausblick: Reduktions-
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»Dieses aus einer Vorlesung fiir Studenten des Lehr-
amtes entstandene Buch zeichnet die Entwicklung der
Zahlentheorie vom 17. Jahrhundert bis zum Beginn des
20. Jahrhunderts nach. ...

‘Wie von den Verfassern im Vorwort betont, geht es
weniger um eine systematische Wissensvermittlung als
darum, Interesse an zahlentheoretischen Fragestel-
lungen, Entwicklungen und Zusammenhiingen zu
wecken. Deshalb wird der historische Weg in die
Zahlentheorie eingeschlagen, und die benotigten Vor-
kenntnisse sind denkbar gering gehalten. Auf gut 200
Seiten erfahrt der Leser klassische Methoden und Er-
gebnisse u.a. iiber Summen von Quadraten, Ketten-
briiche, GauBsche Summen, Dirichletsche L-Reihen,
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Power of Class Field Theory. — Fresh Efforts. —
Estimates. — Fermat’s Congruence. — Varia-
tions and Fugue on a Theme. — Epilogue. —
Index of Names. — Subject Index.

This book, based on the author’s lectures at
the Institut Henri Poincaré, gives a fully under-
standable mathematical description of the
various highly ingenious attempts to prove
Fermat’s last theorem. All significant
approaches are covered, including such
modern methods as the use of class field theory
and estimates based on diophantine approxi-
mation. The book is aunique testimonialto the
multi-facetness of a single mathematical prob-
lem and the incredible variety of methods used
in attempting to solve it. Number theorists will
find the 13 Lectures an inspiring acoount of an
important part of the history of their subject.
The book is, however, accessible to the non-
specialist as well, particularly as the freshness
of the style of the original lectures has been pre-
served in the printed version.
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