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2.2.5. Nichtsymmeorphe Raumgruppen

Wir bestimmen jetzt die erlaubten irreduziblen Darstellungen einer nicht-
symmorphen Gruppe Gy. Es kommt héufig vor, daB die nichtsymmorphe Gruppe
Gy eine symmorphe Untercruppe Gf vom Index 2 hat, d.h., die Hélfte aller
Elemente von Gk enthilt nur prlmmve Translationen. Allgemein kann man zeigen,
daB jede nichtsymmorphe Raumgruppe eine symmorphe Untergruppe vom Index 2
oder 3 hat. Den Fall mit dem Index 3 wollen wir hier nicht betrachten.

Wir formulieren das Problem etwas allgemeiner: Gegeben sei eine Gruppe G
mit einer Untergruppe GT vom Index 2 Alle Irredumblen Darstellungen von G*
seien bekannt, und es wird nach allen lrreduZIblen Darstellungen von G gefragt.

Wir lassen also vorerst auBBer Betracht, daBl uns nur die erlaubten Darstellungen
interessieren.

Da GT vom Index 2 ist, so ist GT ein Normalteiler von G. Wir kénnen daher das
in Abschn. 1.3.9 beschriebene Verfahren zur Ableitung der irreduziblen Darstel-
lungen von G verwenden.

Zu diesem Zweck muB man die irreduziblen Darstellungen von GT in Orbits
einteilen. Ist ag ein Element aus G, aber ist ag ¢ G7, so kann man G in seine beiden
Nebenklassen nach G7 zerlegen:

G=GT+ agGT.
Dann gilt fiir alle ¢,b € G7
Dy alb) =D(a"tagtbaga) =D (a) Dy, (b)D(a),

wenn D eine Darstellung von G7 ist. Also ist D0~ . Ist ® eine irreduzible
Darstellung von G7 und D ~ D, so ist D~ D, fur alle a € G, d. h., D ist selbsl-
konjugiert. Ist dagegen D ~ 1)%, so gibt es kein a € G, dessen D, sowohl zu D
als auch zu D, indiquivalent ist, denn fir a € GT ist D,~ D, und fiir a ¢ GT ist
Dy~ Dg,. GT hat also beziiglich G nur selbstkonjugierte irreduzible Darstellungen
oder Paare konjugierter irreduzibler Darstellungen. Die Orbits von G” beziiglich
G kénnen nur die Ordnungen 1 oder 2 haben.
Wir betrachten beide Fille getrennt:

1. ® ~ D,. Die Ordnung des Orbits ist gleich 2. ® und D,, bilden ein (indqui-
valentes) Paar konjugierter Darstellungen Dann ist G7 die kleine Gruppe zu
G, GT und D. Sie hat nur eine erlaubte!) irreduzible Darstellung, néamlich D,
denn sie ist dem Normalteiler GT gleich. Aus © kann man eine irreduzible
Darstellung von G induzieren [siehe (1.29)]:

D(a) 0
DWW (a) = a € GT),
M) ( 0  D(ay'aayp) ) (@ €67)

/ D

])(J)((l) _ ( 0 (aao)) (a g GT) .
D(ayla) 0

Jedes Paar konjugierter irreduzibler Darstellungen von G7 liefert also genau

eine irreduzible Darstellung von G.

1) Man beachte, daB hier die Bezeichnungen ,,kleine Gruppe‘‘ und ,,erlaubte Darstellung*’
beziiglich ganz anderer Gruppen und Darstellungen gebraucht werden als in Abschn. 2.2.3.
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2, D ~ D,. Die Ordnung des Orbits ist gleich 1. D ist beziiglich G eine selbst-

kon]uvlerte irreduzible Darstellung von G7. Die kleine Gruppe zu G, GT und D
ist G selbst. Fiir jede erlaubte 1rreduz1ble Darstellung D¢ von G mub also die
dureh G7 aus ihr subduzierte Darstellung Dt ¢} ein Vle]faches einer Darstellung
D von G7 sein:

D= DP DR DD...=mD.

Wir zeigen jetzt, da D nur dann irreduzibel ist, wenn Dles) = D ist, wenn
also die oben angegebene Summe nur einen Summanden hat oder der Orbit
von Dles) die Multiplizitit m = 1 hat.

Da D~ D, ist, existiert eine unitéire Matrix U mit

Diaytaag)= Ut D@) U fiir alle « € GT. (2.33)
Ist nun D{s)= m®D und definiert man U= mU, so kann man (2.33) auch in
der Form

D) aglaay)=U1D a)U fir alle a € GT
schreiben. Diese Gleichung besagt aber, dai Di¢(ap) U~! mit allen Dl)(a)

vertauschbar ist. Spaltet man D{)(a) in gleichgroBe Blscke auf, deren Dimen-
sion gleich der von D ist:

Dl ag) = (D (ay)) (Gj=1,...,m),
so lautet die Vertauschbarkeit von D(¢) (ao) U~t mit Dle(a)
S D(ag) U1y D(a) Oy = Z D(a) 6;:D(aq) U1 &y
oder b
D(-e-)((lo) U1 D(a) =D(0)D(-"f)(a0) UL,

Die Matrizen 1)"3)((10) U~! sind also mit dem irreduziblen Matrixsystem D ver-
tauschbar und miissen daher nach dem Schurschen L.emma Vielfache der
Einheitsmatrix sein:

D(.e.) (ao) = ;‘ij U.
Da D(")(ao) und U unitire Matrizen sind, so ist (4;;) auch eine unitére Matrix:

Z D(e) ao D(E)T a() 2 l,ll”; UUT = 2 lilljl'
2

Dann kann man 4= (4;;) mit einer unitiren Matrix §= (s;;) diagonalisieren:
STIAS = X = (4;9y).

Bildet man ]etzt die Matrix S = (s;; I), so reduziert diese die Darstellung D¢
aus, indem sie die Matrizen von D¢ in vergroberte Diagonalform bringt,
wobei jeder Diagonalblock die Dlmensmn von D hat. Fiir Elemente a € GT
gilt ndmlich

DW Z*‘u ‘Slksk = D(a) 6,

da S unitér ist; und fiir ag ist

D(E)' a() ZS*D(E) (l() Sk = Zsh Alksl\ U= j’anij-
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Nur wenn m= 1 ist, ist also D¢ irreduzibel. Damit D¢} eine erlaubte irre-
duzible Darstellung von G ist, muf} D{¢) also dieselbe Dimension wie © haben,

und es ist
D9 (a) = D(a) fiir a € G7,
D(")(ag) = AU,

wobel U durch (2.33) bestimmt wird. Der Phasenfaktor 2 mufl so bestimmt
werden, dal D! eine Darstellung wird (was nicht fiir beliebige 4 méglich ist).
Da U aus (2.33) nur bis auf einen Phasenfaktor festgelegt ist, nehmen wir an,
wir hitten U so bestimmt, dafl

Dt(a) = D(a) fir a € G7,
D@(ag)=U

eine Darstellung von G definiert. Wir fragen nun, fiir welche A dann durch
Di(a) = D(a) tiir a € GT,
D ag)= AU

weitere Darstellungen von G definiert werden. Notwendig dafiir ist, dal3
Dte{ad) = D(a3) = A2U?

ist; da andererseits
D((af) = D(af) = U?

gilt, folgt 2= 1 oder A =4 1. Fiir 1= —1 ist !¢ aber auch wirklich eine Dar-
stellung, wie man leicht durch Nachpriifen der Darstellungseigenschaft zeigt.
Die beiden Darstellungen sind iniquivalent. Sonst wiirde nédmlich eine mit
allen D(a) (a € G7T) vertauschbare Transformationsmatrix S existieren, die nach
dem Schurschen Lemma S= y-I wire und die U in —U transformieren
miifite:

S71US=-U.
Danach wire U= 0, was nicht méglich ist.
Es gibt also zu der kleinen Gruppe G (im Fall der selbstkonjugierten Darstellung
D) genau zwel erlaubte irreduzible Darstellungen, die durch

DY (a) =D(a) fiir a € GT,

DP(ar) = +U
definiert sind, wobei U aus D, = U™! DU so zu bestimmen ist, dafl die D
Darstellungen werden. Das ist immer in eindeutiger Weise méglich.

Die aus den beiden erlaubten Darstellungen D¢ der kleinen Gruppe zu indu-

zierenden Darstellungen von G sind aber mit D identisch.

Wir fassen zusammen:

Ist G? eine Untergruppe vom Index 2 (und damit ein Normalteiler) einer
Gruppe G und ist G= GT+ ay G7, so erhilt man alle irreduziblen Darstellungen
von G aus allen irreduziblen Darstellungen von G7 in folgender Weise:

Man fasse die irreduziblen Darstellungen von G” zu Orbits beziiglich G zusam-
men. Dabei kommen nur Orbits der Ordnung 2 (Paare konjugierter Darstellungen)
oder der Ordnung 1 (selbstkonjugierte Darstellungen) vor.
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Jedes Paar konjugierter irreduzibler Darstellungen von G7 (D sei einer der Part-
ner des Paares) liefert genau eine irreduzible Darstellung von G, nimlich

D(a) 0 '
DW)(g) = a € GTY,
@) ( 0  D(aglaag) ) (@€ &)

20~ o )

Jede selbstkonjugierte irreduzible Darstellung ® von G* liefert genau zwei in-
dquivalente irreduzible Darstellungen von G, niamlich
D¢(a)=D(a) (a€ GT),
D¥(a)=4+UD(agta) (a §GT).

U ist dabei durch D, = U=t DU und die Forderung, daB die D¢ Darstellungen

von G sind, definiert.

Nach dem in Abschn. 1.3.9 formulierten Satz sind das alle irreduziblen Dar-
stellungen von G.

Wir kommen jetzt auf unser eigentliches Problem zuriick, nimlich die Be-
stimmung aller (jetzt beziiglich T') erlaubten irreduziblen Darstellungen der nicht-
symmorphen Gruppe Gy. Erlaubt sind Darstellungen, deren Translationselemente
von der Form

Dy({e[R}) = e7ikR. [

(2.34)
(a g GT).

(2.35)

sind.

Ist GI eine symmorphe Untergruppe von Gy, deren Index 2 ist, so kénnen wir
das soeben beschriebene Yerfahren zur Ableitung der irreduziblen Darstellungen
von G, verwenden. Wir kennen die erlaubten irreduziblen Darstellungen von GE.
Sie wurden in Abschn. 2.2.4 auf die irreduziblen Darstellungen der Punktgruppe
G zuriickgefithrt. Wir miissen jetzt noch zeigen, daf} erlaubte Darstellungen von
Gl erlaubte Darstellungen von G, liefern und daf umgekehrt nichterlaubte
Darstellungen von GE auch nichterlaubte Darstellungen von G, liefern, so dal}
wir nur die erlaubten Darstellungen von G brauchen, um alle erlaubten Dar-
stellungen von Gy zu erhalten.

Da wegen ag € Gy,

Dy(ag*{2[R} ap) = e i® s B [ — o7ikR. [,
ist, folgt aus (2.34) und (2.35) sofort, daB erlaubte Darstellungen von GlZ' wieder

erlaubte Darstellungen von G, liefern. Die Umkehrung ist aus den Darstellungen
(2.34) und (2.35) ebenfalls sofort abzulesen.

2.2.6. k-~Vektoren in der Brillouin-Zone

Um die Orbits von T beziiglich G zu erhalten, miissen wir alle k-Sterne in der
Brillouin-Zone untersuchen. Wir fiilhren daher zunichst einige Betrachtungen
iiber die Art und Lage der Sterne in der Brillouin-Zone durch.

Geht man von einem Xk in der Brillouin-Zone aus, zu dem eine bestimmte
Gruppe Goy gehort, und geht zu einem infinitesimal benachbarter k + a iiber, so
ist die zugehorige Gruppe offenbar

Gogan= Gox N Gy, (# infinitesimal). (2.36)
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Alle in infinitesimaler Nachbarschaft von Gy, liegenden Gruppen sind also 1. Symmeiriepunkte
Untergruppen von Gg,. Speziell liegen in einer infinitesimalen Umgebung von Tabelle 13
Punkten k in allgemeiner Lage wiederum nur Punkte in allgemeiner Lage, d. h., -
Punkte in allgemeiner Lage sind innere Punkte!) der Brillouin-Zone. Wegen : Punkt k Go') Elemente a von G, %)
(2.36) kann man in infinitesimaler Umgebung jedes Punktes einen Punkt in wcT «gT
allgemeiner Lage finden. Man braucht nur # in allgemeiner Lage zu wihlen, was u ¢
immer mdglich ist. Die Punkte in symmetriscl}er (d: h. nicht :‘—lllgemeiner) Lage r 0 0, (0% Cy) | & ;
treten also hochstens als Randpunkte von Gebieten in allgemeiner Lage auf. Da i1 1 .
die Symmetrieoperationen der Punkigruppen Drehungen und Drehinversionen 6o% 663 PEHY S
sind, werden die Gebiete in allgemeiner Lage von Ebenen begrenzt, Die Punkte in 6o, 6 0y, I = XY, Y%, 5T
symmetrischer Lage bilden einzelne Symmetrieelemente, d. h. Mengen von k-Vek- TG, Y3, 2T
toren, die die gleichen Gruppen Gy, haben. Sie gehéren zu den Begrenzungsebenen 8 o3t 8otl I = ays, XFE, TYI, TYs
der Gebiete in allgemeiner Lage. Demnach gibt es Symmetricebenen, Symmetrie- 36, 3 o P auz
geraden und Symmetriepunkte. Nimmt man von jedem Stern nur eine Zacke (so % Qi B
wie man aus j:>dem Orbil nur eine Darstellung nehmen darf, um alle irreduziblen I
Darstellungen von G nur einmal zu erhalten), und zwar von infinitesimal benach- X —a— (0, 4,0) | Dy (Dy x Cy)f & i
barten Sternen jeweils infinitesimal benachbarte Zacken, so daB} alle diese Zacken 92 0_2‘; 2 62;
ein geschlossenes Gebietl erfiillen, so ist dieses Gebiet gerade der g-te Teil der s
Brillouin-Zone (g Ordnung der Punktgruppe), da alle inneren Punkte in allgemeiner 2 2y
Lage sind. Ein solches Gebiet nennt man Elementargebiet. Man erhilt alle Elemen- ; Q:ar Q7 02505 025
targebiete, indem man alle Punktgruppenelemente auf ein spezielles Elementar- v 89., 09, - O
gebiet anwendet. Die Oberflichenpunkte eines Elementargebiets gehen dabei zum ‘
Teil in sich selbst iiber (denn sie sind zum Teil in symmetrischer Lage). : L ET:(; (1,1, 1) | Dq. (Dg) e i
9 sxl +1
2.2.7. Beispiel : Diamantstruktur I > 63“/2 2 Tbzys i
3 9; 3 dy; I =g, Y3, 5%
2.2.71. Symmetrieelemente
Die primitiven Translalionen der Diamantstruktur bilden das flichenzentriert- w i (1,2,0) | Doy (Dy) e 834z
kubische Gitter. Die Brillouin-Zone dieses Gitters ist ein gekapptes Oktaeder. 2a )
Sie setzt sich aus 48 Elementargebieten ] ‘ P 2y
‘ zusammen, da die Ordnung der Punkt- O2r TE
gruppe 48 ist. Man wihlt ein Elementar- . ' e e-
gebiet aus und bezeichnet die Symmetrie-
elemente durch grofle lateinische und grie- .
chische Buchstaben (Abb. 13). Die Sym- 2. Symmetriegeraden
metrieelemente mit ihren zugehorigen Tabelle 14
Punktgruppen sind in den Tabellen 13 bis -
15 angegeben. ‘ Gerade k G Elemente & von Gg,2)
x€ T({ ax Q Td
_ 4 Z(0,4,0)%) Civ (Dy) e 2651
Abb. 13. Brillouin-Zone des flichenzentrierten ‘ Sy € O
kubischen Gitters mit Elementargebiet der
Diamantstruktur @z Qzz
1) Die Bezeichnung ,,innere‘* Punkte ist hicr im mengentheoretischen Sinn zu verstehen. ' :) Die abstrakte Pun!(tg'ruppe wird jeweils in Klammern angegeben.
Damit ist nicht ausgeschlossen, dal Oberflichenpunkte der Brillouin-Zone in allgemeiner 2) Nach Klassen konjugierter Elemente geordnet.

Lage sein konnen. HNo<cd< L.
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Tabelle 14 (Fortsetzung)

Gerade k GoH Elemente o von Gy 2)
aC Td £ & T{l
T
A g, (A 4 4)9) Cyp (D3) £
3 o; i = X, Y3, 5%
3n . s
Z, K G o 45 0) 4 Coy, (Do) £ 22y
Q,zgj [*51
z o (4,2,0)%) Cav (D) e e
d2.r Q:
1 1 \3
S (Lo, A Cyy (Dy) e 022z
a\4 4
Q:z 2y
T 3
0 9 (L2 =4 0% | ¢, (Cy) P 9y

3. Symmelriecbenen

Tabelle 15
Ebene Gol) Elemente & von G2
acTy xg¢ Ty
Ira4 C, (C9) £
(2%
XA, KL C, (Cy) £
Q.5
rAz, Kw C, (Cy) £ o
WUX, WU C, (Cy) e 2y

< A< 1.
<

ie abstrakte Punktgruppe wird jeweils in Klammern angegeben.
ach Klassen konjugierter Elemente geordnet.
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Die Ebenen LKW und LWU sowie das gesamte Innere des Elementargebiets
sind in allgemeiner Lage. Von der Oberfliche des Elementargebiets gehort nur
die Gerade LU (ausschlieBlich L, aber einschlieBlich U) nicht zum Elementar-
gebiet, da die auf LU endenden k-Vektoren zum Stern der auf LK endenden
k-Vektoren gehoren und das Elementargebiet nicht zwei Vektoren des gleichen
Sterns enthalten sollte.

2.272. Symmorphe Gruppen G,

Wir gehen jetzt dazu iiber, die erlaubten irreduziblen Darstellungen Dy der
kleinen Gruppe G, abzuleiten.
Nach (2.29) ist

Dy ({BIb}) = e7 X0 Dy, (8)

fiir Punkte im Inneren der Brillouin-Zone, also fir I', 4, A, X, FAA, T'ZA, 'A%,
Das gilt auch fiir die Punkte der angegebenen Symmetrieelemente, die auf der
Oberfliche der Brillouin-Zone liegen, also fiir K, KL, KW. Die Charakterentafeln
fur die entsprechenden Gruppen Gy, sind in den Tabellen 16 bis 21 angegeben.

Tabelle 16. Charakterentafel der abstrakten Punktgruppe O

() & 3 62 6 64 6 62 8 63
Td & 3 62 6 [+ 74 6 (24 8 63
Iy 1 1 1 1 1
T, 1 -1 1 1
Iy 2 2 0 0 —1
ris |3 —1 -

ry, |3 —1 -t 1 0

Tabelle 17. Charakterentafel der abstrakten Punktgruppe O x Cy

0, e 38, Gé&, 68, B84, i 3¢ 6o, 6g Bag
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
I 1 T -1 1 1 1 Y 1
I |2 ) 0 0 1 2 2 0 0o -1
rjs |3 —1 1 1 0 3 |

ry, |3 -1 -1 L 0 3 -1 1

r; 1 1 1 1 R O L Y |
r; 1 [ T | t | -1 1 1 1 1
ry, |2 2 0 0 - -2 2 0 0 1
I |3 —1 1 -1 0 | -3 1 1 1 0
Iy |3 -1 1 -3 1 1 -1 0
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Tabelle 18. Charakterentafel der abstrakten Punktgruppe Dy

Cop € 2 64.1/ by Qa1 Q: Qza @13
Dy g 8y,8y, Oy, Qi @z 204y
4 1 1 1 t -1
4 1 1 R —1
4y TR 1 1 —1

: T 1 -1 1
4 2 0 ) 0 0

Tabelle 19. Charakterentafel der abstraktien Punktgruppe Dy

Cgv & 2 63 3 e
4 1 11
4 11—t
A 2 1 0

Tabelle 20. Charakterentafel der abstrakten Punktgruppe Cy

C; e i
D, (! 1
D._ 1 —1

Tabelle 24. Charakterentafel der abstrakten Punktgruppe Dy = Cyx Cy

Cyp (2) e @y  Swy e
- Cap (8) £ @ b3 Qy
S31) po) 1 1 1 1
54 22 1 —1 1 —1
S Xy 1 1 -1 -1
Sy x |+ -1 -t 1

1) Es ist iiblich, die Darstellungen fiir § in der angegebenen Weise zu numerieren. Per
Grund hierfiir wird spater verstandlich (siche Abschn. 10.7.2). Man beachte, daB §; nicht
wie sonst die identische Darstellung charakterisiert.

2.2. Irreduzible Darstellungen der Raumgruppen 81

2.2.7.3. Nichtsymmorphe Gruppen Gy

Fiir die verbleibenden nichtsymmorphen Gruppen Gy, die zu den Symmetrie-
elementen X, L, W, Z, S, Q, WUX gehéren, kann man das in Abschn. 2.2.5
angegebene Verfahren zur Bestimmung der erlaubten irreduziblen Darstellungen
von Gy anwenden.

Offenbar existiert immer G mit dem Index 2. GJ enthilt alle zu T'; gehérigen
Elemente von Gy,. Wir wihlen ein ag ¢ Gf. Dann ist &g ¢ T4 und v, = 7, so dab
ag= {eq|z} ist. :

Die erlaubten irreduziblen Darstellungen von GT sind

D{({8IR}) = " *RD{(B),

wobel D& (B) alle irreduziblen Darstellungen von Gg]" durchlaufen darf. Um die

Darstellungen b]Z' zu Orbits zusammenzufassen, muBl man untersuchen, in welchem
Fall

DE(5)~ D (ai*ba)
1st.

AuBer fiir den Punkt W (der spéter gesondert betrachtet werden muf) sind alle
Gruppen G, entweder abelsch (da ihre abstrakten Punktgruppen C; oder Dj
sind), oder sie enthalten die Inversioni (X und L), so daBl mit ag=1i fiir X und L
und ag ¢ Ty (beliebig) fiir die abelschen Gy, gilt:

Dy (x5 * Bero) = D (B) (B€ GG (2.37)

Dann ist

D7 (a5 bag) = e~ Re —ik(bx =) DI (a5 Barg) — e-1t6x =0 DT(b).  (2.38)
Fir die zu L, S, Q, WUX gehérenden Gruppen GJj, ist der Faktor

eik@r—v — _ (2.39)

denn fiir Gy, 2 C; ist 8= ¢, und die zu L und S gehérenden Gruppen G&, fithren
nach Tab. 12, S. 63, ¥ wieder in = iiber.

Alle zu L, S, Q, WUX gehérenden Gruppen G haben also nur selbstkonjugierte

Darstellungen. Jede dieser selbstkonjugierten Darstellungen liefert nach (2.35)
zwel irreduzible Darstellungen von Gy: '

D ({x|R})= e kR DT (ar) fir e € G,

Di({x|r+ R}) == e KBRUDZ («5tex) fir « ¢ GI.. (240)

Wir bestimmen jetzt U. Da wir fiir alle betrachteten Fille ey derart wihlen
kénnen, dafl &2 = e ist, so wird

U2= D.(a}) = Dy({e|aor + #}) = e iklmorto). [,

Da auBlerdem wegen (2.38) und (2.39) DI (b) = D (ay! bag)=U"t DI(b) U ist, so
ist U mit '.'D]Z' vertauschbar und nach dem Schurschen Lemma ein Vielfaches von 1,
d. h., es ist

1
—ik. - (xgz+7) .

U=e I.

6 Streitwolf, Gruppentheorie
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Da a4 T, ist, so gibt es nach Tab. 12 ein i 8;, welches a enthilt, und nach (2.9)

wird :
ayT + T=1t;. *

Tab. 22 gibt die t; fir die betrachteten Gruppen und die angegebene Wahl von

o an.

Tabelle 22

Symmetrie- a9 g + T =1t
element

L i to = 0

S oy ty = a(1,0,1)
Q 62y§ to = 0

wUXx ey ty = a(1,0, 1)

Da fiir alle betrachteten Fille e mit GJ, vertauschbar ist, kann man
=T
Goy = G X {e, @}

. schreiben. Man erhilt dann die Charakterentafel von Gy, aus der von Gf, analog
(1.24). Wir kénnen also das +-Zeichen in (2.40) mit in D aufnehmen und so zu
den irreduziblen Darstellungen Dy, von Gy iibergehen. SchlieBlich ist also

Dy ({=|R}) = e IkR D (ar) firx € GF,,

Dy ({a|z+ R}) = e BB D, () fir @ ¢ GT.. (2.41)
Dabei ist
U=1 fir L und Q,
e (2.42)
—ik-2
U=e 2 fiir S und WUX.

Die Bezeichnung der Darstellungen D, wollen wir entsprechend den Bezeich-
nungen der zugehérigen Darstellungen Dy, wihlen. Die Charakterentafeln findet
man in den Tabellen 23, 21 und 20.

Tabelle 23. Charakterentafel der abstrakten Punktgruppe Dg = D3 X Cy

D3d e 263 3@ i 2(16 362
Ly 1 1 1 1 1 1
L, 1 1 —t 1 1 —1
Ly 2 -1 0 2 -1 0
L, 1 1=t - —1
L 1 1 -1 -1 -t

L 2 -1 0 | -2 1 0
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2.2.7.4. Die Symmetrieelemente X,Z und W

Wir miissen jetzt noch die Symmetrieelemente X, Z und W betrachten.
Fiir X und Z gilt (2.37), so daf mit (2.9) der Faktor in (2.38)

emik@Br =) = el — (—4)i  fiir B€ & (2.43)

wird, wenn k= kx oder k= k3 ist.

Fir k= kz ist GI = {e, 62,}. Es gibt zwei erlaubte irreduzible Darstellungen
von G, die wegen (2.43) beziiglich Gy zueinander konjugiert sind. Sie liefern also
genau eine erlaubte irreduzible Darstellung von G, die man gemiB (2.34) kon-
struieren kann. Weitere erlaubte irreduzible Darstellungen gibt es fir k= k
nicht. Ihre Charaktere sind aus Tab. 20 sofort abzulesen:

2({eR}) = 2 7R,
x({Bp}) =0 fir B+ =.

Fir k= ky ist G,f = Dy;. Die Charakterentafel von Dyy (siche Tab. 18) zeigt
wegen (2.43), daB 4 und 4} sowie A] und 43 je ein Paar beziiglich Gy konjugierter
Darstellungen bilden. Aj ist als einzige zweidimensionale Darstellung natiirlich
selbstkonjugiert.

Die beiden eindimensionalen Paare liefern je eine erlaubte irreduzible Dar-
stellung von Gy, deren Charaktere nach (2.34) leicht angegeben werden kénnen.
Die selbstkonjugierte Darstellung 4 liefert nach (2.35) zwei erlaubte irreduzible
Darstellungen von Gy.. Um ihre Charaktere abzuleiten, miissen wir U bestimmen.

Zu diesem Zweck mull man die Darstellung A5 von G kennen. Man kann sie leicht
aus der in Tab. 11, S. 62/63, angegebenen Darstellung von Oy ableiten. Gl = Dy
subduziert aus ihr eine Darstellung, die bereits in ausreduzierter Form vorliegt:
Die (22)-Matrixelemente bilden eine eindimensionale Darstellung, und die ver-
bleibenden zweidimensionalen Matrizen DJ, bilden die Darstellung 45, da sie
dieselben Charaktere wie A5 haben. Zum Beispiel ist

Dhton=(| 7)) Paes-(_] ) .44

Da 64, € 85 und @.; € 8, ist (siche Tab. 12), so muB U folgende Gleichungen
erfiillen:

D (04y) U= —UDf(04), - (2.45)

D (0:2) U= UDf(@:z)- (2.46)
AuBerdem muB wegen o= i

U2= DT (a3) = e~ tkmor+0) . [= |

sein. U ist also hermitesch, da es unitir ist, d. h., U hat die Form
U= ( ¢ ’”)
z* b

6 *
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Mit (2.44) folgt dann aus (2.45) z = z* und a = —b und weiterhin aus (2.46) a = 0,
so daB wegen der Unitaritdt von U

U=+ ( 0 1)
10
ist.
Um die Spuren der erlaubten Darstellungen D, zu berechnen, brauchen wir
die Spuren der Matrizen UDJ (B8) (B € GZ = Dag). In Tab. 24 sind diese Spuren
aus der Darstellung A5 berechnet, die aus Tab. 11 abgelesen wurde.

Tabelle 24

e 2 02}, b9y Qzxs Q5 892 02,
45 (1 0) (0 1) (I 0) (0 I) (I 0)
0 1 10 0 1 10 0 1
(0 1) (0 1) (1 0)

10 1 0 0 1
Ud4s j:(o 1) i(i 0) i(0 I) i({ o) lL(0 1)
10 01 10 0 1 io
:t(l 0) i_(i 0) i(0 I)

0 1 0 1 10

Sp(U 4g) 0 0 0 F2 0

42

Fiir die vier erlaubten irreduziblen Darstellungen von G, (k= kx) erhilt man
also folgende Charaktere:

Tabelle 25

{10} 2{o4i0}  {69,10}  2{gl0}  2{82]0} | {Sp:.lv} {692zl }
X, 2 0 2 0 0
X, 2 0 2 -2 0 0
X, 2 0 —2 0 —2
X, 2 0 -2 0 —2 2

Die Charaktere von {8|b} mit 8 ¢T; und 8= d,,,, 4,,; verschwinden alle. Die
Charaktere fiir Elemente mit anderen primitiven Translationen als R= 0 erhalt
man aus

2({elv, + R}) = e MR y({alv, }). (2.47)
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SehlieBlich bestimmen wir noch die Charaktere der erlaubten irreduziblen
Darstellungen von Gy fir k= ky. GJ besteht nach Tab. 13, S.77, aus den
Elementen £, 04,, 625, o7L und ist damit der zyklischen Gruppe C; isomorph,
044 ist das erzeugende Element. Die Charakterentafel ist in Tab. 26 angegeben.

Tabelle 26. Charakterentafel der abstrakten Punktgruppe C;

54 £ [+ 74 62 O'Zl
Dy 1 1 1 1
Dy 1 —1 -]
D3 1 i -1 i
D 1 i -1 i

Um festzustellen, welche Darstellungen zueinander konjugiert sind, mufl man
die Charaktere der Darstellungen DI (ag! bao) bestimmen. Wir wihlen ap= {@,|}.
Dann wird [siehe (2.38)]

DI (agtbag) = e7ikBr =) ¢ IR DT (1 Bex ) BESy.
Wir berechnen aji8e, fiir das erzeugende Element 8 = oy,:

—1 — — g1
Q, 0420;:= Qz0;420;= 0y,

(wie man rein anschaulich zeigen kann).
In Tab. 27 geben wir et;1Bety und den Wert fiir

e—ik(Br —7) — gikt; B€ L)

fir alle B € S an [kw - 22, 0)] .

Tabelle 27

ﬁ & O4z 621 UZ}C
“(_)1340 3 UZ; 6216 Ohr
i(Be ) 0 2 1 3
ekt 1 i -1 —1

Geht man von der identischen Darstellung ©; aus, so hat die zu D; konjugierte
Darstellung die Charaktere

-1
€ Oz 629: Oy

‘1 i -1 i
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d. h., D, und D3 sind konjugierte Darstellungen. Ebenso sind D3 und ®; konjugierte
Darstellungen. Man erhilt also nach (2.34) zwei erlaubte irreduzible Darstellungen
von Gy (fir k= ky):

Tabelle 28

{10} {644V} {825/0} {07310} {Blr} mit B¢ T,
W, 2 141 0 1 —1
W, 2 —1 —i 0 —1 41 0

Die Charaktere fiir {«|v, + R} folgen wieder gemaB (2.47).1)

1) ‘Wahlt man statt e-ikR fiir die Darstellung der Translationselemente etikR, so werden
die Charaktere von {g4,]0} 4 —1 bzw. —1 + i, und die von { 2210} werden 1 + i bzw,
—1—i

3. Darstellungsriiume

Bisher haben wir uns allgemein mit Gruppen und ihren Darstellungen be-
schiftigt. Als Beispiel haben wir die kristallographischen Raumgruppen und ihre
Darstellungen untersucht. Wir miissen jetzt versuchen, unsere Ergebnisse auf die
Physik anzuwenden.

Die Symmetrien eines physikalischen Problems driicken sich in bestimmten
Invarianzeigenschaften des Hamilton-Operators dieses Problems aus. Diese
Invarianzeigenschaften haben ein bestimmtes Transformationsverhalten der
Eigenfunktionen zur Folge.

Analog wie wir in Abschn. 1.2.4 einen Zusammenhang zwischen einer Gruppe
linearer Abbildungen in einem linearen Vektorraum und einer Darstellung dieser
Gruppe hergestellt haben, werden wir hier Transformationen im Hilbert-Raum
und ihre Beziehungen zu Darstellungen betrachten. Im vierten Kapitel werden
dann die hier entwickelten Vorstellungen auf das Eigenwertproblem des Hamilton-
Operators eines symmetrischen Systems angewandt.

3.1. Basisfunktionen

Es sei eine Gruppe G mit Elementen a € G gegeben. Die Elemente a mogen
isomorph auf unitire Operatoren P, des Hilbert-Raumes abgebildet werden, so
dal}

Pa Py= Py

ist. Die P, kann man als lineare Transformationen im Hilbert-Raum auffassen.
Sei ferner ® eine d-dimensionale unitire Darstellung von G, dann nennt man d
Funktionen f; (A= 1,..., d) des Hilbert-Raumes genau dann Basisfunktionen der
Darstellung D, wenn

Pafy= 3 Data)f s .9

fiir alle a € G und fiir alle A= 1,. .., d gilt. f; heiBt die zur A-Zeile von D gehirige
Funktion.

Hat man zwei Sitze f; und f; (A= 1,..., d) von Basisfunktionen zu derselben
Darstellung D, so gehort auch der Satz xf;+ Bf: (x, B beliebige Zahlen) zu der
Darstellung D, da die Beziehung (3.1) linear ist. '

Dabei ist von der Linearitit der Operatoren P, Gebrauch gemacht worden.

Der Zeitumkehr-Operator K z. B. ist antilinear, d. h., fir ihn ist
Kif= 1*Kf,

und die oben gemachte Behauptung trifft fiir K nicht zu.
Die Basisfunktionen einer d-dimensionalen unitiren Darstellung D bilden ein
orthogonales Funktionensystem und lassen sich gleichzeitig normieren.



