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nung, und zwar entweder von I iiber die pn-
Ubergénge p,, n; und p,, n, nach I oder von II
iiber ny, p,, my, py, 04 nach I

Symmetrie, im allgemeinsten Sinne das Vor-
handensein von RegelmiBigkeiten bestimmter
rdumlicher oder mathematischer Strukturen,
z. B. geometrischer Figuren und Kristalle oder
der Materie zugrunde liegender Gesetze, derart,
daB3 diese nach Ausfiithren bestimmter Opera-
tionen, der Symmetrieoperationen, wieder in
sich tibergehen. Die Gesamtheit der Symmetrie-
operationen einer bestimmten Art bildet dabei
eine Symmetriegruppe.

1) Geometrische und kristallographi-
sche S.n sind besonders anschaulich. Die geo-
metrische S. duBert sich in der Invarianz ebener
geometrischer Objekte gegeniiber Drehungen
um einen Punkt oder eine Achse und gegeniiber
Spiegelungen an einem Punkt, einer Achse oder
einer Ebene. So ist z. B. ein Quadrat invariant
gegeniiber Drehungen um jeweils 90° um die
senkrecht zur Zeichenebene durch den Mittel-
punkt gehenden Achse (Abb. 1a) und gegen-
uber Spiegelung am Mittelpunkt (Abb. 1b) so-
wie an den Diagonalen und den Seitenhalbieren-
den (Abb. 1¢). Schéne RegelmiBigkeiten weist
die Struktur von Schneekristallen (Abb. 2) und
anderen Kristallen auf. Weniger deutlich aus-
geprégt ist die S. biologischer Objekte (Abb. 3),
auch ein aufrecht stehender Mensch z. B. hat
duBerlich etwa Spiegelsymmetrie, d. h., Spiege-
lung an einer geeignet gewihlten, gedachten
Ebene ergibt ein ,,Bild*, das sich mit dem ,,Ori-
ginal* niherungsweise deckt (was jedoch fiir die
inneren Organe nicht zutrifft).

Im folgenden werden die wichtigsten Begriffe
zur Klassifikation der rdumlichen S.n und ihrer
physikalischen Anwendung, z. B. Symmetrie-
operation, Symmetrieelement, Raumbewegung,

Raumgruppe, zunichst anschaulich erliutert
und dann exakt definiert.

Durch die Bewegung eines starren Korpers
kann man jedem der Punkte des Raumes, mit
denen Punkte des Korpers vor Beginn der Be-
wegung zusammenfielen, wieder einen Punkt
des Raumes zuordnen, niamlich den, den der
betreffende Punkt des Korpers nach Beendi-
gung der Bewegung einnimmt. Eine soiche Zu-
ordnung oder Abbildung l4Bt sich auf beliebige

Teile des Raumes ausdehnen, indem man sich

den starren Korper entsprechend ergénzt denkt.
Die so erhaltene Zuordnung der Punkte des
Raums zu Punkten des Raums nennt man eine
eigentliche Raumbewegung. Eigentliche Raum-
bewegungen sind Translationen, Drehungen so-
wie Bewegungen, die sich aus Translationen und
Drehungen zusammensetzen. Spricht man von
Raumbewegungen schlechthin, so 148t man
auch uneigentliche Raumbewegungen zu, bei
denen die Zuordnung durch eine Spiegelung oder
eine Spiegelung mit nachfolgender eigentlicher
Raumbewegung bewirkt wird.

Raumbewegung bedeutet also abstandstreue
Abbildung eines Teils des Raums auf einen Teil
des Raums.

Als Deckoperation einer riumlichen Vertei-
lung o(F) bezeichnet man eine Raumbewegung,
die jedem Punkt (Ortsvektor #) einen solchen
Punkt (#’) so zuordnet, daBB die Funktionswerte
der Verteilung an diesen Punkten gleich sind,
also o(F) = (') gilt. Zeigt z. B. jemand eine
,,Jange Nase*, so ist seine rechte Hand mit seiner
linken durch die Deckoperation ,,Gleitspiege-
lung* (Spiegelung mit nachfolgender Trans-
lation) verkniipft. Es kommt durch diese Deck-
operation z. B. das Bild des rechten kleinen
Fingers mit dem linken kleinen Finger zur
Deckung.

Mathematisch ausgedriickt: Sind die Punkte
mit Ortsvektor 7 eines Teils I des Raums durch
eine Eigenschaft go(7) charakterisiert, die des
Teils 11 (Ortsvektor #') durch o(7"), und ordnet
eine Raumbewegung jedem Punkt 7 einen Punkt
7' = f(¥) zu, so nennt man diese Raumbewe-
gung immer dann und nur dann eine Deckope-
ration, wenn fiir alle # aus dem Bereich I g( (%))
= o(¥') = o(F) gilt. Sind die Bereiche I und II
des Raums, fiir die # bzw. #* definiert sind, iden-
tisch, also z. B. die Punkte ein und desselben
Korpers, so heillt die Deckoperation Symmetrie-
operation des Korpers.

Die Gesamtheit der Symmetrieoperationen
eines Korpers bildet eine Gruppe im mathe-
matischen Sinne. Das bedeutet unter anderem:
LBt sich eine Raumbewegung aus Raumbewe-
gungen zusammensetzen, die Symmetrieopera-
tionen eines Korpers sind, so ist die zusammen-
gesetzte Raumbewegung ebenfalls Symmetrie-
operation dieses Korpers. Die Gruppe der Sym-
metrieoperationen eines Kérpers bezeichnet
man als Symmetriegruppe dieses Kérpers.

Als Symmetrieelement bezeichnet man die
von einer Symmetrieoperation erzeugte zyklische
Gruppe, d. h. die Gruppe, die die Identitit und
alle diejenigen Raumbewegungen enthilt, die
sich durch ein- oder mehrmalige Anwendung
dieser Symmetrieoperation ergeben. So z. B.
enthilt das Symmetrieelement ,,4zihlige Dreh-
achse die folgenden Symmetrieoperationen:

e

Identitdt (das Eins-Element), Drehung um 90°,
Drehung um 180°, Drehung um 270°. Charak-
terisiert man z. B. jeden Punkt, der auf einem
Bliitenblatt liegt (Abb. 4), durch g(#) = 1, jeden
Punkt auf einem StaubgefdB durch o(7) = 2 und
alle Punkte auBerhalb der Bliite durch ¢ = 0, so
ordnen die vier Drehungen (um 0°, 90°, 180v,
270°) sowie die Spiegelungen an vier Spiegel-
ebenen Punkte mit gleichem p-Wert einander
zu. Die Symmetriegruppe dieser Bliite enthilt
5 Symmetricelemente: die 4zihlige Drehachse
und die 4 Spiegelebenen.

Wenn man von der Symmetrie eines geome-
trischen Gebildes, z. B. eines Polyeders, spricht,
so geht man von der Vorstellung aus, daB3 allen
durch dieses Gebilde charakterisierten Punkten
7; (z. B. den Punkten der Berandung oder des
Inneren des Polyeders) derselbe Wert von g zu-
geordnet ist, z.B. p(f)) = 1, allen anderen
Punkten 7, der Wert o(7,) = 0. Symmetrieope-
rationen eines Polyeders ordnen also Punkten
innerhalb des Polyeders Punkte innerhalb, sol-
chen auBerhalb wieder solche auferhalb und
Punkten der Berandung Punkte der Berandung
zu.

Zur Charakterisierung eines Symmetricele-
ments verwendet man eine erzeugende Symme-
tricoperation, z. B. fiir die 4zihlige Drehachse
eine Drehung um 90° oder —90-.

Jede Symmetriegruppe IiBt sich durch die
Gesamtheit der Symmetrieelemente charakteri-
sieren, die Untergruppen der Symmetriegruppe
sind. Auf diesem Prinzip beruhen z. B. die Her-
mann-Mauguinschen Symbole fiir Symmetrie-
gruppen. In diesen werden die Hermann-Mau-
guinschen Symbole fiir die Symmetrieelemente
angegeben (Abb. 5, S. 1522).

Beachte: Symmetrieelemente sind nicht
Elemente (im mathematischen Sinn) einer Sym-
metriegruppe, sondern ihre Untergruppen, an-
dererseits sind die Elemente (im mathematischen
Sinn) einer Symmetriegruppe die Symmetrie-
operationen.

Von besonderer Bedeutung sind Punktsym-
metriegruppen oder Punktgruppen, die die S.
endlicher starrer Korper beschreiben. Die Sym-
metrieoperationen einer Punktgruppe heilen
Punktsymmetrieoperationen, weil sie mindestens
einen Punkt des Korpers — den geometrischen
Schwerpunkt — auf sich abbilden; die entspre-
chenden Symmetrieelemente heien Punktsym-
metrieelemente. Folgende Raumbewegungen
konnen als Punktsymmetrieoperationen auftre-
ten: Drehungen, Spiegelungen und ihre Zusam-
mensetzungen.

Die Punktgruppe eines nicht rotations-
symmetrischen Kérpers hat endlich viele Ele-
mente. Inihr kénnen nur Drehungen um Winkel
2n-m/Z (mit m und Z ganzen Zahlen) vor-
kommen. Sind m und Z teilerfremd, so enthilt
das dieser Symmetricoperation entsprechende
Symmetrieelement auch eine Drehung um 27/Z
und heiBt Z-zihlige Drehachse. Die Gerade,
deren Punkte bei den Symmetrieoperationen
einer Z-zihligen Drehachse in sich iibergehen,
wird ebenfalls Z-zihlige Drehachse genannt.

Setzt man die Raumbewegungen Drehung
um 180° und Spiegelung an einer Ebene, die auf
der Drehachse senkrecht steht, zusammen, so
erhilt man die Raumbewegung Inversion, die

auch Spiegelung an einem Punkt, dem Schnitt-
punkt der Drehachse mit der Spiegelebene, ge-
nannt wird. Das entsprechende Symmetrieele-
ment heiBt Symmetriezentrum, ebenso wie der
Punkt, an dem gespiegelt wird. Wihlt man diesen
Punkt als Ursprung, so geht bei der Inversion
ein Punkt mit Ortsvektor 7 in einen solchen mit
Ortsvektor —7 iiber.

Eine Raumbewegung, die durch Zusammen-
setzung einer Drehung um 27t/Z mit einer In-
version entsteht, heiBt Z-zihlige Drehinversion,
eine solche, die durch Zusammensetzen einer
Drehung um 27t/Z mit einer Spiegelung an einer
zur Drehachse senkrechten Ebene entsteht,
Z-zéhlige Drehspiegelung. Jede Drehspiegelung
1aBt sich als Drehinversion auffassen und um-
gekehrt (Tab. 1, S. 1523).

Deck- bzw. Symmetrieoperationen, die eigent-
lichen Raumbewegungen entsprechen, werden
als 1. Art, solche, die uneigentlichen Raum-
bewegungen entsprechen, als 2. 4rt bezeichnet.
Andererseits unterscheidet man einfache von
zusammengesetzten Deck- bzw. Symmetrie-
operationen. Die einfachen Operationen 1. Art
sind Translationen und Drehungen, zusammen-
gesetzte Operationen 1. Art sind die Schraubun-
gen. Als einfache Operation 2. Art wéhit man
die Inversion an einem Punkt oder — weniger
gebrduchlich — die Spiegelung an einer Ebene.
Im ersten Fall erscheint die Spiegelung an einer
Ebene als zusammengssetzt aus Inversion und
2zihliger Drehung, im zweiten Fall die Inversion
als zusammengesetzt aus Spiegelung an einer
Ebene und 2zéhliger Drehung. In beiden Fillen
ergeben sich die hoherzidhligen Drehinversionen
als zusammengesetzte Operationen 2. Art.

Die Symmetriegruppen dreidimensional peri-
odischer Gebilde, die nicht beliebig kleine Trans-
lationen als Symmetrieoperationen enthalten,
heiBen Raumgruppen. Die S. der Idealstruktur
eines — Kristalls wird demnach durch eine
Raumgruppe beschrieben.

Die Gesamtheit der Translationen einer
Raumgruppe 148t sich aus einem Tripel von nicht
komplanaren Vektoren, den Basisvektoren (—
Elementarzelle), erzeugen und bildet eine Un-
tergruppe der Raumgruppe, ihre Translations-
gruppe. Raumgruppen, die sich nur durch
das Tripel ihrer Basisvektoren unterscheiden,
nennt man gleich. Es gibt 230 Raumgruppen
(Tab. 2, S. 1524). Im Gegensatz zu den Punkt-
gruppen kénnen in Raumgruppen auller Punkt-
symmetrieoperationen auch solche Symmetrie-
operationen auftreten, deren Raumbewegung
sich aus einer Translation und einer Raum-
bewegung zusammensetzen ldBt, die — wie eine
Punktsymmetrieoperation — einen bestimmten
Punkt des Raumes in sich selbst iiberfiihrt, wo-
bei weder die Translation noch die zweite Raum-
bewegung allein Symmetrieoperation der Raum-
gruppe ist. Derartige Symmetrieoperationen
sind Schraubungen, d. h. die Zusammensetzun-
gen einer Drehung mit einer Translation, und die
Glewtspiegelung, d.h. die Zusammensetzung
einer Spiegelung mit einer Translation. Die ent-
sprechenden Symmetrieelemente heiBen Schrau-
benachsen und Spiegelebene. Drehachsen,
Schraubenachsen und Drehinversionsachsen
(Drehspiegelachsen) werden unter dem Begriff
Symmetrieachsen, Spiegelebenen und Gleitspie-
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4 Blite mit folgender
Symmetrie: Vierzihlige
Drehachse und vier zu
dieser parallele Spiegel-
ebenen. Punktgruppe
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5 Darstellung der Symmetrieelemente mit Angabe des Hermann-Mauguin-Symbols (Erlduterungen in Tab. 1)

gelebenen unter dem Begriff Symmetrieebenen
zusammengefafit.

Nicht alle Symmetricoperationen sind mit
einer Translationsgruppe vertriglich. Insbe-
sondere konnen von den Symmetrieachsen nur
2-, 3-, 4- und 6zihlige zusammen mit einer
Translationsgruppe vorkommen, wenn die
Translationsgruppe nicht beliebig kleine Trans-
lationen enthilt. Symmetrieoperationen, die als
Elemente einer Raumgruppe auftreten kdnnen,
Symmetrieelemente und Punktgruppen, die
Untergruppen von Raumgruppen sind, nennt
man kristallographische Symmetrieoperationen
bzw. Symmetrieelemente oder Punktgruppen.

Die international gebriuchlichen Hermann-
Mauguinschen Symbole fiir kristallographische
Symmetrieelemente lassen sich Tab.1 und
Tab. 2 entnehmen. Die 230 Raum- und die 32
kristallographischen Punktgruppen sind in
Tab. 2 zusammengestellt, wobei an erster Stelle
des Raumgruppensymbols angegeben wird, ob
das Basisvektorentripel, das den fir das
Kristallsystem vorgeschriebenen Bedingungen
(Tab. 3, Spalte 3 und 4) entsprechend gewihlt
wurde, primitiv (P) ist oder in welcher Weise es
zentriert ist, d.h., welches Bravais-Gitter der
Raumgruppe zuzuordnen ist (— Elementarzelle,
Abb.). Auf welche Richtungen sich die 2., 3.,
4. Stelle im Raumgruppensymbol bzw. die 1.,
2., 3. Stelle des Punktgruppensymbols bezieht,
ist in der letzten Spalte von Tab. 3 angegeben.
Durch das Raum- bzw. Punktgruppensymbol
sind diese Gruppen eindeutig bestimmt. Eine
Erlauterung ist lediglich bei den Raumgruppen
1222,12,2,2,,123und 12, 3 erforderlich:
Alle diese Raumgruppen enthalten sowohl
2zihlige Dreh- als auch 2zdhlige Schrauben:

Tab. 1. Kristallographische Symmetrieoperationen

Bezeichnung der
Symmetrieoperation

Bezeichnung des entsprechenden
Symmetrieelements (Abb. 5)

achsen parallel zu den drei Basisvektoren. Nach
Ubereinkunft schneiden sichin1222und 123
die 2zihligen Drehachsen in einem Punkt, die
Schraubenachsen sind windschief zueinander,
in den Raumgruppen 12, 2, 2, und 12, 3 ist es
umgekehrt.

Die 17 Symmetriegruppen, die zweidimensio-
nale, zweifach-periodische Gebilde (z. B. Ober-
flichen) haben konnen, heiflen ebene Gruppen,
die 80 Symmetriegruppen, die bei dreidimen-
sionalen, zweifach-periodischen Objekten (z. B.
Schichten) auftreten konnen, werden ebene
Raumgruppen genannt.

Im Gegensatz zu den kristallographischen
Symmetrieoperationen bzw. Symmetrieelemen-
ten und Punktgruppen nennt man z. B. eine
Drehung um 30°, die entsprechende 12zihlige
Drehachse sowie die S. des regelmiBigen Tkosa-
eders (des durch 20 gleichseitige Dreiecke be-
grenzten Polyeders, das Szihlige Achsen hat)
nichtkristallographisch.

Nichtkristallographische, z. B. 5- oder 8zéh-
lige Achsen sind in Niherung bei manchen bio-
logischen Objekten (z. B. Bliiten, Seesterne) und
auch Molekiilen zu finden.

Obwohl die ldealstruktur der Kristalle aniso-
trop ist, d. h. physikalische Vorginge (z. B. die
Ausbreitung des Lichts), die von der Ideal-
struktur abhingen, in verschiedenen Richtun-
gen verschieden verlaufen, verhalten sich Rich-
tungen, die durch Symmetricoperationen ver-
kniipft sind, gleichartig. Da jede Richtung
durch Tianslationen sich selbst zugeordnet wird,
ordnet eine Symmetrieoperation, deren Raum-
bewegung sich aus einer Punktsymmetrieopera-
tion und einer Translation zusammensetzt, die-
selben Richtungen einander zu wie die betref-

Hermann- Art
Mauguin-
Symbol

._
N

ein-
fache
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zusammen-
gesetzte

2zahlige Drehung

3zihlige Drehung
4ziihlige Drehung
6ziahlige Drehung
Inversion (Spiegelung an
einem Punkt

Spiegelung an einer Ebene
3zihlige Drehinversion
(6zihlige Drehspiegelung)
4zihlige Drehinversion
(4zihlige Drehspiegelung)
6ziahlige Drehinversion

(3zihlige Drehspiegelung)
Translation

2zihlige Schraubung
3ziahlige Schraubung
4zahlige Schraubung
gzahlige Schraubung

Punktsymmetrieoperationen

Gleitspiegelung

2zidhlige Drehachse
3zihlige Drehachse
4zihlige Drehachse
6zahlige Drehachse

Inversionszentrum
(Symmetriezentrum)

Spiegelebene

3zihlige Drehinversionsachse
(6zihlige Drehspiegelachse)
4z3hlige Drehinversionsachse
(4zahlige Drehspiegelachse)
6zihlige Drehinversionsachse
(3zahlige Drehspiegelachse)

2ziahlige Schraubenachse 2;

3zihlige Schraubenachse 3, 3
4zahlige Schraubenachse
6zahlige Schraubenachse

Gleitspiegelebene
mit Gleitkomponente d/2

(@ -+ B2 oder (b
(¢ + d)/2 oder (a:
(@ + b)/4 oder (b
(¢ + @)}4 oder (&

SRS S
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65, 6,
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Tab. 2. Die 230 Raumgruppen und die ihnen zu,
geordneten Punkigruppen . . N .
PP fende Punktsymmetrieoperation; eine Schrau- auch auf ein orthohexagonales Achsensystem 1525
Raumgruppen benachse fiihrt demnach zu derselben S. der beziehen. Von manchen Autoren werden daher
TJQ . Punktgruppen Anisotropie wie eine gleichzahlige, ihr parallele hexagonale und trigonale Kristalle als zu einem Symmetrie
23 Hermann-Mauguinsche Symbole Seh Drehachse, eine Gleitspiegelebene zu derselben Kristallsystem gehorig angesehen. Kristallen,
g5 ﬂ;:eﬂosf:rll;e ﬁzfu"g‘if:' gfghoel}ll- wie eine ihr parallele Spiegelebene. Die S. rich-  die bezogen auf ein hexagonales Achsensystem
Symbole*) | sche Syms_c N tungsgbhﬁngiger Eigenschaften eines Kristalls ein primitives, bezogen aufein orthohexagonales
Symbole bole 148t sich demnach durch eine kristallographi- Achsensystem dementsprechend ein C-zentrier-
£ | P1 c sche Punktgruppe beschreiben, die man aus der  tes Punktgitter haben, werden daher auch all-
z |pt t ! G Raumgruppe erhilt, indem man Translationen — gemein demselben Bravais-Gitter zugeordnet,
- Ci T Ci und Translationskomponenten von Symmetrie- unabhingig davon, ob sie 6- oder nur 3zihlige
= P2 P2, 2 - operationen ignoriert. Die Raumgruppen lassen  Achsen haben. Rhomboedrische Kristalle, d. h.
% - C,(-® 2 C, sich entsprechend dieser Zuordnung zu Punkt- Kristalle mit rhomboedrischem Bravais-Gitter,
5 m Pe Cm Ce Cl1~0) m C gruppen in Klassen einteilen, die Kristallklassen  werden (hauptsichlich in dlterer Literatur) auch
E P2/m  P2;/m C2/m P2c PLlc <2 ° genannt werden. auf ein rhomboedrisches Vektorentripel bezo-
: ° Can(® | 2/m Com Jede Kristallklasse erhalt dasselbe Symbol wie  gen, das eine primitive Elementarzelle aufspannt
{’2222 P222, P2,2,2 P2,2,2, C222, c222 F222 D.(-9 die sie charakterisierende Punktgruppe. Diese und dessen Basisvektoren durch die 3zdhlige
= 2 1212121 2 222 Dy Zuordnung ist Tab. 3 zu entnehmen. Achse verkniipft sind.
2 | Pmm2  Pmc2 ] Die kristallographischen Punkt- und Raum- 2) Verallgemeinerte geometrische d
-2 1 Pcc2 Pma2 Pca2 P " grap u u ; allgemeine geom sche un
'E i%azz Pna2, Pnn2 Cmm?2 Cmci1 Cﬁg% };r;r:gi Cay120) mm2 Cov gruppen werden entsprechend den in Spalte 2 kristallographische S.n, die als Antisym-
% - 5 Amal Aba2 Fmm?2 Fdd2 Imm?2 Iba2 der Tab. 3 angegebenen Merkmalen zu Kristall- metrie oder Schwarzweiflsymmetrie bezeichnet
S systemen zusammengefaBt. Jeder Kristall, der werden, haben in letzter Zeit groBere Bedeutung
= Pmmm  Pnnn Pc i besti Kristall hort, 148 1
o cm Pban Pmma Pnna P ~ einem bestimmten Kristallsystem angehort, 1aBt  er angt.
5} P mna D2n(1-28) s . . g . . . .
chcz ]};g?nfz (Pé\:gxclm gbcm Pnam Pmmn Pben *h mmm Dan sich auf ein Tripel von Basisvektoren mit ganz Ordnet eine Raumbewegung jedem Punkt F
Ccca Fromm Fddd b ch':n"’l‘m ﬁf::‘ ICmma bestimmten FEigenschaften beziehen (Tab.3, eines Bereichs cinen Punkt 7 = f(#) desselben
mma Spalte 3); andererseits ist das so erhaltene Bereichs zu, so daB fiir eine Verteilung o(F) die
P4 P4, P4, P4, 14 14, c.0® " Tripel von Basisvektoren fiir das Kristallsystem Beziehung o(F) = —o(F) = —o(f(F) gilt, so
P 2 4 Ca meist charakteristisch. Eine Ausnahme bilden nennt man die Raumbewegung eine Antisym-
S, (-2 ry S, lediglich das trigonale und hexagonale Kristall-  metrieoperation oder Schwarzweifisymmetrie-
P4/m Pdy/m P4/n P4,/n 14/m I4,/a Can(*-®) a/m system; Kristalle, die diesen Kristallsystemen  operation. Gibt es fir einen bestimmten Korper
Pa22 Pa2.2 o422 Can angehoren, lassen sich auf ein hexagonales oder und die raumliche Verteilung einer Eigenschaft
5 ), 5 P4,2,2 P4,22 P —
g Pa;2,2 1422 14,22 o 2 42,2 P4s22 D0 422 D,
Tab. 3. Die 7 Kristallsysteme
g P4mm  P4bm P4,cm P4,nm P4
3 P4.b 14 2 2 cc P4nc P4,mc Cay-12) 4mm c . o .
“ 20¢ mm l4em 14;md I44cd v d Kristall-  Charakterisierung des Wahl der Basis- Bedingungen Bravais-  Richtungen, auf die sich die
PZ2m PA2 = — — — — system Kristallsystems vektoren d, b, ¢ fur Gitter 2. bis 4, Stelle im Raumgrup-
Pin 4 i¢ P42,m P42, Pam2 PFc2 P7b2 D1 | Z2m al, 161, ¢! (1. Stelle im pensymbol beziehen:
4n2 I 2 4 D
4m 1%c2 132m 132d wd Raum-  2.Stelle 3.Stelle 4. Stelle
P4/mmm P4/mcc P4/nbm P4/nnc P4/mbm P4/mni 1_2 gruppex};
Pd/ncc  Pdymme  Pdyjmem  Pdynbe  Pdyjnnm P 417‘;11; 53/7;3:; Da(-#) | 4/mmm | Dan symbol*)
P4,/nmc  Pd,y/ncm I4/mmm  14/mcm 14,/amd 14,/acd 2 — - - - -
triklin auBer Translationen reduzierte keine Bedingungen P nur 1_ .
P3 P3 und Symmetriezentren Flementarzelle oder I
: b3, R3 C,(1-%) 3 G, keine Symmetrieelemente . moglich
P3 RF monoklin  2zihlige Achsen parailel b in der ausgezeich- a =y =90° P, C b
= CaL1-2) 3 Cai oder Symmetrieebenen neten Richtung (bzw, & = = 90°) (P, B) @)
g P312 P32l - senkrecht zu einer aus- (seltener ¢, 1. Orien-
@ P312 P3,21 P3,12 P3,21 R32 D,-7) 32 D gezeichneten Richtung, tierung)
b P3ml P31 3 3 sonst (auBer Translationen
m P3cl P3lc R3m R3c Cap(1-8) Im C und Symmetriezentren)
— = — — — 30 keine Symmetrieelemente N .
‘P3 Im P3lc P3ml P3cl R3m R3¢ D3g(-® Tm D ortho- 2ziahlige Achsen parallel @, b, ¢ parallel zu x=8=y=9° PCFI i b ¢
3d rhombisch oder Symmetrieebenen Symmetrieachsen oder
P6 P6, P65 P6, P6, P6 C.(1-6) senkrecht zu 3 aufeinander senkrecht zu Symmetrie-
py 3 i 6 Ce senkrecht stehenden Rich- ebenen
! Pe Can(?) — tungen, sonst (auBer Trans-
3h 6 Can lationen und Symmetrie-
P6/m P6y/m (-2 zentren) keine Symmetrie=
Con ) 6/m Cen elemente .
3 Pe22 P6,22 P6:.22 . tetragonal 4zithlige Achsen parallel zu ¢ parallel zu 4zihligen o« = § =y = 90° P, I ¢ d a+ b
g 1 ® P6;22 P6,22 P5;22 Dgti-0) 622 D, nur einer Richtung Achsen, d kleinster |} = 1Bl
& Pémm Pé6ee P6zcm P6ymc . Translationsvektor | ¢ .
% — — — Cey(1-9) 6mm Cev trigonal*¥) 3zéhlige Achsen parallel ¢ parallel zu 3- bzw. a = f = 90° P, R i d a—b
= Pem2 Pgc2 P62m P62c FEYTE) = zu nur einer Richtung 6zahligen Achsen, [,r |: 112’|°
2 N 6m Dan da|l = b N
P6/mmm P6/mcc P6g/mecm  P6y/mme T hexa- 6zihlige Achsen parallel a kleinster Trans- P ¢ a ia—b
. Dep1-0 6/mmm Den gonal**)  zu nur einer Richtung lationsvektor 1 & . .
P23 F23 123 P2.3 12,3 3 kubisch 4- oder 2zihlige Achsen d, b, ¢ parallel zu P, F I d i+ b+cd+ b
b 1 T(1-6) 23 T paraliel zu 3 aufeinander den aufeinander
Pm3 Pn3 Fm3 Fd3 im3 P senkrecht stehenden Rich-  senkrecht stehenden
a3 Ia3 Tr<*-7 m3 Th tungen, auBerdem 3zahlige 2- oder 4zihligen
P432 P4, Achsen unter Winkeln von Achsen
= | 1432 2 F432 F432 1432 P4,32 P4,32 00-8) 432 o 54,7° zu den ersteren
2 Pi3 T — *) nach Hermann-Mauguin R
, £ 43m  F43m 143m P33n F43c 173d a6 — *¥) fiir trigonale Kristalle mit rhomboedrischer Zentrierung wird auch (hauptsachlich in der alteren Literatur) ein ,,rhomboedrisches'
~ Pm3 Ta 43m Ta Tripel von Basisvektoren dy, d,, d3 verwendet, das eine primitive Elementarzelle aufspannt, wobei diese 3 Vektoren durch 3zihlige
F?;Bén lPr:;xx; 1]4)[?;“ Pn3m Fm3m Fmi3c Fd3m Op1-10) 3 Achsen verkniipft sind, somit |dy| = |da} = |dsl und & =p =7 gilt. Fur trigonale und hexagonale Kristalle findet auch ein orthohexa-
d mim On gonales Achsentripel dy, by, ¢o Verwendung; dieses fiihrt zu einer C-flichenzentrierten Zelle mit & = B =y = 90° und |b| = }3- la).
*) Die Schoenfliefischen Symbol B Diese Tripel von Basisvektoren hangen mit dem hexagonalen a, b, ¢ wie folgt zusammen:
o ! schen Symbole werden in der Reihenfolge, in der die i 4, = i + b + ©)3; 4, = (—d — 2b + &)[3; 4. = (—d + b+ 2)3
numeriert. So hat z. B. die Raumgruppe mit de ‘hoenflieBse r die Hermann-Mauguinschen Symbole angegeben sind, durch- 4 = (}a + 5+ 03 dy = (—d - 2b+ &)3; 43 (-a+5+ %)
ppe mit dem SchoenflieBschen Symbol C3 das Hermann-Mauguinsche Symbol P2, . » cure Go = 4 bp =2 =5 b = ¢
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Symmetrieachse

o(F) eine Antisymmetrieoperation, die den Punkt
F dem Punkt 7’ zuordnet, so dall o(¥) = —g(F)
== —g(f(F)) gilt, und eine weitere, die jedem
Punkt 7 einen Punkt g(7) = 7 zuordnet, so daB
auch g(F) = —o(g(¥)) = —p(#") gilt, so sind die
Zuordnungen von ¥ zu g(f(#)) = g(#") und von
F zu S(g(#) = f(7") gewbhnliche Symmetrieope-
rationen, d.h, es gilt o) = o(flg(F)) =
Q(.f(F”)') = o(g(f(#))) = p(g(#')). Gibt es anderer-
seits eine Antisymmetrieoperation, die 7 dem
Punkt 7" zuordnet, und eine gewdhnliche Sym-
metrieoperation, die 7 dem Punkt 7"’ = h(F) zu-
ordnet, so ist die aus diesen zusammengesetzte
Zuordnung eine Antisymmetrieoperation:
O(F) = —olh(fIFN] = —plh(F)] = —plfh(F)] =
--o{f(#")]. Derartige Eigenschaften werden
vielfach durch die Farben schwarz und weif3
symbolisiert. Die aus einer Antisymmetrieopera-
tion als Erzeugende entstehende zyklische
Gruppe heit Antisymmetrieelement. Es enthilt
ebensoviele gewohnliche Symmetrieoperationen
wie Antisymmetricoperationen. Analog sind
Antipunktgruppen, Antikristallklassen und
Antiraumgruppen definiert. Es gibt 1651 Anti-
raumgruppen, die nach dem sowjetischen Kri-
stallographen Schubnikow-Gruppen genannt wer-
den.

Von Bedeutung sind die Antisymmetrien und
insbesondere die Schubnikow-Gruppen zur Be-
schreibung von Kristallstrukturen, in denen
Atome mit magnetischem Moment vorhanden
sind. Dabei ist zu beriicksichtigen, daB3 das ma-
gnetische Moment ein axialer Vektor ist, der
durch gewohnliche Spiegelung oder Gleitspiege-
lung an einer auf ihm senkrecht stehenden
Ebene oder gewhnliche Drehung oder Schrau-
bung um eine ihm parallele Gerade einem ihm
parallelen Vektor zugeordnet wird, wihrend eine
Spiegelung oder Gleitspiegelung an einer zu ihm
parallelen Ebene oder Drehung um eine zu ihm
senkrechte Gerade seinen Richtungssinn um-
kehrt. Die Antisymmetrieoperationen ergeben
den umgekehrten Richtungssinn wie die ent-
sprechenden gewghnlichen.

Eine weitere Verallgemeinerung des Sym-
metriebegriffs stellt die Farbsymmerrie dar, die
man z. B. zur Charakterisierung geordneter
Mischkristalle verwenden kann. Hierbei ordnet
man verschiedenen Atomsorten verschiedene
Farben zu und betrachtet neben den geometri-
schen Symmetrieoperationen, die jedem Atom
ein Atom gleicher Art zuordnen, auch Farb-
symmetrieoperationen, bei deren Anwendung
manche Arten von Atomen zyklisch vertauscht
werden.

3) Die S. der Naturgesetze spiegelt da-
gegen nicht nur optisch sichtbare Regel-
maBigkeiten wider. Diese S. der Materie duBert
sich darin, daB die Naturgesetze gegeniiber be-
stimmten Transformationsgruppen, den Sym-
metriegruppen, kovariant sind. So sind die Max-
wellschen Gleichungen der Elektrodynamik kb-
variant (forminvariant) gegeniiber den Koordi-
natentransformationen der inhomogenen Lo-
rentz-Gruppe; sie haben im urspriinglichen Ko-
ordinatensystem und in dem durch diese Trans-

formationen daraus hervorgehenden die gleiche
Form. Da die Lorentz-Transformatiocnen auch
die Translationen in Raum und Zeit sowie die
rdumlichen Drehungen enthalten, bedeutet das

auch, daf sich die Gesetze der Elektrodynamik
nicht dndern, wenn Beobachtungen in einem
anderen Raum-Zeit-Punkt gemacht werden oder
wenn sich der Beobachter in eine andere Rich-
tung dreht. Das gilt fiir alle Naturgesetze und
ist eine Folge der Homogenitit und Isotropie
von Raum und Zeit. Diese dufferen und rdum-
lichen S.n werden in der speziellen Relativitiits-
theorie untersucht.

Fir Elementarteilchen spielen innere S.n eine
wesentliche Rolle, die auf der » Invarianz der
Naturgesetze gegeniiber weiteren, nicht rium-
lichen Transformationen beruhen (- FErhal-
tungssitze). Die wichtigste ist die SU(3)-Sym-
metrie der starken Wechselwirkung (— unitire
Symmetrie). Sie fiihrte zur Voraussage des
Omega-minus-Hyperons und zu einer erfolg-
reichen Klassifizierung der Elementarteilchen.
Dariiber hinaus gestatten dynamische S.n auch
die Bestimmung der moglichen Zustinde von
Quantensystemen, d. h., sie enthalten implizit
deren Bewegungsgleichungen, die daher nicht
extra aufgestellt und geldst werden miissen.

Die S. der Naturgesetze hat zur Folge, daB die
Erzeugenden der zugehorigen Transformations-
gruppen in allen abgeschlossenen physikalischen
Systemen feste, in verschiedenen Systemen im
allgemeinen verschiedene Werte haben, die bei
der Bewegung des Systems konstant bleiben. Sie
sind die Invarianten, d. h. die unverinderlichen
Grofen der Bewegung, so ist z. B. die Energie
als Erzeugende der zeitlichen Translationen fiir
abgeschlossene Systeme konstant. Aligemein gilt
auch die Umkehrung dieses Sachverhalts: Je-
dem physikalischen Erhaltungssatz entspricht
eine S. der Natur. Die Invarianten machen im
Grunde die Individualitiit der einfachster physi-
kalischen Systeme aus; sie sind ihre cigentlichen
natiirlichen ,,Namen*. Daher werden die Ele-
mentarteilchen erst durch die Angabe ihrer
Werte, der Quantenzahlen, eindeutig bestimmt
und so einer Klassifizierung zuginglich. Eine
besondere Rolle spiclen hierbei die - Super-
symmetrien.

Die S.n der Materie spiegeln nicht wie die
Naturgesetze Korrelationen von Ereignissen
wider, sondern umfassen die Naturgesetze; sie
spiegeln Korrelationen der Naturgesetze, d. h.
Korrelationen von Ereignissen, wider und kon-
nen als iibergeordnetes Prinzip (-~ Symmetrie-
prinzip) das Auffinden von Naturgesetzen er-
leichtern.

Symmetrieachse, Sammelbegriff fiir folgende
Symmetrieelemente: Dreh-, Schrauben-, Inver-
sions- bzw. Drehspiegelachsen (—~ Symmetrie)
mit Ausnahme der einzihligen Achsen und der
zweizihligen Drehinversions- und Drehspiegel-
achsen.

symmetrieiiquivalent heiBlen solche Punkte,
Geraden, Ebenen, Flichen oder Teile eines
Kéorpers, die durch Symmetrieoperationen (—
Symmetrie) dieses Kérpers aufeinander abge-
bildet werden.

Symmetriebrechung, -+ unitire Symmetrie.
Symmetrieebene, Spiegelungsebene, ein mog-
liches Symmetrieelement eines geometrischen
Gebildes, auch eines Molekiils oder Kristalls.
Bei einer Spiegelung an der S. geht der betref-
fende Gegenstand in sich iiber. Weiteres - Sym-
metrie.

Symmetrieelemente, > Symmetrie.
Symmetriegruppe, Gruppe der Transforma-
tionen, die ein aus Punkten, Linien und Flichen
bestehendes Gebilde unter Erhaltung aller Ab-
stinde und Winkel in sich iiberfithren. Weiteres
- Symmetrie.

Symmetriemodelle, in der Elementarteilchen-
physik Modelle der Elementarteilchen und deren
Wechselwirkungen, die wesentlichen Gebrauch
von den Symmetrien der Elementarteilchen
machen und mehrere Teilchen als Mitglieder
eines gemeinsamen Multipletts aufzufassen ge-
statten, die einc Darstellung der entsprechen-
den Symmetriegruppe aufspannen. Die S. haben
wesentlich zur Klassifizierung der Elementar-
teilchen beigetragen. Die Mitglieder eines Multi-
pletts, die im Fall einer exakten Symmetrie alle
die gleiche Masse haben, werden oft auch als
verschiedene Zustinde ein und desselben Teil-
chens angesehen, wie es sich z. B. bei Proton p
und Neutron n, die als die beiden Isospinzu-
stinde des Nukleons N aufgefat werden, ein-
gebiirgert hat. Die wichtigsten S. hingen mit der
- unitiren Symmetrie der Hadronen (d. s. die
stark wechselwirkenden Teilchen) zusammen:
a) das auf Fermi zuriickgehende Symmetrie-
modell, wonach die Pionen als gebundene Zu-
stinde des Nukleon-Antinukleon-Systems auf-
gefaBt werden (z. B. &t 2 pi), und b) seine Er-
weiterung auf ,,fremde** Teilchen (- Strange-
ness), das Sakata-Modell, in dem sdmtliche
Baryonen und Mesonen als gebundene Zu-
stinde der Nukleonen und des /-Hyperons ver-
standen werden sollen (z. B. Kt 2 pA); dieses
Modeli fithrte anf Ergebnisse, die dem Experi-
ment nicht entsprachen, und wurde ¢) vom
“eightfold-way”’-Modell bzw. d) vom (unitiren)
- Quarkmodell abgeldst; die beiden letzten S.,
die auf der SU(3)-Symmetrie der starken Wech-
selwirkung und einer Symmetriebrechung durch
eine ,,mittelstarke” Wechselwirkung aufbauen,
wurden zu entsprechenden SU(6)-symmetri-
schen Modellen weiterentwickelt, die den Spin
der Teilchen beriicksichtigen.

Eine Beriicksichtigung der Dynamik erfor-
dert die Verkniipfung mit der Lorentz- bzw. der
Poincaré-Gruppe; in diesem Zusammenhang
wurden viele verschiedene S. vorgeschlagen, die
(im Gegensatz zu den unitiren Symmetrien)
simtlich auf nichtkompakte Liesche Gruppen
fithren. Am weitesten ausgearbeitet sind das
SL(6,C)- bzw. das O(4,2)-Modell, die von der
speziellen (S) linearen (L) komplexen (C) Gruppe
in 6 Dimensionen bzw. der orthogonalen (O)
Gruppe in 6 Dimensionen mit der Metrik
(+ + + 4 — —) arbeiten. Diese hoheren oder
dynamischen Symmatrien bzw. S.e haben jedoch
noch nicht zu dem erwarteten Erfolg gefiihrt, so
daB man annehmen muB, daB die richtige Ver-
kniipfung zwischen innerer Symmetrie, z. B.
SU3)-Gruppe, und duBlerer Symmetrie, d. h.
der Poincaré-Gruppe, noch nicht gefunden
wurde; die ansprechendsten Resultate liefert
das O(4,2)-Modell, das auf der dynamischen
0(3,1)-Symmetrie des Wasserstoffatoms auf-
baut (~ zufillige Entartung). Letztere riihrt da-
her, daB das Wasserstoffatom auBer der Rota-
tionsinvarianz, d.h. Symmetrie beziiglich der
dreidimensionalen orthogonalen Gruppe O(3),
noch einem ,,zufilligen* Erhaltungssatz fiir den
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Runge-Lenz-Vektor p x L — e2mflr = konst.
geniigt, wobei p der Impuls, L der Drehimpuls,
e die elektrische Ladung, m die Masse, r = |F]
und 7 der Ortsvektor des Elektrons ist. Die rela-
tivistische Verallgemeinerung von g X L wird
als Pauli-Lubanski-Vektor bezeichnet: W, =
¥ euvps PuMys; dabei ist £,,y, der total anti-
symmetrische Einheitstensor, P, bzw. My, sind
die Erzeugenden der raumzeitlichen Trans-
lationen bzw. der rdumlichen Drehungen und
der Lorentz-Drehungen (- Lorentz-Gruppe),
und iiber die doppelt auftretenden Indizes
U, v, 0,0 = 0,1, 2,3 ist zu summieren; W? =
W, WH ist eine Invariante der Poincaré-Gruppe
und hat einen (relativistischen) Erhaltungssatz
zur Folge, der in das O(4,2)-Modell wesentlich
eingeht.
Weitere S. der Elementarteilchen sind die

chiralen SU(2) x SU(2)- bzw. SU(3) x SU(3)-
Symmetrien, die von der Zerlegung der Hadro-
nenstréome in einen Vektor- und Axialvektor-
Anteil herriihren (-~ schwache Wechselwirkung)
und besonders im Zusammenhang mit der
Stromalgebra eine wesentliche Rolle spielen.
Symmetrien der Elementarteilchen, die sich im
Verhaiten der Elementarteilchen, insbesondere
bei Streu- und Zerfallsprozessen, durch gewisse
allgemeine RegeimiBigkeiten und Zusammen-
hdnge der Wirkungsquerschnitte und durch Aus-
wahlregeln fiir bestimmte Reaktionen duBern-
den Symmetrieeigenschaften der zugrunde
liegenden Wechselwirkungen. Die S. d. E. spie-
geln sich mathematisch als Kovarianz der Feld-
gleichungen oder der S-Matrix gegeniiber ent-
sprechenden Transformationsgruppen wider,
die zur Definition entsprechender Quantenzah-
len und zugehoriger Erhaitungssitze fithren (~
Noethersches Theorem), und gestatten eine
natiirliche Charakterisierung und Klassifikation
der Elementarteilchen (- Symmetrie). Die
S. d. E. werden getrennt in dufsere, d. h. raum-
zeitliche, und innere, d.h. vom Raum-Zeit-
Kontinuum unabhingige Symmetrien; erstere
hingen mit der inhomogenen Lorentz-Gruppe,
letztere mit bestimmten Eichgruppen und be-
stimmten unitiren Gruppen (= unitdre Sym-
metrie) zusammen. Die kontinuierlichen, d. h.
durch stetige Transformationen reprisentierien
suBeren S. d. E. sind notwendige Symmetrien,
sie filhren zur Erhaltung von Energie, Impuls,
Drehimpuls und Schwerpunktbewegung (als
Folge der Invarianz gegeniiber zeitlichen bzw.
riumlichen Translationen, riumlichen Drehun-
gen bzw. speziellen Lorentz-Transformationen);
die diskreten duBeren Symmetrien, die mit der
Paritit bzw. Zeitumkehr (als Folge der Inva-
rianz gegeniiber der raumiichen Spiegelung am
Koordinatenursprung bzw. der Umkehr der
Zeitkoordinate) zusammenhédngen, miissen
nicht bei allen Wechselwirkungen auftreten. Die
inneren S. d. E. werden ebenfalls durch Symme-
trietransformationen, jedoch in abstrakten, ma-
thematischen Koordinatenriumen reprisen-
tiert; die Invarianz gegeniiber Eichtransforma-
tionen fithrt zur Erhaltung der verschiedenen
Ladungen, und zwar der elektrischen, baryoni-
schen und leptonischen Ladung, wiihrend die
Invarianz gegeniiber der SU(3)-Gruppe zur Er-
haltung von Hyperladung, Isospin und weiteren
Quantenzahlen fiithrt und die Isospininvarianz

Symmetrien der
Elementarteiichen




