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TEIL 1. GESCHLOSSENE GEODKTISCHE AUF MANNIGFALTIGKEITEN

MIT UNENDLICHER FUNDAMENTALGRUPPE

In dieser Arbeit diskutieren wir Abschatzungen fir das
asymptotische Verhalten der Funktion N, die die geometrisch
verschiedenen geschlossenen Geoditischen auf einer gegebenen
kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit V nach ihrer Linge
z&hlt. Unser prinzipielles Hilfsmittel ist die Morse-Theorie
auf dem freien Schleifenraum A = A(V).

In jeder freien Homotopieklasse von geschlossenen Kurven
gibt es kiirzeste Kurven, und diese sind bis auf ihre Parame-
trisierung geschlossene Geodatische. Hieraus folgt aber nicht,
daB man N durch das Wachstum der Fundamentalgruppe T von
V abschatzen kann. Freie Homotopieklassen entsprechen namlich
nicht den Elementen aus T, sondern deren Konjugationsklassen.
Man kann also beispielsweise nicht folgern, dal N exponen-
tiell wachst falls T exponentiell wachst. 0Oie freie Homo-
topieklasse einer Schleife ist aber andererseits in der Homo-
logieklasse der Schleife enthalten. Damit folgt eine Abschat-

zung fiir N mit der ersten Bettischen Zahl b, = bl(V):

1

Mo inf N(t)/t5 > 0 falls b, = k> 2
t + »

Dies folgt, weil die "primen® Elemente in Zk polynomial vom
Grade k wachsen (vergleiche Lemma (1.1) im ersten Abschnitt).

In [G1] erhielt M. Gromov mehrere Abschitzungen fir I;
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Falls V homéomorph ist zu Slxvo, wobei V0 eine einfach

zusammenhdngende Mannigfaltigkeit ist, so gilt

Tim inf N(t)/In(t) > O

t » o

Falls dariiberhinaus vo eine Liegruppe ist, so folgt

lim sup N(t)/t2 >0

t + o

Unser erster Satz ist eine Verallgemeinerung dieser Resultate.

.Satz 1. Sei V homdomorph zu Slxvo.'wobei Vo eine einfach

zZusammenhdngende Mannigfaltigkeit ist. Dann gilt

1im inf N(t)In(t)/t® > 0 und 1im sup N(t)/tZ > 0

t » = t + =

Fir eine Untergruppe Z der Fundamentalgruppe I von V
sei Nz(t) die Anzahl der geometrisch verschiedenen geschlos-
senen Geoddtischen ¢ auf V mit Linge L(c) < t, so daB die
freie Homotopieklasse von ¢ einem Element aus Z-{e} ent-

spricht. Als weiteres Resultat erhdlt M. Gromov in [G1]

Tim inf ¥%(t)/t > 0

t » =
falls T nilpotent und nicht Abelsch ist und falls Z c [r,T]
unendlich zyklisch ist. Wir erhalten eine schwdchere Abschat-

zung in einem allgemeineren Fall.

Satz 2. Die Fundamentalgruppe I' von V sei fast nilpotent
und nicht unendlich zyklisch. Falls Z eine unendlich zyk-

lische Untergruppe von T ist, so gilt

lim inf NE(t)In(t)/t > O

t + @
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V. Bangert und N. Hingston bewiesen kiirzlich [BH], daB
diese Abschitzung auch im Falle T = 2 gilt. Die Vorausset-
zung in Satz 2, daB T nicht unendlich zyklisch ist, ist
'laiso berfliissig wenn man ihr Resultat mitbeniitzt.
| Eine andere interessante Ergdnzung 2u Satz 2 ist das fol-
bgende Resultat aus [BTZ]: Falls Z # {e} eine endliche zyk-

lische Untergruppe von T dist, so gilt

Tim inf NZ(t)In(t)/t > O

t + o
falls die Metrik auf V eine generische Bedingung erfillt
(vergleiche (2.9) im zweiten Abschnitt).

Im ersten Abschnitt beweisen wir Satz 1. Ein wichtiges
Hilfsmittel ist der Satz von Sullivan [Su], daB es in A(V )
eine arithmetische Folge nicht verschwindender rationaler
Homologieklassen gibt.

Im zweiten Abschnitt erhalten wir eine allgemeine
Abschatzung . Die Resultate verallgemeinern teilweise
die Resultate von V.Bangert-N.Hingston [BH] und M.Tanaka [T],
sind jedoch unabhdangig entstanden.

Im dritten Abschnitt beweisen wir Satz 2 und diskutieren
einige weitere Abschdatzungen.

Es ist offensichtlich, daB wir Ergebnisse uUber die Ver-
teilung der Primzahlen beniitzen. Als generelle Referenz
hierfir ist jedes Buch iiber die elementare analytische Zahlen-
theorie geeignet, etwa [A]. Ohne Referenz beniitzen wir
elementare Ergebnisse aus der Theorie der geschlessenen Geo-
ditischen. Man findet diese ohne weiteres in den ersten

Kapiteln von [K].



Wir méchten uns bei E. Calabi, M. Gromov, St. Halperin
und W. Ziller fiir anregende und hilfreiche Diskussionen
bedanken. Eine Bemerkung N.Hingstons bewahrte uns vor einer

unrichtigen Annahme in Satz (1.4). Dafir sind wir ihr zu

Dank verpflichtet.
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Abschnitt 1. Der Beweis des ersten Satzes

Fir eine Teflmenge G < M(V) = A(V)/0(2), die aus geschlos-

senen Geoddtischen besteht, setzen wir
ME(t) = |{c € 6] L(c) < t}]

Mit NG(t) bezeichnen wir die Anzahl der geometrisch verschie- -
denen ¢ aus G mit L(c) < t. Es ist im allgemeinen nicht
richtig, daB NG die primen geschlossenen Geodadtischen aus G
z&hlt. Dieses gilt jedoch unter der zusdatzlichen Bedingung,
daB .G mit ¢ auch die ¢ unterliegende prime geschlossene

Geoditische enthilt. Wir nennen G vollstandig, falls G

diese Eigenschaft besitzt.

Auf den folgenden Hilfssatz machte uns M, Gromov in einem

Brief aufmerksam.

1.1 Lemma. G sei vollstidndig. Sei a > 1 wund
b = 1im sup NO(t)/t®. Dann gilt

t » »

Tim sup ME(t)/t® < c(a)b

t + =

Sei auperdem a = 1im inf NO(t)/t®. Dann gilt fir alle ¢ > 0

t -+ »
A= Tim inf HO(t)/t® < c(ase)a + eb
t +> o«

Insbesondere folgt also a > 0 falls A >0 wund b < o,

 Beweis. MWie wir schon oben bemerkten ist NG(t) gleich der
Anzahl der primen geschlossenen Geodatischen in G der Lange

< t. Es folgt
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M (t) (N6(t) = N8(ts2)) + 2(NC(ts2) — NO(t/3)) + ...

Ia

(-]
= ¢ NS(t/i)
i=1
Die Summe auf der rechten Seite enthdlt natiirlich nur endlich
viele nicht triviale Summanden, denn es gibt auf V keine
beliebig kurzen geschlossenen Geodatischen.

Wir konnen ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit b < =

annehmen. Fiir jedes &6 > 0 gibt es dann ein T = T(8), so daB
G a s
N“(t) < (bes)t™ fiir alle t > T

Also folgt fiir alle > T

t
Me(t) < (b+6)‘21(t/i)°-+ ST
1=

= (b+8)t® £ 1/i® + const.t
i=1

Weil a > 1 1ist folgt die erste Ungleichung des Lemmas mit
-

der Konstanten c(a) = T 1/i%.
i=1

Zum Beweis der zweiten Ungleichung wdahle B und I < J,
so daB
Né(t) < Bt® fir alle t > O

(-] N - -}
£1/i%<e und I 1/7i% < s
i=] j=J
Da N monoton wachsend ist, erhalten wir fir alle t > JT

MBre) < NO(t) + NO(t/2) + ... + N8(t/1) 4-.£ING(t/i)
J 1=

< S(t) + £ A8(t/i) + = N8(tsi)
il j=d
< INS(t) + ebt® + 6Bt
Weil & > 0 beliebig klein gewdhlt werden kann, folgt die

zweite Ungleichung des Lemmas mit c(a, €) = I. QED



Fir eine Untergruppe Z der Fundamentalgruppe T von
V sei GZ die Menge der c € NI(V), so daB ¢ eine geschlos-
sene Geoddtische ist und auBerdem frei homotop ist zu einem

GZ GZ

Element aus Z-{e}. Statt M und N verwenden wir ein-
Y4

fachheitshalber die Symbole M% und NZ.

In unseren Resultaten spielen die beiden folgenden
Bedingungen an Z eine wichtige Rolle.
Bedingung (#). Sei y € Z-{e} und Y din T konjugiert zu
q

Y fir p, 9 > 0. Dann ist p = q.

Bedinqung (+). Sei vy € ' und Yp € 7i-{e}. Dann ist vy e Z.

Bemerkungen. (a) Falls Z die Bedingung (+) erfillt, dann

ist GZ vollstdndig. In diesem Falle gelten also die Unglei-

chungen des obigen Lemmas fir die Funktionen MZ Z.

und N
(b) Falls 2 die Bedingung (#) erfiillt, dann ist Z
torsionslos. Falls Z wunendlich zyklisch ist und y e Z-{el,
dann gilt (») fir Z genau wenn Yp nicht konjugiert ist zu

Y& fir lpl # lql. (Aus ayps'l = v9 folgt

2 2
62yP 672 = s(6yPsT)Pe7t & 48

2 .
also p = qz.) Dies gilt beispielsweise, wenn die 2u vy

gehdrende Homologieklasse in HI(V) unendliche Ordnung hat.

(c) Falls T die Fundamentalgruppe einer kompakten Man-
nigfaltigkeit mit nicht positiver Kriimmung ist, so gilt (%) fir
alle Untergruppen von T. Es kann aber sein, daB y e I'-{e}

konjugiert ist zu y! (Kleinsche Flasche).

1.2 Lemma. Sei Z wunendlich zyklisch. Dann folgt (%) aus (+).



Beweis. Sei Yy € Z wund yp in T konjugiert zu yq. also
67p6°1 = y3 fiir ein geeignetes 6 & T, und p, g > 0. Wir
konnen annehmen, daB Yy ein Erzeugendes von Z ist. Dann

1

ist 8y8 ‘€ I-{e} weil

(6y6™1)P = syPs!

= y9 e z-{e}
Da Z wunendlich zyklisch ist folgt, daB p ein Teiler von
q ist. Weil die Rollen von p und q vertauschbar sind, ist

auch q ein Teiler von p. Also ist p =q. QED

Wir kommen nun zum Beweis einer verallgemeinerten Fassung
des ersten Satzes aus der Einleitung. an sagt, daB V die

riannigfaltigkeit Vo dominiert, falls es Abbildungen

f: Vo + V und fo: vV » Vo

gibt, so daB foof homotop ist zur identischen Abbildung auf

V. siehe [Sp], Seite 421. Es ist klar, daB Vv, von V

dominiert wird, falls V homdomorph zu einem Produkt Voxv1

ist. Damit folgt der erste Satz der Einleitung aus

1.3 Satz, V dominiere eine kompakte, einfach zusammenhangende

Mannigfaltigkeit Vo. Sei Zc T unendlich zyklisch. Dann gilt:

(i) Falls Z die Bedingung (») erfiillt, so ist

Vim inf NE(t)In(t)/t2 > 0

t + @

(i1) Falls Z die Bedingung (+) erfiillt, so ist

Tim sup NE(t)/t2 > 0

t + o«



Beweis. HNach einem Satz von D. Sullivan gibt es eine Folge
rationaler Homologieklassen hk’ k € i, im Raum nx(vo) der
Schleifen von Vo in einem fest gewahlten Punkt x e vo,

so daB

dim(hk) = ak + b mit a > C
und j‘(hk) # 0

wobei j: @ (V,) + A(V ) die Inklusion bezeichnet, siehe TSuj
oder (4.3.1) in [K]. Durch Obergang zu einer Teilfolge kdnnen
wir annehmen

a > 2dim(Vv)
M. éromov bewies, daB es eine Konstante C gibt, so daB jede
Homologieklasse h in Qx(vo) einen reprdsentierenden Zykel
2 besitzt mit

sup {L(d)| 4 € |z|} < Cdim(h)

siehe den Beweis von (1.4) in [G2] oder (7.3) in [GLP].

Sei nun ¢ eine Schleife auf V mit f(x) = c(0), so
daB ¢ ein Erzeugendes von Z reprdasentiert. Bezeichne nit
A(ci) alle geschlossenen Kurven auf V, die frei homotop zu

c' sind. Dann ist

hi, = cle(feh)

ik
eine nicht verschwindende Homologieklasse in A(c‘), denn

fO-h1k ist homolog zu j.(hk), weil fo-f homotop ist zur
identischen Abbildung auf Vo. Aus dem oben gesagten folgt,

daB wir die Metrik auf V so renormalisieren kdnnen, daB

ki = inf  sup {L(d)] d € fz]} < i + k
zZ € hik
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Es folgt, daB es eine geschlossene Geod¥tische Cik € A(ci)
gibt mit

L(cyp) = kj, £ 1+ k  und
ind(cik) < dim(hik) = ak + b < ind(cik) + 2dim(V)

vergleiche [Mi], Seite 121. Die letzte Ungleichung gilt, weil
die Nullitdt einer geschlossenen Geoddtischen immer kleiner als
2dim(V) ist. (Die Nullitdt ist gegeben durch die Anzahl der
linear unabhingigen periodischen Jacobifelder entlang der
geschlossenen Geoddtischen.) Weil a >’2d1m(V) ist, und weil

Z die Bedingung (%) erfiillt folgt, daB ik und ¢ geome-

im
trisch verschieden sind fiir k # m. Damit folgt (ii) aus (1.1)
und ().

Bezeichne mit n(t) die Anzahl der geometrisch verschie-
denen geschlossenen Geoddtischen d der Linge < t, so daB
d' frei nomotop ist zu c' fur ein i = i(d) > 0. Sei »p
eine Primzahl. Wir behaupten, daB es zumindest p — n(2)
geometrisch verschiedene geschlossene Geodédtische d der
Lange < 2p wund frei homotop zu cP gibt, so daB keine der
Iterierten der d unterliégenden primen geschlossenen Geoda-
tischen do frei homotop ist zu ¢9 fir eine Primzahl q # p:

Falls k < p, so ist L(cpk) < 2p. Sei <o die zu cpk

gehdrende prime geschlossene Geoddtische, also ¢ = C i

pk o’
J >0. Falls p ein Teiler von j ist, ps = j, so ist

(cos)p frei homotop zu cP. Andererseits gilt
L(c,®) = Licy,)/p < 2

Also kann fiir hdchstens n(2) der ok die Primzahl p ein
Teiler von § = j(cpk) sein,
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Falls aber p kein Teiler von j ist, so ist keine

Iterierte com von ¢, frei homotop zu ¢% fiir eine Prim-

zahl q # p. Sonst wdre ndmlich cqj frei homotop zu ¢ im

)
und COJm frei homotop zu cPm, Wegen der Bedingung (#)
wiirde folgen p|qj; das wdre ein Widerspruch weil p nicht

J teilt und p # q.

Fir die Funktion NZ folgt
Nz(t) > T (p —n(2)) , p Primzahl
2 <p<t/2

Die Funktion auf der rechten Seite ist asymptotisch zu
t2/41n(t) weil wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit

n(2) < » annehmen kdonnen. QED

Bemerkung. Aus dem Beweis folgt 1lim inf Mz(t)/t2 > 0.
t +
Mit einer dhnlichen Methode erhdlt man den folgenden

Satz.

1.4 Satz. Es gebe eine Abbildung f: 52m+1 +V, m> 0, so daB
£, [s?™*!] rational nicht nullhomolog ist. Falls Zcr un-
endlich zyklisch ist, so gelten die Behauptungen (i) und (ii)

des vorherigen Satzes.

Beweis. Wir beschreiben zundchst die rationale Homologie von

a, (s2™1). Es giit

2mel Q ¥ = 2mk, k > 0
H (2, (s5™0)) = {
0 sonst

Wenn man ein Erzeugendes h1 in HZm(Qx(Szm*l)) gewahlt hat
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und w die zu h1 duale Kohomologieklasse ist, dann kann man
(rational!) Erzeugende hk’e Hzmk(ax(szﬂ*l)), k > 2, finden,
so daB

o¥(h,) = 1 fiir alle k > 0
Ein kanonisches Erzeugendes h1 erhdlt man wie folgt: man
wahlt einen Homdomorphismus

H: I2m+l/a(12m+l) - SZm 1

und assoziert zu H einen sphiarischen Zykel z durch die
Abbildung

N IZm/a(IZm) - nx(52m+l)
die definiert ist durch ﬁ(y)(t):= H(y, t). Der Zykel 2z
reprasentiert dann ein Erzeugendes hl.
Wie im Beweis des vorigen Satzes erkldren wir nun Homolo-

gieklassen hik € A(ci) durch
i

hig = © t(f-hk)

Dann ist hik = Fiv(hk)‘ wobei

gegeben ist durch Fi(d) = cii(fod).
Wir wollen nun zeigen, daB die hik nicht nullhomolog
sind. Zundchst zeigen wir dies fiir die hil’ Zu diesem Zweck

erkldren wir eine ‘1ineare Abbildung
i
e,: Hy(A(c')) » H‘+1(V)
Auf Kettenniveau ist die 2, erzeugende Abbildung e gegeben
durch die Auswertung a: A(cl)xSl + V, und zwar
e: (o: &% + A(c')) + (¥: a*xs! 4 v)

wobei & = as(oxid). Hiebei ist A* der Standardsimplex und
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A’xs1 geeignet simplizial unterteilt. Es ist klar, daB
2m+1
ey(hyy) = F,[s5™7] # 0

Also gilt hil #0 fir alle i.

Wahle nun eine Kohomologieklasse w; in Hzm(A(ci)) mit
wi(hgy) = 1. Dann gilt Fi’(wi) = w, denn
A =
Fi (mi)(hl) = wi(Fil(hl)) =1

Also folgt
k k ¥ k
Wit (hyp) = wgn(Fy () = Fitfwg ) (hy) = 1
Der Satz folgt nun wie oben. QED
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Abschnitt 2. Eine allgemeine Abschidtzung

Fiir eine geschlossene Kurve ¢ 1in V sei A(c) die
freie Homotopieklasse von ¢. Statt d € A(c) schreiben wir
auch d ~ c.

Die Abbildung p: A(c) » V, p(d) = d(0), ist eine Fase-
rung. Die Faser Q(c) iber x = c(0) besteht aus allen
d ¢ A, so daB d(0) = x und so daB die Homotopieklassen von
¢ und d konjugiert sind in T = nl(v, x). Die Wegzusammen-
hangskomponente von ¢ in f(c) ist die Homotopieklasse [c]
von ¢ in T.

Sei I = [0, 1]. Zu einer stetigen Abbildung
£ (1%,01%) » (v, x), Kk > 2

assoziferen wir die Abbildung

£ (1%L, etk 4 qage), o

die gegeben ist durch die Formel

c(2t) fir 0<t<1/2
f (y)(t) = {

f(y, 2t-1) fir 1/2 <t <1
Weil d + cxd eine Homotopiedquivalenz der Homotopieklasse

der Punktkurve x mit [c] definiert folgt, daB

nk(v. x) =+ nk_l(ﬂ(c), c), f =+ fc

ein Isomorphismus ist fir k > 2.
Fir die Faserung p: A(c) = V haben wir die exakte
Sequenz
.o nk+1(V. Xx) =+ wk(n(c). c) ?;nk(A(c), c) a‘uk(v, X) +...
wobei 1: (Q(c), ¢) » (A(c), c¢) die Inklusion ist. Mit

Ac: nk(V. X) =+ wk(V. x), k>0
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sei der durch ¢ induzierte Automorphismus bezeichnet, siehe
[Hu], Seite 130. AuBerdem bezeichnen wir die Homotopieklasse
einer Abbildung h mit [h]. Das folgende Lemma folgt

sofort aus der Definition von Ac‘

2.1 Lemma. (1) Sei [f] € T (V, x) mit k > 2. Dann gilt
[f] € im(A_ — id) 4= [f] € ker(i,)
[f] € ker(A  — id) &= [f] € im(p,)

(ii) [fler ist in im(p,) genau dann wenn [f] im

Zentralisator von [c] in T enthalten ist.

Auf A operiert die Gruppe S1 durch Reparametrisierung.
Den Orbit von ¢ wunter dieser Operation bezeichnen wir mit

Slc. Falls ¢ keine Punktkurve ist, dann ist Slc homgomorph

Zu Sl. Die Abbildung S1 > Slc, s + sc, ist eine m-fache

Oberlagerung, wobei m die Multiplizitdt von ¢ ist.

2.2 Lemma. Die Homotopieklasse [c] habe unendliche Ordnung
in T. AuBerdem sei zumindest eine der beiden folgenden
Bedingungen erfiillt:

(i) Ac — id ist kein Isomorphismus fir ein k > 2

(ii) der Zentralisator von [c] in T st eine echte
Obermenge der von [co] erzeugten unendlich zyklischen Gruppe,
wobei <, die ¢ unterliegende prime Schleife ist.

Dann gibt es eine Konstante «k und Abbildungen

Foo (17, a1™) » (A(c"), ¢"), n>0 (mist fest)

so daB Fn nicht in Sl-cn hinein deformiert werden kann und

sup L-Fn < nL(c) + «x
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Bemerkung. Es ist auch leicht zu sehen, daB die Inklusion
Slc + A(c) genau dann eine Homotopiedquivalenz ist, wenn (i)

und (i11) beide nicht gelten.

Beweis. Weil A = A" und
n . \ n-1
A" —id = (Ac - id)(id + Ac + ... + Ac )

erhalten wir
ker(Ac - id) <« ker(A n = id)
c

im(A_ - id) > 1m(Acn - id)

Wir diskutieren zundchst den Fall, daB AC - id nicht surjek-

tiv ist fur ein k > 2. Dann gibt es also eine Abbildung
£: (1%, a1%y - (v, x)

so daB [f) & im(A a — Vd) st fir alle n > 0. Man kann f
c c

= Fn nicht in Slcn hinein deformieren, denn sonst wére Fn
entweder nullhomotop, was (2.1) widerspricht, oder p.-Fn wire
ein nicht verschwindendes Element in der von [Co] erzeugten

unendlich zyklischen Gruppe, was = 0 widerspricht. Ohne

p’.i‘
Beschrinkung der Allgemeinheit kdnnen wir voraussetzen, dap f

differenzierbar ist. Aus der Definition von f n ergibt sich

c
dann, daB man

k= sup g L(t =+ f(y, t))
yel

wihlen kann. Damit ist die Behauptung im ersten Fall bewiesen.
Falls es ein [f] £ 0 in ker(A, - 1d) gibt, dann liegt

[f] nach (2.1) in "im(p,). Es gibt also eine Homotopieklasse

[Fi] in Afc) mit p ([F]) = [f]. Weil [f] 40 wund k >2
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kann man Fl nicht in Slc hinein deformieren. Ffalls es

ein [f] im Zentralisator von [c] gibt, daB nicht in der
von [co] erzeugten Untergruppe von T liegt, dann ist auch
[(f] = p,([F)) und F; 148t sich nicht in Slc hinein
deformieren. In beiden Fillen fogt genauso, dad man beliebige

Lifte von [f] in A(cn) nicht in Slcn hinein deformieren

n
1

Aber FI" erfillt nicht unbedingt die geforderte Ungleichung

kann. Eine mdgliche Wahl fiir einen solchen Lift ist F

fir die Langen. Stattdessen kann man aber die im Beweis von
Theorem 1 in [BK] beniitzte Methode beniitzen, um aus Fl

geejgnete Abbildungen Fn Zu konstruieren. QED

Weil die geschlossenen Geodatischen die kritischen Punkte

des Langenfunktionals sind, haben wir

2.3 Lemma. Sei ¢ nicht nullhomotop und kiirzeste geschlossene
Geoddtische in A(c). Falls [F] eine Homotopieklasse in

A(c) 1ist, die nicht in Slc hinein deformiert werder kanrn,
und falls es nur endlich viele geschlossene Geodatische ir

A(c) der Lange L(c) gibt, dann enthalt A(c) eine ceschlos-

sene Geodatische d mit

L(c) < L(d) < sup L-F

Wir beweisen nun einige Abschatzungen fur Nz, wobei
grundsdtzlich vorausgesetzt wird, daB Z eine unendlich zyk-
lische Untergruppe von I mit der Eigenschaft (w) (vergleiche
Abschnitt 1) ist. Die Schleife ¢ reprasentiere ein Erzeu-

gendes von Z. Dann liest sich (») wie folgt:
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(«) ci'\:cj. i, J>0 = i = j

Fiir jedes n > 0 sei a, eine kiirzeste geschlossene
Geoditische unter all den Kurven d, so daB d" ~ ¢"™ fir
ein m = m(d) > 0. b sei eine kiirzeste geschlossene Geo-
ditische in A(c"). Setze

a, = L(an) und B, = L(bn)

Dann ist 0 <a < B,, a <na; und B < ng, fir alle

n>0.

(2.4) Falls a, < B, fiir alle n > 0, dann ist

lim inf NE(t)In(t)/t > l/e; > /8

t »+ =

Beweis. Nach Definition von a4 gibt es ein n > 0 mit

By < nay. Wihle nun ein m > 0 mit anm n c™. Wegen
a, < B, folgt dann
an < ma, < mBn < mna,

Dann folgt (2.4) also aus (2.5). QED

(2.5) Falls B, < Nay fir ein n > 0, dann ist

1im inf NE(t)In(t)/t 2 1/a; > 1/8,

t + =

Beweis. Wihle eine differenziebare Schleife d ~ ¢, so daB
d(0) = bn(O) und so daB

bns»dr n cSNHr fir alle s und r

Dann gilt also
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By < SB, + nL(d)
falls

sn < m < (s+l)n

Wihle o > 0, so daB

nL(d) < so(nal-Bn)
Fiir m > SoN erhalten wir dann

Bm < an-k s(nal-Bn) = sha; < may

Sei dann p > Son eine Primzahl und sei b _ = d‘, wobei

P
d die bp unterliegende prime geschlossene Geodatische ist
(also i > 0). Falls p ein Teiler von i wédre, kp = i,

dann wire (dk)p ~ c? und
k
L(d%) = L(b,)/p < o

Dies widerspricht aber der Definition von G- Also ist p
kein Teiler von i. Dann ist aber keine Iterierte dd  von
d frei homotop zu c%, wenn q eine Primzahl # p ist.

Denn sonst ware

also p ein Teiler von i wegen (&%). Daher sind bp und
bq geometrisch verschieden falls p und q verschiedene
Primzahlen > Son sind. Die Behauptung folgt nun aus dem

Primzahlsatz wegen L(bp) < pay. QED

(2.6) Falls e, = B, fir ein n > 0 und falls zumindest
eine der beiden Bedingungen (i) oder (ii) von (2.2)

erfillt ist fir [b ], so gilt

lim inf Ni(t)In(t)/t > 1/a. = 1/8
t » @ - n n
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Beweis. Wir kdnnen annehmen, daB Nz(t) endlich ist fir
alle t. Dann gibt es ein € > 0, so daB keine geschlossene
Geodatische d existiert mit d" ~ ¢™ fir ein m > 0 und
so daB

ay < L(d) < ay + €

sonst gibe es eine Folge dk solcher Geodatischer mit L(dk)
+ay. Weil V kompakt ist, kdonnten wir durch Obergang zu
einer Teilfolge erreichen, daB alle dk so nahe aneinander-
liegen, daB sie frei homotop wdren. Dann gibe es aber ein
festes m mit dk"l ~ ¢™ fir alle k, und daher wire Nz(t)
nicht endlich fiir alle t > ma, .

weil N"Z < nl

<N flir die Untergruppe nZ vom Index n
in 7 ist, konnen wir ohne Beschrdnkung

der Allgemeinheit n =1 wund b1 = ¢ annehmen.

Wegen (2.5) kdnnen wir annehmen, daB ¢c™ eine kiirzeste
geschlossene Geoddtische in A(cm) ist fir alle m > 0.
Nach (2.2) und (2.3) gibt es dann fiir alle m > 0 eine

geschlossene Geodatische n in A(cm) mit
L(c™) < L{cy) < L(c™) + «

wobei «x eine von m wunabhdngige Konstante ist.

Wahle m, mit mye > K. Sei p eine Primzahl > m

und sei o ™ di, wobei d die Cn unterliegende prime

geschlossene Geoddtische ist. Falls p ein Teiler von i

0

wire, kp = 1, dann wire (d*)P ~ ¢ und
L(d¥) < (L(cP)x)/p <oy + ¢

was der Wahl von ¢ widerspricht. Also ist p kein Teiler
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von 1. Wie im Beweis von (2.5) folgt, daB cp und cq
geometrisch verschieden sind fiir verschiedene Primzahlen

p, q > mo. QED

(2.7) Falls a_= Bn fir ein n > 0 und falls es eine

n
geschlossene Geodatische <h in A(c") gibt mit L(cn)
= L(bn). welche nicht in Slbn enthalten ist, so gilt
lim inf NE(t)In(t)/t > 1/a = 1/8
t + »

Beweis. MWie im Beweis von (2.6) kdnnen wir annehmen, daB

n =1 istund daB b_ = <M

ist fir alle m > 0. Insbeson-
dere ist dann auch clm eine Kiirzeste in A(cm) fir alle
m > 0. AuBerdem konnen wir natiirlich annehmen, daB Nz(t)
endlich ist fir alle t¢t.

Wdhle nun einen Weg F von ¢ zu Cye Die im Beweis
von Theorem 1 in [BK] beniitzte Methode ergibt dann einen Weg

Fm von c" Zu clm, so daB

sup L-Fm < mL(c) + «x

fir eine von m unabhdngige Konstante «. Damit erhalten

wir dann eine geschlossene Geoddtische d_ in A(cm) mit

L(c™) < L(d;) < L(c") + «

Die Behauptung folgt nun wie im Beweis von (2.6). QED

Die letzten Abschdtzungen kann man anwenden, wenn der
Normalisator der Untergruppe nZ von Z vom Index n nicht

unendlich zyklisch ist. Weil nZ die Bedingung (%) erfillt,
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ist dann entweder der Zentralisator von nZ nicht unendlich

zyklisch. Dann gilt Bedingung (ii) aus (2.2) fir bn. Oder

¢ A", also b"'1

eine Kirzeste in A(c").

€ A(c"). Dann ist bn'1 ¢ Slbn, aber

Die Bedingung a, = B, gilt trivialerweise, wenn Z
nicht nur die Bedingung (%) erfiillt, sondern die stirkere
Eigenschaft (4) besitzt. Aus (2.i), 3 < i < 8, und aus

N2 <N fir n >0 folgt damit:

2.8 Satz., Die von der Schleife ¢ erieugte Untergruppe 1
von T = ul(v. c(0)) erfille (). Ferner sei fiir ein n > 0

zumindest eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) Ac" — id 1ist kein Isomorphismus fir ein k > 2

(ii) Der Normalisator von nZ ist nicht unendlich

zyklisch.

Dann gilt
Tim inf NZ(t)In(t)/t > O

t + »

Falls Z auPerdem die Bedingung (4) erfiillt, so ist

Tim inf NE(t)In(t)/t > 1/8

t » @

n
wobei Bn die Linge einer kiirzesten Kurve in der freien

Homotopieklasse von " ist.

Bemerkungen. (a) V. Bangert und W. Klingenberg [BK] bewiesen,

daB V unendlich viele geschlossene Geoddtische hat, falls V

ein Produkt lev2 ist und die erste Bettische Zahl von V

nicht verschwindet. Dieses Resultat folgt aus (2.8).
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(b) Im Beweis ihres in der Einleitung erwdhnten Satzes
zeigen V. Bangert und N. Hingston, daB es ein n > 0 gibt,
so daB A" — id nicht surjektiv ist fir ein k > 2. Dies
ist der schwierigste Schritt in ihrem Beweis. Weil T un-
endlich zyklisch ist, folgt dann sehr leicht aus (2.1), daB
die geschlossenen Geodatischen wie die Primzahlen wachsen.
~Die Schwierigkeit im Beweise von (2.8) besteht umgekehrt
darin, daB die Struktur von Z in T verwickelt sein kann.

(c) Unter einer etwas starkeren Voraussetzung als (%)
und der Voraussetzung, daB der Zentralisator von Z nicht
unendlich zyklisch ist, bewies M. Tanaka, daB es unendlich
viele geschlossene Geodatische auf V gibt. Sein prinzi-
pielles Hilfsmittel ist die Theorie der Isometrie-invarianten
Geoditischen, siehe [T].

(d) Sei h: uk(V) -+ Hk(V), k > 2, der kanonische Homo-
morphismus. Eine Homotopieklasse [f] 1ist nicht im Bild von
R, — id wenn h([f]) # 0 ist, denn h([g]) = h(Ac[g]) fiur
alle [g]. Ein solches [f] existiert falls alle m.(V),

1 <i < k, verschwinden und falls die kanonische Abbildung
H (V) + H (T)

einen nicht-trivialen Kern hat. Der Kern besteht namlich

gerade aus dem Bild von h, siehe [Hu], Seite 288.

Falls beispielsweise V orientierbar, dim(V) = 3 und

bl(r) > by(r), so ist im(h) nicht trivial. Denn
bl(r) = bl(V) = bz(v)
wegen der Poincare-Dualitdt. Also muB HZ(V) - Hz(r) einen

nicht trivialen Kern haben. Hieraus folgt ibrigens der Satz

von V. Bangert und N. Hingston in Dimension drei (mit (2.8)).
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(e) Falls V negative Kriimmung hat, dann erfiillt jede
unendlich zyklische Untergruppe Z von T die Bedingung (#),
aber es gilt Nz(t) <2 fir alle t.

Zum SchluB dieses Abschnitts diskutieren wir die Ergeb-
nisse in [BTZ). Zum einen haben wir ndmlich in unserer Ein-
leitung ein Resultat aus [BTZ] etwas stdrker zitiert, als es
dort formuliert wird. Zum anderen ist (2.8) dann ein Ver-
scharfung von Theorem B aus [BTZ], wenn die Voraussetzungen
von Theorem A aus [BTZ] nicht erfillt sind. Wir erkldren
dies nun.

Fir eine Schleife ¢ und eine Metrik g auf V sei
Ngc(t) wie in [BTZ] die Anzahl der geometrisch verschiedenen
geschlossenen Geodatischen d von g, so daB ck ~ d fir
ein k = k(d) # 0. Falls nun die Homotopieklasse von ¢
endliche Ordnung hat, dann zihlt Ngc(t) auch nullhomotope
geschlossene Geoddtische. Deshalb ist dann

Crey < nlrey o x 2
NgE(t) < No(t) = N “(t)

falls g nullhomotope geschlossene Geoddtische der Ldnge

< t hat. Theorem A in [BTZ) besagt nun, daB

1im inf Ngc(t)ln(t)/t >0

t »+ =

ist fir eine generische Metrik g auf V falls c¢ nicht

nullhomotop ist und falls es ganze Zahlen i # j gibt, so

daB c1 ~ cj. Fiir ein solches g folgt also

1im inf NZ(t)In(t)/t > O

t + = .

nur, falls die Homotopieklasse von ¢ unendliche Ordnung hat.
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Der Beweis von Theorem A in [BTZ] zeigt zwar, daB die letzte
Ungleichung auch im allgemeinen Fall richtig bleibt. Aber
-mit dhnlichen Argumenten erhdlt man auch die folgende Ver-

schirfung, deren Beweis wir skizzieren,

(2.9) Die geschlossene Kurve ¢ sei nicht nullhomotop, aber

ihre Homotopieklasse habe endliche Ordnung. Dann gilt

lim inf ngc(t)ln(t)/t >0

t » »

fiir eine generische Metrik g auf V. Hiebei ist ngc(t)
die Anzahl der geometrisch verschiedenen geschlossenen Geodid-

tiséhen von g der Linge < t in der freien Homotopieklasse

von (.

Beweis. Flir eine generische Metrik g auf V sind alle zu
¢ frei homotopen geschlossenen Geoddtischen hyperbolisch
oder vom Twist-Typ, siehe [KT] oder (3.3.10) in [K].

Wir nehmen zundchst an, daB g eine zu c¢ frei homotope
geschlossene Geoditische vom Twist-Typ hat. In einer beliebig
kleinen *Tube" um diese geschlossene Geoddtische < fin-
den wir dann nach dem Beweis des Satzes von Birkhoff-Lewis —
siehe [Mo] oder (3.3.A) in [K] — fir jede geniigend groBe Prim-
zahl p eine "neue" geschlossene Geoddtische ¢ der Ldnge

P
ist frei homotop zu ¢?. sei nun m

i

ungefdhr L(cp) und cp
die Ordnung der Homotopieklasse von c. Dann ist also ¢
homotop zu ¢ falls i = jmsl fir ein j > 1. Die Anzahl der
Primzahlen in einer solchen arithmetischen Folge wachst aber

wie const.t/In(t). Daraus folgt dann die Abschdtzung.
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Im Fall, daB alle zu ¢ frei homotopen geschlossenen
Geoddtischen hyperbolisch sind, erhdalt man mit den Argumenten
aus [BTZ] sogar eine lineare untere Abschdtzung fir ngc(t).

QED

Wie in [BTZ] definieren wir fiir eine geschlossene Kurve
¢ den Turm T(c) als die Menge aller geschlossenen Kurven
a, so daB es i, j # 0 und eine geschlossene Kurve b gibt
mit

bi ~oa und bj ~voe
Nach Definition gilt T(c) ¢ T(c") fir alle n > 0. Theorem
B in [BTZ] besagt nun, daB

lim inf Ngc(t)ln(t)/t >0

t + o

fiir eine generische Metrik g auf V falls T(c) # T(c“)

fur ein n > 0. (Letzteres impliziert, daB ¢ nicht nullhomo-
top ist.) Falls nun die Voraussetzung von Theorem A nicht
erfiilit ist, so erfiillt die von ¢ erzeugte Untergruppe 1
von T die Bedingung (#). Aus T(c) # T(c") folgt dann,

daB der Zentralisator von nZ nicht unendlich zyklisch ist.
Also gilt nach (2.8) die Abschitzung in Theorem B nicht nur im
generischen Fall sondern immer —solange die Voraussetzung von

Theorem A nicht erfiillt ist.
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Abschnitt 3. Der Beweis des zweiten Satzes

Eine Gruppe A heiBt polyzyklisch, falle es Untergruppen

A=A1:A23...:>Ak={e}

gibt, so daB A‘./A“,1 eine endlich erzeugte Abelsche Gruppe

ist.

3.1 Lemma. Sei A ein polyzyklischer Normalteiler der Gruppe

' Falls Z c¢ & wunendlich zyklisch ist, dann erfillt 2Z die

Bedingung ().

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kdonnen wir
Bi41 = [84:84]
annehmen, siehe (4.1) in [W]. Dann sind alle A, Normal-

i
teiler in T, denn A, wird von den Kommutatoren aus A

i i-1

erzeugt (fir 1 > 2).

Induktiv nehmen wir an, daB jede unendlich zyklische
Untergruppe von A,i die Bedingung (%) erfiillt und daB
lc Ai-l' Es gibt nun zwei Mdglichkeiten.

Entweder die Projektion vo Z in 831/ ist endlich.
Dann hat Z eine Untergruppe ? von endlichem Index, welche
in b enthalten ist. Daher erfillt 7 nach Induktions-
annahme (#). Es folgt, daB Z die Bedingung (#) erfillt.

Oder die Projektion von Z in Ai-I/Ai ist unendlich
2yklisch. In diesem Falle zeigen wir, daB Z mod A die
Bedingung (¥) in I'/Ai erfiillt, woraus dann unsere Behaup-

tung folgt. Wir kdnnen A, _, = A4 und 4, = {e} annehmen.
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Dann ist A also eine endlich erzeugte Abelsche, normale
Untergruppe von I' und Z ist eine unendlich zyklische
Untergruppe von A. Die Menge T der Torsionselemente von
A ist deshalb eine normale Untergruppe von T. Wie oben folgt
folgt daher, daB wir T = {e} annehmen kdnnen. Dann ist Z
in einer eindeutig bestimmten maximalen unendlich zyklischen
Untergruppe ? von A enthalten. Sei Y ein Erzeugendes
von Z. Falls Z nicht (%) erfiillt, dann ist Y* in T
konjugiert zu Y9 fir gewisse p > q > 0. Es folgt, daB

v3 ein p-faches Vielfaches in A ist. Dies ist ein Wider-
spruch, denn 7 ist die eindeutig bestimmte maximale unend-
lich zyklische Untergruppe, die die von yq erzeugte Unter-

gruppe enthdlt. QED

Bemerkung. Falls X eine Untergruppe von endlichem Index
in der Untergruppe A von T ist, und falls jede unendlich
zyklische Untergruppe von X die Bedingung () erfillt, so

auch jede in A.

Eine Untergruppe von endlichem Index in einer endlich
erzeugten Gruppe ist endlich erzeugt, siehe (3.1) in [W].
Weil eine endlich erzeugte nilpotente Gruppe polyzyklisch
ist [W] und ein nicht-triviales Zentrum hat, folgt Satz 2
aus der Einleitung aus (2.8), (3.1) und der obigen Bemer-
kung. Aus (2.8), (3.1) und dem Ergebnis von V. Bangert und

N. Hingston erhalten wir auch das folgende Resultat:
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3.2 Satz. Sei A ein nicht endlicher polyzyklischer
Normalteiler in T. Dann gilt

lim inf N3(t)In(t)/t > O

t + =

Beweis. Wir kdnnen voraussetzen, daB T nicht unendlich
zyklisch ist nach [BH]. Falls dann 4 unendlich zyklisch
ist, dann ist der Normalisator von 4 in T nicht unendlich
zyklisch. Falls A nicht unendlich zyklisch ist, dann
enthdlt A eine unendlich zyklische Untergruppe, deren
Zentralisator (in A) nicht unendlich zyklisch ist. QED

Fir eine endlich erzeugte nilpotente Gruppe A defi-
nieren wir induktiv 4, = 4 und A, = [A’Ai-l]' Wir
wiahlen ein endliches Erzeugendensystem E von A fest
aus und erkliren die Norm eines Elementes durch seine minimale
Wortldnge als Wort in E. Der in der Einleitung erwdhnten
zweiten Abschitzung Gromovs in [Gl] liegt das folgende

Lemma zugrunde.

3.3 Lemma (Gromov). Sei 1y g 8, i > 2. Dann gibt es eine
Konstante C, so daB

1/i fiir alle m > 0

1" < cm
Fir den Beweis dieses Lemmas verweisen wir auf [P],
Seite 39. Nimm nun an, daB A normal ist in T wund daB die
von Yy € 4y, i > 2, erzeugte Gruppe Z wunendlich zyklisch
ist. Nach (3.1) erfillt Z die Bedingung (#). Daraus
folgt dann leicht
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lim inf ME(t)/t' > 0

t » »

und damit insbesondere

1

Vim inf NE(t)/tiTY > 0

t + »

Fir i = 2 erhdlt man damit die in der Einleitung zitierte
Abschdtzung Gromovs aus [Gl]. Mit den Argumenten.aus dem
Beweis von (2.8) folgt aber auch, daB jede geniigend groBe
Primzahl p AnlaB gibt zu einer "neuen" zu zihlenden

geschlossenen Geoditischen der Linge < Cpl/i. Es folgt also
(3.4) lim inf NE(t)(n(t)/t)} > 0
t + »

Dies folgt, wie gesagt, fir i > 2. Fir i =1 ist (3.4)

jedoch eine Konsequenz aus (2.8)!

In [GIJ wird das von uns zitierte Resultat dUbrigens
allgemeiner formuliert als in unserer Einleitung. Auf Wunsch
Gromovs erwdhnen wir, daB er nur unsere speziellere Formulie-
rung im Auge hatte und bewies.

Die Abschdtzung (3.4) 1aBt sich manchmal wesentlich
verbessern. Als Beispiel betrachtete Gromov den Fall
A = ZZ: Falls es ein Element &6 1in T gibt, so daB der
Automorphismus von A, der der Konjugation mit & entspricht,

Eigenwerte vom Betrag # 1 hat,dann folgt leicht

Y"1 < c(v)in(m)
fir alle y € A. Das entsprechende nZ wachst also exponentiell.
Vielleicht kann man d@hnliche Abschatzungen auch beweisen,
wenn A ein endlich erzeugter nilpotenter Normalteiler ist.
Zum Beispiel kann man mit den Methoden aus [W] zeigen, daB die
Konjugationsklassen (beziiglich T) in A (gezdhlt nach dem
kleinsten Element) exponentiell wachsen, wenn T/A wunendlich

zyklisch ist und I nicht fast nilpotent. Hierbei haben wir
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vorausgesetzt, daB /A unendlich zyklisch ist, weil man
dann die Konjugationsklassen von A ziemlich genau

beschreiben kann. QED



32

Literaturhinweise

[A]

(872]

[eH]

(8]

(61]

[62]

(eLP]

[Hu]l

(K]

(k1]

T.Apostol, Introduction to Analytic Number Theory.
Undergraduate Texts in Mathematics, Springer-Verlag,

Berlin-Heidelberg-New York, 1976

W.Ballmann, G. Thorbergsson, W.Ziller, Closed Geodesics
and the Fundamental Group. Duke Math. J. 48 (1981),
585-588

V.Bangert, N.Hingston, Closed geodesics on manifolds
with infinite abelian fundamental group. Preprint,

Freiburg-Philadelphia (1983)

V.Bangert, W.Klingenberg, Homology generated by iter-

ated closed geodesics. Preprint, Freiburg-Bonn (1982)

M.Gromov, ThreeRemarks on Geodesic Dynamics and Funda-

mental Group. Preprint, Stony Brook, New York

M.Gromov, Homotopical Effects of Dilatation. J. Diff.
Geometry 13 (1978), 303-310

M.Gromov, J.Lafontaine, P.Pansu, Structures métriques
pour les varietés riemanniennes. Cedic/Fernand Nathan,

Paris, 1981

S.-T.Hu, Homotopy Theory. Academic Press, London-
New York, 1959

W.Klingenberg, Lectures on Closed Geodesics. Grund-
lehren der mathematischen Wissenschaften 230, Springer-

Verlag, Berlin-Heidelberg-New York, 1978

W.Klingenberg, F.Takens, Generic Properties of Geodesic

Flows. Math. Ann., 197 (1972), 323-334



[M1]

[Mo]

(P

(sp]

[su]

(1]

(v]

33

J.Milnor, Morse Theory. Annals of Math. Studies 51

Princeton University Press, Princeton N.J. 1963

J.Moser, Proof of a generalized Form of a Fixed Point =
Theorem due to G.D.Birkhoff. Lecture thes in Math.
597, 464-494. Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-

New Nork, 1977

P.Pansu, Geometrie du Groupe d Heisenberg. These,

Universite Paris VII (1982)

E.Spanier, Algebraic Topology. Mc Graw Hill, New York
1966 ' |

D.Sullivan, Differential Forms and the Topology of
Manifolds. Manifolds-Tokyo 1973, Herausgeber A.Hattori,
University of Tokyo Press, Tokio 1975

M.Tanaka, Closed geodesics on compact Riemannian
manifolds with infinite fundamental groups, I.

Preprint, Tokai University (1983)

J.Wolf, Growth of Finitely Generated Solvable Groups and
Curvature of Riemannian Manifolds. J. Differential

Geometry 2 (1968), 421-446






TEIL II. BER DAS ALBER-LEMMA

Im freien Schleifenraum A = A(sS") der n-dimensionalen Sphéare,

n > 2, 1ist die Menge der parametrisierten Kreise A = a(s™)

enthalten. Dabei ist also ¢ aus A, wenn das Bild von c¢ der
Durchschnitt von Sn mit einer (zweidimensionalen) Ebene in

+1 Ggl i
r" ist, die Abstand < 1 vom Ursprung hat und wenn <c beziglich

der Standardmetrik proportional zur Bogenldnge parametrisiert ist.

Wenn die entsprechende Ebene den Ursprung enthdlt, dann heiBt ¢

parametrisierter GroBkreis. Die Menge der parametrisierten

GroBkreise bezeichnen wir mit B.

Auf A operiert die Gruppe ©0(2) durch lineare Reparametri-
sierung. Die Teilmengen A und B sind invariant. Wir nennen
' = A/0(2) beziehungsweise A = B/0(2) den Raum der (unparametri-
sierten) Kreise beziehungsweise GroBkreise. Zu jeder Ebene in
n+1

IR gibt es genau eine dazu parallele Ebene durch den Ursprung.

Dies definiert (n-1)-Scheibenbindel

g: A » B und y = g/0(2): T » A .

Mit dem Thom-Isomorphismus T kann man also die zz- Homologie von
(P,Fu) mit derjenigen von A identifizieren, wobei o > O
genigend klein ist und P° die ¢ aus T bezeichnet, deren

Linge (beziglich der Standardmetrik) < a 1ist.

Vereinbarung. Der K&rper 22 ist der Koeffizientenbereich

aller vorkommenden Homologie- und Kohomologiegruppen.

Nun ist Y‘% E*(A) + H*(I') ebenfalls ein Isomorphismus. Fir alle
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h1 und h2 aus H_(4) und w € H () erh&lt man dann aus der

Definition des Thom-iIsomorphismus T

*
w N h2 = h1 genau wenn Y (w) N T(hz) = T(hl)'

Damit erhalten wir erstens, daB die Stiefel-Whitney Klassen w1

und w2 des si-Bﬁndels

a/e > T; 0= (09 e o

* a
H (T') erzeugen und zweitens, daf8 fir alle h # O aus H*(P,F )

ein ® € H'(I') existiert mit w N h = {0,0}. Dabei sei {0,0}
der Fundamentalzykel von (Y—I(pt),Ynl(pt) nry, also die Menge
aller Kreise der Linge > a parallel zu einem fest gewdhlten
GroBkreis, betrachtet als Homologieklasse in (P,Pa). Die Notation
{0,0)} fir diese Klasse wollen wir hier nicht ndher erldutern.

Man vergleiche Sektion 2.3 aus [k].

Sei nun eine Riemannsche Metrik auf s vorgegeben und
8§ > 0O kleiner als die Energie einer kleinsten geschlossenen

Geoditischen. Ferner seien T = A/0(2) und n6 = {c € N|E(c) < 8}.

Falls a > O genigend klein ist, dann ist ra in n6 enthalten.

Das Lemma von Alber [A] besagt nun, daB die von

£: (r,r% - (n,1%)

induzierten Abbildungen der Homologiegruppen injektiv sind und

daB die von



induzierten Abbildungen der Kohomologiegruppen surjektiv sind.

Nun ist aber A/6 > NI kein Sl-Bﬁndel weil die Operation von 0(2)
auf A nicht frei ist. BAuBerdem gibt es Elemente in A, deren
Orbit zusammenh&ngend ist. Daraus folgt, daB I einfach zusammen-
h&ngend ist falls n > 2 ist, denn ﬂi(A) = Q0 far i < n-2,

*
siehe (2.6.3) in [B]. Also kann v, nicht im Bild von j sein

fdr n > 2. Allgemeiner gilt sogar ni(n) = 0 fir i < n-2,

siehe Theorem 8 in [An].

Es stellt sich die Frage, ob wenigstens der andere Teil des
Alberschen Lemmas, ndmlich die Injektivitédt von i* korrekt ist.
Nun beruht der Beweis der Injektivitdt gerade auf der Surjektivitat
von j*; er bedarf also einer Modifikation. Wir erldutern das
Beweisverfahren fdr die Injektivit&t von i*. Sei X ein

topologischer Raum, Y & X, und sei f: I' =+ X stetig mit

£(r*y ¢ v. sei
g(r,t%) + (x,Y)

die entsprechende relative Abbildung. Falls dann w, und W,
im Bild von £  sind und g,{0,0} # 0 ist, so ist g, injektiv.
Denn die Annahme impliziert, da8 f surjektiv ist weil H*(I)
von w, und v, erzeugt wird. Nun gibt es zu h € H*(F,Fa),

h ¥ 0, ein w 4in H¥(r') mit wnh = {0,0}). W&hle ein n

in H*(X) mit f*(n) = w. Dann folgt

*
nNng (h) =g (£(n) nh) = q*{o,o} # 0



also g*(h) # 0. Daher ist g, injektiv.

In dieser Arbeit wollen wir nun zeigen, daB i, injektiv ist.

Im Beweis wollen wir das obige Verfahren anwenden. Wie wir bereits
gesehen haben, ké&énnen wir nicht X = I w&hlen. Es geniigt, Teil-
o

mengen X wund Y aus 0N 2zu finden, die T ©beziehungsweise T

enthalten, so daB fir £ und g wie oben

(1) w,_ ,w

. € Bild(f")

2

(11) g*{o,o} # O und

(iii) i, injektiv falls g injektiv.

Hierzu bendtigen wir einige topologische Resultate iber 0(2)-
Aktionen. Diese werden im ersten Abschnitt bewiesen. Im 2weiten

Abschnitt beweisen wir, da8 i* injektiv ist.

Fir die vielen Anregungen und hilfreichen Diskussionen mdchte

ich mich bei G. Thorbergsson und W. Ziller bedanken.



Abschnitt 1. {Uber 0(2)-Aktionen

In diesem Abschnitt leiten wir einige topologische Resultate
fir stetige O(2)-Aktionen auf einem Raum X her. Weil es uns nicht

auf die groB8tmdgliche Allgemeinheit ankommt, setzen wir voraus

(i) X 1ist metrisierbar, also insbesondere parakompakt
(ii) fdr jeden Punkt x € X und jede Umgebung U von x gibt
es eine Umgebung V wvon x in U, so daB x ein

Ix—aquivarianter Deformationsretrakt von V ist.
Hierbei ist Ix die Isotropiegruppe von x. Ferner gelte zundchst:

(iii) keine Isotropiegruppe enthidlt ein Element gerader Ordnung.

Wir betrachten S1 =IR/2 in der Ublichen Weise als Untergruppe

von 0(2). Mit Am beziehungsweise Pm, m €EN, sei die von

Q2Ti/m Q2Ti/m a6 = 9, erzeuge Unter-

beziehungsweise von o -1

1
gruppe von O(2) bezeichnet. Weil alle Elemente in 0(2)-S

1

Ordnung zwei haben, folgt aus (iii), daB Ix = & S fir alle

Am(x)
X € X, wobei m(x) eine ungerade Zahl ist. Aus (ii) folgt, daB

die R&ume
x_ = X/T_ und X_ = X/b_, m €N
lokal kontrahierbar sind fir alle m. Wir setzen auch
X = X/0(2) und X = X/S'
und fdr ungerade i € N

x' = (x € X|m(x) = |1x| teilt i}.



Analoge Symbole verwenden wir fir Teilmengen von X. Es ist klar,
daB jedes x € X eine Umgebung U hat, so daB8 m(y) ein Teiler
von m(x) ist fdr alle y aus U. Daher sind die xi offene,
O(2)-invariante Teilmengen von X, und jede kompakte Teilmenge von
X 1ist in einem der xi enthalten. Damit erhalten wir f{r alle

offenen O(2)-invarianten Teilmengen Y und 2 von X

(1.1) He(Y ,2 ) = lim H*(Y;.z:). m €N
i ungerade

Hy(Y,2) ® lim H (Y ,27)
i ungerade
wobei der Isomorphismus und der direkte Limes jeweils durch die

Inklusionen induziert werden.

Sei nun 1 ein Teiler von m und m ungerade. Dann ist die

Projektion pi: x; > ii in kanonischer Weise ein Sl-Faserbﬁndel,

denn die Operation von 0(2) auf X hat "Slices" wegen (i),
i

vergleiche Sektion 2.5 in [B]. Der Abbildungszylinder Eln von
p; ist dann ein Scheibenbindel UGber il mit Rand X;. Sei
q;: B; + ii die Projektion und

i 2 1 1 .

Um €H (Em,xm) Zz

die Orientierungsklasse dieses Biindels, siehe Sektion 5.7 in [S].

Weiter sei nun m|n, 1|j und jln, und alle diese Zahlen seien

ungerade. AuBerdem sei



3, (gl xty » (&3,x3)
N m m n n

i
9
die kanonische Projektion. Aus der Natlirlichkeit der Orientierungs-

klassen folgt dann durch Einschranken auf eine Faser dieser

Scheibenbliindel die Gleichung

(1.2) (q;'ﬂ)*(un) = u_
14

denn n/m = 1 modulo 2. Fir die zweiten Stiefel-Whitney Klassen

i -
e € Hz(xi) erhalten wir dann die entsprechende Gleichung

(1.3) ed|xt = of
n m
Damit definieren die

{e:Ii teilt m und i,m ungerade}

nach (1.1) eine Kohomologieklasse e € Hz(i), die natirlich ist
bezliglich Abbildungen, die Quotient von &quivarianten Abbildungen
sind. AuBerdem ist e die zweite Stiefel-Whitney Klasse des

Bindels X/6 = x1 + X falls O0(2) frei auf X operiert.

Sei nun Y eine offene, O(2)-invariante Teilmenge von X

und sei

die Transfer-Abbildung der zu dem Sl-Bﬁndel x; + X' assoziierten

i
Thom-Gysin Sequenz. Aus (1.2) und der Definition von T, siehe



Sektion 5.7 in [s], folgt dann

(1.4) (pi:g)*ori = rg.(gi,j%

unter den obigen Voraussetzungen an i,3j,m und n. Hierbei sind
i,J, i i b
o) : (xm.Ym) > (Xn,Yn)

m,n

die kanonischen Abbildungen. Damit erhalten wir kommutative

Diagramme von Thom-Gysin Sequenzen

|

-

|

-
la™

i i
Hy_y (X, ¥ ) »

ao L l !

3
T
e E )y 3,8 8w, & Sa,

oo B (xE,vh) o om (kT EY 28 m,

I T

n'"n

o s .

1.6 Lemma. Seien Y und 2 offene, 0O(2)-invariante Teilmengen
von X. Seien m und n ungerade und m ein Teiler von n.

Dann ist

(pm,n)*z H*(Ym'zh) -> H*(!n,zn)

ein Isomorphismus.

Beweis. Aus der exakten Sequenz eines Paares und dem Finfer-Lemma

folgt, daB wir 2 = @ annehmen kdnnen.



Wir zeigen zun&chst, daB (pm n)* surjektiv ist. Wegen der
!

Bedingungen (i) und (ii) geniigt es, die entsprechende Abbildung
der Eech-Homologiegruppen zu betrachten. Nach (3.7.1) in [B]

(und der darauf folgenden Bemerkung) gibt es eine Transfer-Abbildung

Toont By > B (v)

mit  (py ) 0T, = (Ir_l/]r_|)-id = id modulo 2. Also ist

(p )* surjektiv.

~

Y - Yn Isomorphismen der Homologie-

Wir zeigen nun, daB §m R
’

gruppen induziert. Wegen (i) und (ii) genigt es, dies fir die

6ech-Homologiegruppen zu beweisen. Nun ist Am ein Normalteiler

1 1 ~ -
in 8, wund S /Am operiert auf Ym. Dabei entsteht Yn als

Quotient einer Untergruppe A der Ordnung n/m von Sl/Am. Weil
1
S /Am zusammenhdngend ist, operiert jedes Element aus 4 als

Identit&t auf ﬁ*(im). Da n/m ungerade ist, folgt aus (3.7.2)

in [B], daB (p ) ein Isomorphismus ist.
m,n" *

Die Raume Ym und Yn sind die Orbitr&ume der durch 8 auf

im und in induzierten Involution. Diese Involution hat wegen

(111) keine Fixpunkte. Also sind ¥+ ¥ und ¥ =+ ¥_ s®-Biandel.

Mit einer kleinen Diagrammjagd in dem kommutativen Diagramm der

assoziierten Thom-Gysin Sequenzen erh3lt man nun die Behauptung.

QED
Vermdge (1.6) und wegen (1.4) k&énnen wir in (1.5) die Gruppen
i 4 3 3 11 . .
H*(Xm.Ym) und H*(xn'yn) durch H*(XI’Y1) beziehungsweise
H*(szYz) ersetzen. Weil der direkte Limes von exakten Sequenzen



exakt ist, erhalten wir mit (1.1) den folgenden Satz.

1.7 satz. Auf X operiere O(2) stetig, und die Bedingungen
(i) und (ii) seien erfillt. Sei Y eine offene, O(2)-invariante

Teilmenge von X, die die abgeschlossene Menge

X = {x € X|Ix enth&lt ein Element gerader Ordnung}

enthdlt. Dann gibt es eine natidrliche lanée exakte Sequenz

coo= H_(X/8,Y/8) = H(X,¥) =5 H__,(X,¥) = H__ (X/6,¥/8) = ...

und es gilt

(1) e € Hz(i-ig) ist natidrlich bezuglich 0(2)-&quivarianter
Abbildungen f£: Z -+ X mit f"(xg) = 2 Falls 0(2) frei
operiert, dann ist e die zweite Stiefel-Whitney Klasse des

Sl—Bﬁndels X/6 - X

(ii) die Transfer-Abbildung T ist die gewdhnliche Transfer-
Abbildung der Thom-Gysin Sequenz von X/6 - X falls 0(2) frei

operiert.

Wir wollen nun die Komposition 1.5* untersuchen, wobel

5: (x/6,Y/6) =+ (X,Y) die Projektion ist. Sei 0: Ak + X ein

k-Simplex. Eine geeignete Triangulierung von A' X Sl liefert uns

dann eine (k+1)~Kette

s%o: A x 8 -+ X, (x,vY) » vo(x).

Damit erhalten wir eine Abbildung



1
S H*(X,Y) -+ H*+1(X,Y)

1.8 Satz. Die Voraussetzungen seien wie in (1.7). Dann gilt

Top* = q*OS
wobei q:(X,Y) =+ (X/0,Y/0) die Projektion ist.

Beweis. Da xg in Y enthalten ist, kénnen wir nach Ausschneidung

annehmen, daB Bedingung (iii) erfillt ist, also daB Xq = @ ist.

Fdr {x,Y) € X x 51

und &8 € 0(2) sei
(x,8v) falls 6 € s
G(XlY) =
(0x,8v86) falls 6§ g s
Diese Operation von 0(2) auf X x S1 ist frei weil Bedingung

(iii) gilt. AuBerdem ist die Abbildung
X X 8 =+ X; (x,Y) * yx

dquivariant. Da eine Homologieklasse h von (X,Y) unter dieser
Abbildung Bild der Homologieklasse h x {pt} in (X,Y) x S1 ist,
und da die zu beweisende Gleichung natidrlich ist beziglich
&quivarianter Abbildungen, geniigt es, Homologieklassen der Form

h x {pt} in (X,¥Y) x S1 zu betrachten. Den Rest des Beweises

Gberlassen wir dem Leser. QED.



Abschnitt 2. Die Injektivitit der Alber-Abbildung

Der freie Schleifenraum ist verm&ge der Auswertung

ev: A » s5; c *+ c(0)

ein Faserraum Uber Sn. Die Faser Uber einem Punkt x ist der

Schleifenraum Q@ in x. Die Faserung hat als Schnitt die Abbildung

]
]
+
>

<
+

<
]

Punktkurve in vy

Daraus folgt

n

(s™y = n

n
"1(“ = "i(m ® L "1+1(S )y ® ni(s )

Also ist wi(A) = 0 fdar i < n-2. Ferner folgt, daB die Abbildung
ﬂn(Sn) > "n-l(A)' die der Homotopieklasse einer differenzierbaren

Abbildung

£: (17,91") » (M,x)
die Homotopieklasse der Abbildung

=1 ™Y 4 (aLx, F(y)(t) = £(y,t)

zuordnet, ein Isomorphismus ist. Also ist auch die Komposition

. n
(2.1) H: = _(S7) @ z, » H _, ()

mit dem Hurewicz-Homomorphismus ein Isomorphismus.



Seien nun A" und U die Menge aller c¢ aus A mit

in , .
e ¢ = ¢ beziehungsweise

dlc(t),c(t+1/2)) < e VYt € s?

wobeli € > O kleiner als der Injektivitd3tsradius der gegebenen
Riemannschen Metrik auf S" sei. Dann ist U eine offene,
O(2)-invariante Teilmenge von A, die die abgeschlossene, 0(2)-
invariante Teilmenge A" von A als &quivarianten Deformations-

retrakt enthdlt. Die Abbildung

ist ein HomSomorphismus. Insbesondere ist ﬂi(A") = 0 fir
i < n-2. Wesentlich im Beweis der Injektivit&t der Alber-Abbildung

ist der folgende Hilfssatz.

2.2 Lemma. Die durch die Inklusion induzierte Abbildung

H _,(A) - Ho_y(AAD)

ist ein Isomorphismus.

Beweis. Weil Hi(An) = 0 ist fdr i < n-2 genigt es, die

Injektivitdt zu beweisen. Sei also h in Hn_l(A) im Bild von

Ho_y(A) » Hn-l(A)' Weil die oben definierte Abbildung Q ein

HomSomorphismus ist, gibt es nach (2.1) dann eine Abbildung
£: (1", 01™) + (M,x)

80 daf h = Q*(H(f)) ist. Dann ist aber



ev, (s'h) = ev, (slg (H(£))) = 2 ev (s'H(f)) = O

modulo Zz. Nun ist ev'-skoﬂ der Hurewicz-Homomorphismus, also

ev*.sa ein Isomorphismus nach (2.1). Daher folgt h = O. QED
2.3 Lemma. Die durch die Inklusionen induzierten Abbildungen

H’(A-Ae) -+ H.(A) und

Hy (A-Ag,U-Ag) + B (A,U)

sind Isomorphismen, wobei A8 = {c € Alﬁcqfsl}. Insbesondere gilt

Hi(A-Ae,U-Ae) = 0 fdr i < n-2.

Beweis. Wie in Lemma (2.2) aus [BTZ] beweist man, daB8 fdr jede
offene Menge V aus A die durch die Inklusion induzierte

Abbildung B’(V-Ae) + H_ (V) ein Isomorphismus ist. QED

Jede geschlossene Geoditische der gegebenen Riemannschen
Metrik hat Lé&nge > 2¢. Also kann man "6 mit dem negativen
GradientenfluB wt der Energie auf "0 retrahieren falls

§ € (o,:z), siehe (1.4.15) in [K]. Wie in [BTZ] sei

v = {c€ Ale.mt(c) + 0 fir t -+ )

Dann ist V offen und O0(2)-invariant. AuBerdem sind ll6 und n°

Deformationsretrakte von V = V/0(2). V enthdlt IN_ = AGIO(Z)

8
weil es keine 6-invarianten geschlossenen Geod&tischen gibt.

2.4 Lemma. Die durch die Inklusion induzierte Abbildung

6 §
a’(n-no,n -ﬂo) hd B’(H,H )



ist ein Isomorphismus.

Beweis. Der negative GradientenfluB der Energie retrahiert v-1

auf n5-ne. Damit erhalten wir Isomorphismen

]

§ - -
H (M-Mg M- -Tg) + Hy (M-Mg,V-Ng) + H_(T,V)

6 -
und a’(n,n ) -+ H’(H,V). QED
Nach Wahl von 6 1ist ﬂ6 in U enthalten. Sei nun

a € (0,27) so klein, daB die Menge der Kreise r® in H6

enthalten ist. Kein Element aus TI' trifft ng = Aq/0(2) =

(A" U Aa)/0(2). Weil

(n-ng,u-ng) ad (n-ne,u-ne)

eine Ausschneidungsabbildung ist, folgt aus (2.4) die Injektivitat

der Alber-Abbildung falls

a -
I.. H.(P,F ) -+ n.(n-ng,u-nq)

injektiv ist, wobei I die Inklusion ist. Nun gilt W, = J'(e).

wobei J: T =» H-Hg die Inklusion ist und e € uz(n~nq) die

Kohomologieklasse aus (1.7) ist. AuBerdem ist w, im Bild vom

)
J , weil w die (erste) Stiefel-Whitney Klasse von A/s1 - T

1
ist und 0 eine freie Involution auf (A-Ag)/s1 induziert.

Es bleibt also nur noch I.{o,o) ¥ O zu zeigen.

Nun ist klar, daB 1I_{0,0} wunter den Isomorphismen

n H
WSH ez, = B _ (M8 _ (AU -

2 n (A-Ae.U-Ae)

-1



der Projektion des Bildes des Erzeugenden aus ﬂn(M) ® Zﬁ

entpsricht. Es genigt also zu zeigen, daB

Hy (A=A ,U-Ag) + H (=T, T-Ty)

6

injektiv ist. 2Zun3chst folgt aus der Thom-Gysin Sequenz des

So-Bﬁndels A—Ae -+ (A-Ae)/e, daB
Hi(M'Ae)/e'(U'Ae)/e) =0, i £ n-2
und d4dasB

H (A—Ae,U—A

- )+ B ((A=Ag) /8, (U-Ag)/8)

6

injektiv ist. Die Behauptung folgt nun mit (1.7).
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TEIL III. UBER KURZESTE GESCHLOSSENE GEODATISCHE

In jeder nicht trivialen freien Homotopieklasse auf einer
kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit M existieren Kurven
kleinster La&nge. Diese sind bis auf ihre Parametrisierung
geschlossene Geoddtische. Daraus folgt die Existenz einer
geschlossenen Geod&dtischen auf M wenn M nicht einfach zusammen-

hdngend ist.

Das Problem der Existenz einer geschlossenen Geod&dtischen wird
schwier{ger, wenn wir NI(M) = 0 voraussetzen. Nach einem ersten
Versuch Poincarés [?] fir konvexe (analytische) Metriken auf Sz,
der erst unldngst von Croke zu einem Beweis vervollstandigt werden
konnte [C], war es Birkhoff, dem als erster der Existenzbeweis fidr
beliebige (analytische) Metriken auf 32 gelang, siehe Abschnitt 17

in [B1]. 1In der Einleitung zu [B1] beschreibt er seine Beweis-

methode, die sogenannte Minimaxmethode, wie folgt: "There is a

minimum length of closed string, constrained to lie in a given
closed surface of genus O, which may be slipped over that surface;
in some intermediate position the string will be taut and will
then coincide with a closed geodesic." 1In [B2] bemerkt Birkhoff
dann, daB die Minimaxmethode sinngemdB auf alle Riemannschen
Mannigfaltigkeiten angewandt werden kann, die homéomorph zu

s, n > 2, sind.

Wir formalisieren nun die oben beschriebene Beweismethode:

Sei M homdomorph zu Sn, n > 2, und sei A = A(M) wie in

[K1] der freie Schleifenraum von M. Das Energiefunktional



E: A+ ®B; E(c) = [ <&,é>/2

(o]
hat die Punktkurven A und die geschlossenen Geod&tischen als

kritische Punkte. Das Erzeugende h in nn(M) stellen wir uns

als differenzierbare Abbildung
£: (1",91") > (M,pt)

reprasentiert vor, wobei I das Einheitsintervall bezeichnet.

Zu f assoziieren wir die Abbildung

F:o(1" 0™ 5 (a®) P (e) = £(xut)

Sei H die Homotopieklasse von F. Es ist leicht zu sehen, daB

ni(A.Ao) = 0 1ist fdr i < n-1 und @aB H ein Erzeugendes von
(o]

" _I(A,A ) # 2 ist, vergleiche (2.1.5) in [K1].

n

Wir setzen nun
k = x(H) = inf{sup EeG|G € H}

Wir nennen x das kritische Niveau von H. Weil H nicht trivial

ist folgt «k > O. Es gibt geschlossene Geod&tische der Energie .
Genauer gilt sogar, daB es zu jeder Umgebung U der Menge K
der geschlossenen Geoddtischen der Energie x einen Repridsentanten

G aus H gibt mit

In(G) € U U A¥™,



wobei A"7 = {c € A|E(c) < k}, siehe (2.1.2) in [k1].

Wir sagen, daB H an der Teilmenge KXK' von K hdngen

bleibt, falls es zu jeder Umgebung U von K' einen Reprdsentanten

G aus H gibt mit
K—
Im(G) ¢ U U A .

Im allgemeinen gibt es keine ausgewdhlte Teilmenge K' von K,
wie etwa eine wohlbestimmte "kleinste", an der H hé&ngen bleibt.
Falls

M beispielweise die Standardsphidre mit konstanter Krimmung

ist, dann bleibt H an jedem GroBkreis hingen,

Wir stellen nun die Frage, unter welchen Bedingungen H
an einer kidrzesten geschlossenen Geod&tischen h&ngenbleibt. Das
hierzu metrische Voraussetzungen notwendig sind, zeigt das Beispiel
der Stundenglasfl&che. Aber selbst positive Schnittkrimmung ist

3

keine hinreichende Bedingung. Es gibt n&mlich Metriken auf S,

die Berger-Beispiele, deren Schnittkrimmung K positiv

ist und deren kiirzeste geschlossene Geoddtische Lange < 2u/Jiax K
haben, siehe Seite 70 in [CE]. Mit Argumenten wie in Klingenbergs
Beweis der Abschitzung des Injektivitdtsradius® in Dimensionen > 3

2
folgt aber, daB «x(H) > 27" /max K.



In Theorem (4.3) in [BTZ 1] wird nun bewiesen, daB H an
jeder klUrzesten geschlossenen Geoditischen hidngen bleibt falls M
homSomorph ist zu s2 und falls die Krimmung K von M die
Ungleichung 1/4 < K < 1 erfillt. Die Methode in [BTz 1] 148t
sich nicht in hdherenDimensionen anwenden. Unser Hauptergebnis

ist der folgende Satz.

Satz. Falls M homSomorph ist zu Sn, n > 2, und falls die
Schnittkrdmmung K von M die Ungleichung 1/4 < K < 1 erfillt,

dann bleibt H an jeder kirzesten geschlossenen Geoddtischen héngen.

Nun gilt auf M ja die Abschdtzung

(1) (Klingenberg) i(M) > n



wobei i (M) der Injektivitdtsradius von M 1ist, siehe (ks] oder
[cc]l. Alle geschlossenen Geoddtischen auf M haben also Lé&nge

> 27, Falls also 6 = min K > 1/4, dann ist
L(c) > n/Y§

fir jede geschlossene Geoditische ¢, wobei L das Lingenfunktional
ist. Die letzte Ungleichung gilt jedoch auch im Falle § = 1/4,

denn nach einem Satz von Tsukamoto [T] gilt

(2) " K =1 falls M eine geschlossene Geodadtische der Lé&nge
21 hat.
Damit folgt aus dem Vergleichssatz von Morse-Schoenberg, siehe
(2.6.2) in [K2)] oder (4.13) in [CE], daB der Index einer geschlossenen
Geodatischen zumindest n-1 ist. Nun hat eine geschlossene
Geod&tische ¢ mit Index > n und Energie « eine offene

Umgebung U, so daB

Hi(o.u") =0 fir i < n,
wobei UX™ = un AKﬁ, siehe Anhang. Aus der Ausschneidungs-
eigenschaft folgt dann

B, (U U A",A%7) = 0 far i < n.

Falls also auf M eine kilirzeste geschlossene Geoddtische mit
Index > n existiert, dann gibt es einen 2Zykel 2z in der durch

H definierten Homologieklasse in A modulo AO. so da8



lz) € A7, « = x(8) = E(c).

Weil es aber keine geschlossenen Geodatischen mit Energie < K

K
gibt, retrahiert der negative GradientenfluB der Energie A

auf Ao, siehe (1.4.15) in [K1]. Damit erhalten wir das

Korollar 1. Sei M wie im Satz. Dann hat jede kirzeste

geschlossene Geoddtische auf M Index n-1.
Aus Theorem (3.3) in [BTZ 2] und Korollar 1 folgt dann das

Korollar 2. Sei M wie im Satz, und sei ¢ eine kirzeste
geschlossene Geod&tische auf M. Dann ist ¢ nicht hyperbolisch.
Falls § = min K > 9/16, dann sind sogar alle Eigenwerte der

linearen Poincaré&-Abbildung von ¢ vom Betrag 1.

Wir kommen nun zum Beweis des Satzes. Nach dem Vergleichssatz
von Morse-Schoenberg haben geschlossene Geodidtische der Lénge

> 2n//8 1Index > 2(n-1). Also gilt
ﬂi(A,f_) = 0 fir i < 2(n-1)

fdr jeden reguldren Wert o > 2ﬂ2/6 von E, vergleiche Lemma

(22.5) in [M]. Es folgt also

(3)  «(H) < 2n%/6 < Brl.

Insbesondere hat eine kiirzeste geschlossene Geodidtische auf M

Linge < 2m//§ < 4.



Wir beniitzen die folgende Konsequenz des Winkelvergleichssatzes

von Topogonov [CE], [x2].

(4) Sei (91,92,93) ein geoditischen Dreieck auf M. Seien 9,

und g, minimal, und sei L(g,) < n/Y8§. Dann ist
L(g,) + L(g,) + L(gy) < 2n/Y8.

Zum Beweis von (4) bemerken wir, da8 (gl,gz,g3) den Voraussetzungen

des Winkelvergleichssatzes genigt falls
L{gy) + L(g,) 2 L(g,).

Wir beweisen nun den Satz zundchst im Falle ¢ = min K > 1/4,
weil die Beweisidee im Falle 6§ = 1/4 wegen technischer Details

nicht so klar hervortritt. AuBerdem beweisen wir die etwas

stirkere Behauptung:
(5) Sei M wie im Satz und § > 1/4. Sei <c¢ cine kilirzeste
geschlossene Geod&tische auf M. Dann gibt es einen

Reprédsentanten G in H, so daB
K-
Im(G) ¢ {c¢} UAN ", k = xk(H) = E(c).
Sef ¢: [0,L] + M eine geschlossene Geod&tische auf M mit

L = L(c) < 2n//6 < .

Nach (1) ist L > ®n//8. Setze g, = cllo,n//8)]. Fir einen



Einheitsvektor v in c¢(0) sei g, die durch v Dbestimmte
Geodatische. Wegen (1) und (4) gibt es ein eindeutiges t = t(v)

in (0,7), so daB
t = d(g (t),c(0)) = d(gv(t),C(ﬂ//G)).

und t hangt stetig von v ab, vergleiche Lemma (6.4) in [CE].
Seien nun gl(v) und gz(v) die (wegen (1)) eindeutig bestimmten
minimalen geod&tischen Segmente von <¢(0) nach gv(t(v)),
parametrisiert auf [0O,w/2V/8] , beziehungsweise gv(t(v)) nach-
c(n/Y8), parametrisiert auf [n/2/6,n//8). Wahle einen

Homdomorphismus

: (I /9l ;01 ) » (SC(O)M:—C(O))

mit fo(l/2,...,1/2) = &(0). Hierbei ist SpM die Einheitssphére

N =n-1
im Punkte p € M und I = [1/4,3/4]. Erklé&re Fo: i® + A
durch
Fo(x) = g, (£,(x))#g, (£ (x)) w(c|[n//6,L]).
Untexr F wird ai““ bis auf die Parametrisierung in die Kurve

(o)

(cl{n/v8, L) " Te (el [n/Vs, L]

abgebildet, denn

L - w//8 < n//8 < =m.



Die Nullhomotopie

1

(ellt, L™ "#(c|lt, L], n//6 <t < L
dieser Kurve benidtzen wir nun, um Fo zu einer Abbildung Fy auf
n-1 n-1 .
I auszudehnen, so daB 231 unter F, auf die Punktkurve

c(0) abgebildet wird. Der Grad der Abbildung

(In-l,aIn_l) x s1 + (M,c(0)), fl(x,t) = Fl(x)(t)

ist +1, wie man leicht an den Punkten (1/2,...,1/2,e) dberprift.
Also reprédsentiert Fl eine der Homotopieklassen +H. Die Kurven
im Bild von F, haben Energie < E(c) wegen (4). Alle auBer c
haben einen Knick in ¢(0). Wenn wir also den negativen Gradienten-
fluB der Energie auf F1 anwenden, dann erhalten wir einen

Repr&sentanten G aus H mit

2
In(G) e {e} u AV /27,

Damit folgt (5).

Wir beschreiben nun die Modifikationen, die im Falle § = 1/4
erforderlich sind. Wir kdnnen annehmen, daf die Schnittkrimmung
K von M nicht konstant ist. Nach einem Satz von Tsukamoto [T]
gibt es auf M dann keine geschlossene Geoddtische der Linge 4m;
siehe hierzu auch Bemerkung (b) nach (1.7) in [BTZ 1]. Wegen (2)
und (3) hat eine kdrzeste geschlossene Geoddtische auf M daher

L&nge in (2w,4rn).



Sei nun c:lo,L] * M eine geschlossene Geod&tische der
Linge L in (2%,4w). Wegen (1) kann ¢ keine Doppelpunkte haben.

AuBerdem ist

eo = (L-27)/2 < w,.

Wegen (1) und (4) gibt es fir jedes v in ein eindeutig

Scio™
bestimmtes t = t(v) in (O,7] mit

t = d(gv(t),c(o)) = d(g_(t),c(2m))

und t h&ngt stetig von v ab. Wir kénnen aber jetzt nicht folgern,
daB es eine eindeutige minimale Geodadtische von gv(t(v)) nach

c(2w) gibt weil wir ¢t(v) = ®# nicht ausschlieBen kdnnen.

Nach Gromov [G] heiBt q kritischer Punkt der Distanzfunktion

r + d(p,r)

falls es zu jedem Einheitsvektor v in gq einen Einheitsvektor

w in g gibt mit <v,w> > O, der tangential an eine minimale
Geoditische von q nach p 1ist. Nach dem ersten Teil des Beweises
von Lemma (4.3) in [BTZ 3] haben diese Funktionen keine kritischen
Werte im Bereich (O,n]). Es folgt nun leicht (benitze eine

Partition der Eins), daB es ein differenzierbares Vektorfeld X auf

Ve={qe€ Mo <dlc(27),q) < n+8}



gibt, wobei B8 > 0 eine genigend kleine Konstante ist, so daB die

folgendendrei Eigenschaften gelten:

(a) ||x(a)]| =t for alle q € v

(b) X ist tangential an die minimale Geod&tische von
q nach c¢(27) falls d(q,c(2m)) < €5

(c) .d(ws(q),c(Zﬂ)) ist strikt monoton fallend, wobei

Ws der FluB von X ist.

Sei nun U(e) die e€-Umgebung von ¢ in A. Wahle ein

€, > 0 mit

wl(U(el)) < U(e)

wobeli ws der negative Gradientenflu8 der Energie ist. Betrachte

fir jedes kleine a > O und fir alle v € SC(O)M die Kurven

c. = cv(u) = gl(v)*h(v)*gz(v)

Hierbei sei

gl(v) qv![O,t(v)], parametrisiert auf [0,7]

h(v)

(s > ¥ _ (g, (e(v)));m < s = m+a)

und gz(v) die (wegen (1) und (c)) eindeutige, auf [7m+a,27]
parametrisierte Minimale von wa(gv(t(v)) nach c¢(27) ist. Es
gibt ein €, > 0, 8o daB fir alle genidgend kleinen &« > O und

alle v € SC(O)H gilt

(6) entweder cv*(cI[ZI,L]) ist in U(el) oder



max { (& (0),&(0), (& (2m),&(27))} > ¢,

Falls namlich v + v und e + 0, dann konvergiert <, (an)
n

gegen eine hdchstens einmal gebrochene Geod&tische g der Lé&nge

< 27 von <¢(0) nach c(27).

Nun folgt leicht aus (a), daB die Enexgie von cv*(c|[2ﬂ,L])
die Energie von ¢ nur um beliebig wenig dberschreiten kann wenn
wir a > 0 genigend klein w&hlen.  Also éilt wegen (6) fir o > O

genidgend klein
E(wl(cv*(cl[ml,L])))‘ < E{(c) = L2/2

falls cv*(c|[2ﬂ,L]) nicht in U(e,) enthalten ist.

Aus (b) folgt, da$ .y bis auf die Parametrisierung mit

(c|[21v,I..])"1 dbereinstimmt. Wir kdnnen nun wie im ersten Teil

des Beweises eine Abbildung F1 € H konstruieren, so daB G =

¢1'F1 die im Satz behaupteten Eigenschaften besitzt.

Bemerkungenf(aDer Beweis kann nach einer kleinen Modifikation auch

dazu benidtzt werden, die analoge Aussage fir geoddtische Schleifen
zu zeigen: statt g, = c|lo,n//8] wanhlt man g5 = clle,n/V86+€]

fdr ein genfigend kleines ¢ > O.

(b) Unter den Voraussetzungen des Satzes existiert keine geschlos
sene Geod&tische auf M mit L&nge in (2n/99%, 4n), siehe (1.7) in
[bTZ 1]. Mit geometrischen Argumenten wie in der Bemerkung nach dem
Beweis von Satz (1.5) in [BTZz 1] folgt fdr & > 4/9, daB die Klasse
h3 bzw, 33 aus Abschnitt 4 in [BTZ 3] an der Menge der geschlossenen
GeodAtischen hingenbleibt, deren L&nge maximal < 21/{? ist, aber

nicht an einer Teilmenge derselben.
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Anhang. Uber die lokale Homologie kritischezPunkte

Sei N eine Qifferenzierbare Mannigfaltigkeit, £f: N * IR
eine differenzierbare Funktion und p € N ein kritischer Punkt
von f mit Index A und Nullitdt v. Falls dim(N) = « machen
wir die dblichen weiteren Voraussetzungen [GM]. Nach dem
verallgemeinerten Morse-Lemma, siehe Seite 75 in [T] oder Lemma 1
in [GM], kann man um p Koordinaten (x,y,z), x = (X reeerxy)y

z = (zl,...,z“) einfihren, so daB p = (0,0,0) und
2
f(x,y,z) = - x2+y +g(z).

wobei dann also 2z = 0 ein total entarteter kritischer Punkt
der Funktion g 1ist. Sei ohne Beschr&nkung der Allgemeinheit

f{p) = g(0) = 0.

Wir nehmen an, da8 eine gegen Null konvergierende Folge
Gn < O von reguldren Werten von f existiert. Falls N

endlichdimensional ist gilt diese Annahme nach dem Satz von Sard.
Wadhle nun ¢ > O so klein, daB

2 2 2 2 2 2
U= {(x,y,2)|x" < e sy < ¢ und 2" < ¢}

im Koordinatenbereich enthalten ist und so das

g(z) > - e2/2 fdr alle 2z mit z2 2

A
(4]
.

Wéhle n so daB § = Gn > - 22/2. Wir behaupten, daB eine stetige



Abbildung D: UXI *+ U existiert mit

D(x,0) = x und £(D(x,t)) < f(x)

aie ud - {q € Ulf(q) < &} in

w6 = {(x,y.,2) € U[y = 0 und (x2 = 52 oder g(z) < &)}
deformiert. Zundchst kdnnen wir die y-Koordinate eines Punktes
linear gegen Null deformieren. Wir k&énnen also die y-Koordinate
vernacﬂlassigen. Falls g(z) < § ist, dann sei D(x,z,t) = (x,2z).
Falls g(z) > 6 ist, dann muB x # O sein wenn f(x,z) < § 1ist.
Wir moéchten nun solche (x,z) einfach radial in (ex/|x|],2)
deformieren. Falls wir dies fdr alle solche (x,z) tun wirden,

dann wdre D nicht stetig in den Punkten (x,z) mit g(z) = §.

Weil nun § ein regul8rer Wert von f ist muB es auch ein

regulédrer Wert von g sein. Seien

vV = {zlz2 < ez} und VG = {z € V|g(z) < §}

Damit ist also aV6 eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von

V. Mit Hilfe des GradientenfluBes von g kann man in einer
Tubenumgebung T vom avs Koordinaten (u,s), u € BVG, s € [-1,1],
einfihren mit g(u,s) < g(u,S8) fir s < s. Wir deformieren nun die
(x,2) mit g(z) > 8§, z ¢ T und f£(x,z) < § radial in

(ex/"x”,z). Falls aber g{(z) > &8 und 2z € T, z = (u,s), dann

deformieren wir (x,s8,u) entlang des Strahls durch (0,1,u) und



(x,s,u). Dies erklart D.

§

8
Es folgt, das (W,Ww ) = (U,U ) einen Isomorphismus der

Homologiegruppen induziert, wobei
W= {(x,y,2z) euly = 0}

ist. Nun ist (W,Wé) das Produkt (V,Vs) x (D, aD) wobei

{xlx2 < e?} ist. also ist

Hi(U,UG) = 0 far i < A.

Weil A+v die Dimension von W ist folgt auch

Hi(U,UG) far i > A+wv.

L]
o

Sei nun U = {gq € U|f(q) < 0}. Dann ist

H,(U,U")
§+0

Damit erhalten wir

ai(u,u') = 0 falls i < A oder i > A+v.

[GM] D. Gromoll, W. Meyer: On Differentiable Functions with
Isolated Critical Points. Topology 8 (1969), 361-369

[T] R. Thom: Stabilité structurelle et morphogénése.
Benjamin, Reading, Massachusetts 1972
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