BONNER MATHEMATISCHE SCHRIFTEN

Herausgeber:

E. BRIESKORN, J. FREHSE, ST. HILDEBRANDT
F. HIRZEBRUCH, W. KLINGENBERG, R. LEIS,
L. LIEB, E. PESCHL, H. UNGER, W. VOGEL

Nr.113

Werner Ballmann

Einige neue Resultate iiber
Mannigfaltigkeiten nicht
positiver Kriimmung

BONN 1978



EINIGE NEUE RESULTATE UBER
MANNIGFALTIGKEITEN

NICHT POSITIVER KRUMMUNG

Inaugural-Dissertation
zur
Erlangung des Doktorgrades
der
Hohen Mathem.-Naturw. Fakultat
der
Rheinischen Friedrich-Wilhelms-Universitét
zu

Bonn

vorgelegt von
Verner Ballmann

aus Bonn

Bonn 1978



Referent : Prof.Dr. W. Klingenberg

Koreferent: Prof.Dr. H. Karcher



Inhaltsverzeichnis

EiHIEituﬁg s 9 0 0 & 0 £ P 00 &5 & 4 E DRI s 0D

§1 Prélimin&riEH R R T A R R R L R

§2 Axiale Isometrien csertsessseceossane
§3 Diskrete Gruppen von Isometrien. ....
Freie Untergruppen heettesessran s

Agquivalenzklassen geschlossener

Geodatischer e isesseanenannas e
§u Die Limesmenge einer Gruppe vese e
§5 Dreidimensionale Mannigfaltigkeiten
6 Verschiedenes cesaseresasrassevano s
Die Beispiele von E. Heintze R

Mannigfaltigkeiten ohne Fokalpunkte

Literaturverzeichnis cessasaversnans



Einleitung

Folgende Eigenschaften des geoddtischen FluBes
Ft: T1M~u¢-T1M- ind der Fundamentalgruppe D einer konm-
pakten Riemannschen Mannigfaltigkeit negativer Krimmung

sind wohlbekannt:

1) Alle nicht trivialen abelschen Untergruppen von D

sind unendlich zyklisch (Preissmann, [16])
2) D hat éxponentielles Wachstum {(Milnor, [15])

3) Die geschlossenen Geoddtischen liegen dicht in T M
(Anosov, [1])

L) Ft ist metrisch mischend (Anosov, [1])

AuBer 3) gilt keine dieser Eigenschaften fir eine fiache
Mannigfaltigkeit. Es ist interessant, herauszufinden,
unter welchen Umstanden und auf welche Weise die Eigen-
schaften beim Ubergang von negativer Krimmung zu nicht
positiver Kriimmung verloren gehen.

Fir 1) und 2) ist dies bekannt. Seil dézu M eine koﬁpaﬁte
Mannigfaltigkeit nicht positiver Kriimmung (wvir zitieren die

entsprechenden Ergebnisse nicht in voller Allgemeinheit).

1a) Jede abelsche Untergruppe von D ist eine endlich er-

zeugte, freie abelsche Gruppe. Ist k die Anzahl der Erzeu-
genden, dann ist k £ dim(M) und es gibt eine totalgeodéi-
tische, isometrische Immersion eines flachen, k—-dimensiona-

len Torus in M (Gromoli-Wolf, [10] und Lawson-Yau, RERE

2e) Entweder ist M flach oder D hat exponentielles



Wachstum (Avez, (2]}

Es ist nicht bekannt, wann %) falsch wird. Es ist auch
nicht bekannt, ob Eigenschaft 3) immer richtig ist. Man
weif bisher noch nicht einmal, ob es liberhaupt stets
zwei geschlossene Geod&tische gibt.

Der bisher allgemeinste untersuchte Fall sind die soge-
nannten visibility-Mannigfaltigkeiten (vis-Mf) vom Fuchs~-
schen Typ, d.h. vig-Mfen, die eine geschlossene Geodétische
enthalten und nicht diffeomorph zu einem Vektorbiindel iiber
dem Finheitskreis sind (Kompaktheit wird nicht gefordert).

Die Hauptresultate flir vis-Mfen vom Fuchsschen Typ sind
wie folgb:
5) Es gibt unendlich viele Kquivalenzklassen geschlossener

Geodatischer {(Eberlein-0'Neill, (s8]

6) Der geoddtische FluB ist topologisch transitiv auf der
Menge () der nicht wandernden Punkte (Eberlein, [h])

Bemerkung. vol(M) (oo === (1 = T, M

T) Ist 0 = T,M , dann ist der geoddtische FluB topolo-

gisch mischend (Eberlein, [s5])

8) 1Ist eine Geoditische g nicht Rand eines flachen Strei-
fens und é(0)<££2 , dann ist sie Limes einer Folge von
geschlossenen Geod&tischen (Eberlein, [vTh

Dabei ist definitionsgemdB g Rand eines flachen Streifens
{(der Breite r, r » 0), falls es eine totalgeoditische,
isometrische Immersion i: [0,T) xR—= M mit

i(0,t) = g{t) givt.
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9) D enthalt freie (nicht abelsche) Untergruppen (dies

ist st&rker als exponentielles Wachstum) (Eberlein, [T])

Die in den Beweisen von 5) -~ 9) angewandten Methoden
sind geometrischer Natur und Verallgemeinerungen von
Methoden, die in der Theorie der automorphen Funktionen
bzw. der Flichen konstanter negativer Krimmung beniitzt
wurden. Dabei wurde die definierende Eigenschaft einer
vig-Mf ausgeniitzt: In der universellen fiverlagerung H
gibt es iu jedem p ¢ H und e » O eine Konstante r,
so dab <i:P(g) { e fir alle GeodBtischen g mit
a{p,g) > r.

Wie wir in dieser Arbeit sehen werden reichen zum
Beweis der Eigenschaften 5) - Q) schwichere Vorausset-
zungen, falls man die entsprechenden Beweise geeignet
abdndert.  Wir werden nur bestimmte Eigenschaften einer
geschlossenen Geoditischen auf M voraussetzen. Eine
dieser Eigenschaften besagt, daB ein Lift g (in H)} dieser
geschlossenen Geoddtischen von einem Punkt p € H aus
beliebig klein "aussieht"” (d.h. edip(g) { e}, falls p
weit genug von g entfernt ist. Dies ist in gewisser Weise
eine Umkehrung der visibility-Eigenschaft. Es zeigt sich
pun, daB die geschlossene Geoddtische genau dann die
geforderten Voraussetzungen erflillt, wenn sie nicht Rand
eines flachen Streifens unendlicher Breite ist (einen
flachen Streifen unendlicher Breite wollen wir in Zukunft

eine flache Halbebene nennen).

Dieses Kriterium bietet mehrere Vorteile. Man kann



erstens handliche Bedingungen dafiir angeben, wann eine
Geoditische nicht Rand eines flachen Streifens ist (und
damit erst recht nicht Rand einer flachen Halbebene).
Tst die Geoditische g zum Beispiel hyperbolisch, oder
gibt es zu jedem parallelen Vektorfeld X léngs g ein t,
so daB K{(E) < O in der von X(t) und %{t) aufgespannten
Tangentialebene E, dann ist g niecht Rand eines flachen
Streifens. In einer vis-Mf ist keine Geoddtische Rand
einer flachen Halbebene, wie man an der cobigen Definition
erkennt (im kompekten Fall ist dies &quivalent mit der
vigibility-Eigenschaft, siehe [6ly.

Zweitens gibt es ein recht allgemeines Kriterium daflr,
ﬁann eine geschlossene Geoddtische existiert, die nicht

Rend einer flachen Halbebene ist. Wir bewveisen:

10) Ist L) = T,M und gibt es auf M eine Geoddtische, die
aicht Rand einer flachen Helbebene ist, dann gibt es auch

eine geschlossene Geoddtische mit dieser Eigenschaft.

Ist also beispielsweise vol{M) ¢ o0 wund gibt es einen
Tangentialvektor v mit K(E) < 0 fir alle Tangentialebenen
E, die v enthalten, dann giit 10) und mithin 5) - 9). 3)
folgt zum Beispiel aus 8) und 10), falls vol(M) < o0 und
K(E) ¢ 0 fiir alle Tangentialebenen E. Dies wer bisher nur
fiir strikt negative Kriimmung bekannt.

Zum dritten eignet sich das oben angegebene Kriterium
susammen mit 10) zum Studium kompakter dreidimensionaler
Mannigfaltigkeiten nicht positiver Kriimmung. In . der vor-

liegenden Arbeit wird nachgeviesen, daB fiir diese 5}
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ijomer erfiillt ist und auBerdem 9) genau dann gilt, wenn

M pnicht flach ist. 7) gilt genau dann, wenn die univer-
selle Uberlagerung keinen euklidischen Faktor abspaltet

und dies ist unabhéngig von der gewidhlten Metrik (nicht
positiver Kriimmung).

Es gibt viertens Beispiele von kompakten Mannigfaltig-
keiten M {fiir alle Dimensionen » 3), die das visibility-
Axiom nicht erfiillen, auf denen aber geschlossene'Geodﬁ—
tische existieren, die nicht Rand flacher Halbebenen sind.-
E. Heintze hat diese Beispiele konstruiert (und zwar, um
zu zeigen, daB es Mannigfaltigkeiten nicht positiver
Krimmung gibt, die keine lokalsymmetrische Struktur niecht
positiver Kriimmung tragen), VWir werden die Konstruktion
dieser Mannigfaliigkeiten beschreiben., Damit erhdlt man
auch die Ldsung eines Problems, daB von Eberlein gestellt
wurde - ob néamlich die topologische Transitivitdt des
geoddtischen FluBes impliziert, daB M eine vis-Mf ist ([5]).
Die Antwort ist also nein falls dim(M) 2 3. Wir werden
aber zeigen, daB Flachen unter diesen Umsténden tatsdchlich
das visibility-Axiom erfiillen.

Die Arbeit ist folgendermaBen gegliedert:

Tm ersten Paragraphen scellen wir die bendtigten Hilfs-
mittel zusammen. Es handelt sich um bekannte Tatsachen aus
der Theorie der nicht positiven Krimmung. AuBerdem legen
wir die Notationen fest und geben einige Definitionen.

Im zweiten Paragraphen werden Eigenschaften und Existenz

geschlossener GeodAtischer bzw. axialer Isometrien disku—
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tiert. (2.2) und (2.3) sind grundlegend fir alle
folgenden Resultate. Aus (2.7) folgt unser Kriterium 10).

Im dritten und vierten Paragraphen geben wir die
Beweise von 5) -9) unter unseren Voraussetzungen. Wir
haben es allerdings vorgezogen, allgemeinere Gruppen als
die Fundamentalgruppe von M zuzulassen, nédmlich diskrete
Gruppen von Isometrienm im dritten, bzw, beliebige Gruppen
voﬁ Isometrien im vierten Paragraphen.

Im fiinften Paragraphen diskutieren wir dreidimensionale
Mannigfaltigkeiten.

Im sechsten Paragraphen beschreiben wir die Konstruktion
der Heintzebeispiele und geben zum AbschluB einige Ver-~
allgemeinerungen fiir Mannigfaltigkeiten ohne Fokalpunkte
an.

Bedanken mdchte ich mich bei Prof. Dr. W. Klingenberg
fiir die freundliche Betreuung dieser Arbeit, beil Dr. G.
Thorbergsson fiir Verbesserungsvorschléige, die der Uber-
sichtlichkeit der Arbeit zugute kamen und vor allem beil

Dr. habil. E. Heintze fiir die vielen Diskussionen und die

Mitteilung seiner Beispiele.



&1 Préliminarien

Alle vorkommenden Riemannschen Mannigfaltigkeiten M
werden als unendlich oft differenzierbar, vollstidndig und
zusammenhingend vorausgesetzt. Mit d bezeichnen wir die
durch die Riemannsche Struktur induzierte Metrik auf M.
Geoditische seien immer nach der Bogenlinge und auf TR
perametrisiert (Ausnahmen btestitigen die Regel).

T T MM sei das Biindel der Einheitstangential-
vektoren. Jedes v € TaM bestimmt eine Geoddtische By
die durch év(O) = v festgelegt ist. Der geodftische
§f TM— T, M ist definiert durch v—s g (%),
Bezeichnet K die Schnittkriimmung von M, so heifit M nicht

Flud F

positiv gekriimmt, falls XK(E) £ O bzw. negativ gekriimmt,
falls K(E) ¢ 0 und strikt negativ gekrimmt, falls
K(E) { ¢ < 0 jeweils fir alle Tangentialebenen E.
Referenzen fiir das nun folgende sind [81], [3], [9]. ‘
Fir eiﬂfach zusammenhingende, nicht positiv gekriimmte
Riemannsche Mannigfaltigkeiten verwenden wir das Symbol H.
Nach dem Satz von Hadasmard-Cartan ist H diffeomorph zum
R® (n = @aim(H)). Zwei GeodiAtische g, h auf H heiBen asymp-
totisch, falls es eine Konstante ¢ gibt mit d{gt,ht) € ¢
fir alle + » 0, Das definiert eine Aguivalenzrelation
auf der Menge aller Geoddtischen. Die Menge der Aquiva-— .
lenzklassen bezeichnen wir mit H{ec0). Ist x € H(o®) und g
€ x, so schreiben wir auch g(*?) = x. Ist p e H,

dann gibt es genau eine Geod&tische €ox mit gpx(o) = p
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hund gpx(d(p,x)) falls x € H, bazw. ng(w) = x falls
x € H{w) . Wir setzen H:= Hu H{ee) .

Ist p e H und sind x,y € & - {p} , dann setzen wir
<¥P(x,y):= ﬁrp(épx(o)’épy(o))‘ Analog kdnnen wir.den
Winkel zwischen einem Tangentialvektor v # 0 und =x
¢ H - {p} definieren. Ist A c & -{p], denn setzen wir
ﬁfP(A):m supiﬁfp(x,y)lx,yhé A}.

7u einem Tangentialvektor v # O mit FuBpunkt p und
e > 0 definieren wir C{(v,e):= {x ¢ ﬁ.-fp}|<fp(v,x) £ e}.
C(v,e) heiBt der durch v und e bestimmte Kegel. Zusammen
mit den offenen Mengen von H erzeugen die C(v,e) eine
Topologie von H, bez. derer H homdomorph ist zum Einheits~
ball im R®. Wir arbeiten ausschlieBlich mit dieser
Topologie. |

Wir zitieren einige Standardresultate:

1.1 Lemma. (Kosinussatz)}. 8Sind p,q,r ¢ H psaarveise

verschieden, dann gilt

a%(p,a) > a%(p,r) + a?(q,r) - 2d(p,r)d(q,r)005(<}fr(p,q))

1.2 Lemma. Sind p,q,r € H paarweise verschieden, dann

ist %:p(q,r) + ﬁfq(r,p) + q:r(P’Q) £ T und Gleichheit

gilt genau dann, wenn p, g und r die Ecken eines totalgeo-

ddtisch und isometrisch eingebetteten flachen Dreiecks

sind.

1.3 Lemma. Sind g und h asymptotische Geoddtische, dann
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ist L (o) 8(0),n(0)) + {h(o)(ﬁ(o),g(o)) 4?; und
Gleichheit gilt genau deann, wenn g([0,2)), n{(0,)) und
Sg(o)h(o)(EO,d(g(O),h(O)ﬂ) einen totalgeoddtisch und

isometrisech eingebetteten flachen Halbstreifen

aufspannen.

(1.3) wird in unserer Diskussion eine groBe Rolle spielen.

(1.3) folgt aus (1.2).

Fiir eine Geoddtische g seil g‘1 definiert dureh
g~1(t):= g(-t). Fir g_1(Mﬁ gschreiben wir auch g(-).
Eg ist weder wehr, daB es zu allen X # Y & H(e2¢) eine Geo~-
détische gibt mit g{(-«) = x und g{ee) = y , noch, daB die
Gecditische eindeutig bestimmt ist, falls sie existiert.
Die erstere Eigenschaft ist dquivalent mit dem visibility-

Axiom. Wir wollen zwel Geoddtische biasymptotisch nennen,

falls ihre Endpunkte libereinstimmen,

1.4 TLemma. 1) 8ind g und h biasymptotisch, dann spannen

g und h einen totalgeoddtisch und isometrisch immersierten
fiachen Streifen auf.

2) Die Menge der Punkte in H, die auf einer zu g bi-
.asymptotischen Geod&tischen liegen, jst abgeschlossen,
konvex und spaltet isometrisch als N xR , wobei N abge-

schlossen und konvex in H ist.

Aus 2) folgt, daB g genau dann nicht Rand einer flachen

Halbebene ist wenn N kompakt ist. AuBerdenm ist g genau
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dann nicht Rand einer flachen Halbebene, wenn dies auch
fiir alle zu g biasymptotischen Geoddtischen gilt. ({1.4)
ist ebenfalls Konsequenz aus (1.2).

Ist ¥: H— H eine Isometrie, dann heiBt d?(p):=

d(p,fp) die Verschiebungsfunktion von Y. dy ist stetig

und konvex., ¥ heiBt parabolisch, falls dyp kein Minimum

annimmt, im anderen Falle halbeinfach. Ist ¥ halbein-

fach und das Minimum von dy Null, dann heiBt ¥ elliptisch.
? heiBt axial, falls dy ein positives Minimum hat. Y ist
axisl genau dann, wenn es eine Geoddtische a und ein ¢ > 0
gibt mit P(a(t)) = ﬁ(t + @) fir alle t. a heiBt eine
Achse von P . Es ist mdglich, daB eine axiale Isometie
mehrere Achsen hat. Alle Achsen einer axialen Isometrie
sind biasymptotisch.

Eine Isometrie ¥ erhdlt die Linge von Tangentialvektoren,
also ist f: T,H—> T H wohldefiniert. Es gilt

Ftof = foPF (Ft ist der geoddtische FluB).

t
D sei eine Gruppe von Isometrien. D heifit diskret, falls
zu jedem p € H eine Umgebung U eﬁistiert mit
P(U)NU = 4 fiir fast alle P& D. Ist D diskret, dann
operiert D gensu dann frei, wenn D keine Torsionselemente
enthdlt (die Kriimmung ist nicht positiv). Die Torsionsele-
mente in einer diskreten Gruppe D sind genau die ellipti-
schen Isometrien, die in D enthelten sind.
Ist D diskret und frei operierend, dann ist H/D = M

in kanonischer Weise eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Um-

gekehrt ist die Fundamentalgruppe einer Riemannschen Mannig-
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faltigkeit eine frei operierende, diskrete Gruppe von

Isometrien. Das Symbol M werden wir nur damn fiir den

Quotienten H/D Dbeniitzen, wenn D diskret ist und frei

operiert.

Eine Geod&tische g auf M heiBt geschlossen, falls ein

¢ >0 existiert mit g{t) = g(t + ¢) fir alle ¢. Die
Periode von g ist das kleinste c¢ » 0 mit dieser Eigen-
sehaft. Die geschlossenen Geoddtischen entsprechen genau
den periodischen Orbiten des geoddtischen FluBes auf T1M.
Ist a ein Lift der geschlossenen Geoddtischen {(in H),
dann ist a Achse einer axialen Isometrie und umgekehrt.

"Wir wollen deshalb allgemein v e T H periodisch (bez. D)

nennen, wenn v tangential an eine Achse einer Isometrie

aus D ist (D beliebig).

v e T1M heiBt nicht wendernd, falls es Folgen tn—+<w

und v -V givt mit F, (vn) —»v. Entsprechend nennen
n

wir v & T1H nicht wandernd (bez. D), falls es Folgen

Yf;kc D, t und v >V gibt mit \on(Ft (vn)) — v,

Die Menge aller dieser Punkte bezeichnen wir mit £2(D)

bzw. L , falls keine Yerwechslung zu befiirchten ist. {0

it abgeschlossen und invariant unter dem geoddtischen

FluB. Weil der geoddtische Flub das auf T1H kanonisch

gegebene VolumenmeB erhdlt gilt {0 = T1H , Falls es eine

abz&hlbare Teilmenge N ¢ D und eine meRbare Teilmenge V

von H von epdlichem MaB gibt mit \gu)?(v) = H .
€N

Ist Ac T.M invariant unter dem geoddtischen FluB F,

dann heiBt F topologisch transitiv auf A (topologisch

t
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mischend auf A), wenn zu allen nicht leeren, offenen
Teilmengen U,V c A ein t existiert mit Ft(U)f\V £ ¢
(bzw. ein T existiert mit Ft(U)(\V # ¢ fir alle t mit
Itl; 7)., Entsprechend nennen wir F auf einer unter D

+

und Ft invarianten Teilmenge A < T1H topologisch tran-

sitiv modulo D (topologisch mischend modulo D), wenn zu

allenAnicht leeren, offenen Teilmengeﬁ. u,v ¢ T1H eln
P ¢ D und t existieren mit ?(Ft(U))f\V # ¢ (vzw. ein
T existiert, so daB es fiir alle t mit |tl; T ein Pe D
givt mit P(Ft(U))r\V # 8. F, is£ genau dann topolo-
gisch transitiv auf A modulo D , vwenn 2zu allen v,we A
Folgen fvn§<: A mit v— ¥, {Pnj €D und t —*o0

gibt mit ]On(Ft (vn})-+ v .
n
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§2 Axiale Isometrien

In diesem Paragraphen wollen wir Existenz und Eigen-

schaften sxialer Isometrien diskutieren. Als Vorberei-

tung fir diese Diskussion dienen uns einige Lemmata.

2.1 Lemma. Eine Geoddtische berandet gensau dann einen

flachen Streifen der Breite ¢ > 0 , wenn es Folgen
{p,} ¢ €(-&(0),1/x) N H und {a,} ¢ c(&(0),1/k) N K

gibt mit d(g(0),g ) > e .
Py 9%

Beweis. Wir zeigen die Existenz eines flachen Streifens

der Breite e > 0 , falls Folgen {pk], {qkl in der an-

gegebenen Weise existieren. Die umgekehrte Richtung ist

klar. Nur der Fall ¢ > O ist nicht trivial.

Den zu g(0) nichsten Punkt auf S
. P

k 4 A
(c) . Sy liegt also AT

g ; ST
p,q, nennen wir r. und setzen i

Sk T gg(O)rk
nach Voraussetzung zwischen g(Q) und Ty

’°<k = {g(o)(Pk‘srk) )

Weiterhin set-

zen wir h,_ = g ., hl = g_
k SxPx k ®x %%

“(;i = %:g((})(qk’rk) > ﬁk = {Sk(g(o):Pk) und

e = £ (8(0).ap).
k .
Nach Vorsussebtzung gilt ofy * Mi > W~ 2/k . Anderer-

seits <7 (g(0),p ) = . (g(0),q, ) = M/2 , mithin
k ‘ K
/2 > o<k>,‘:T/2— 2/x , Tz > *p >T/2- 2/x . Analog
folgt yr/2¢ /3k , TW/2{ B, und vegen «, +f < T,

OQI{ + f3]'£$ﬂ folgt W/2¢ Pk & fr/2 + 2/k , dasselbe fiir /3;{
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Weil d(g(O),sk) = ¢ = constant folgt insbesondere
d(g(O),pk)—wpco . d(g(O),qk)-—écn und deshaldb auf Grund
unserer Voraussetzung Pp— gl-) , 94y " g{eo)
Durch Ubergeng zu einer Teilfolge nehmen wir an, daB
die s konvergieren, Sk——# s, Dann gilt hg"*'hsg(-w)

k
hi'—*'hsghw) . Unsere iverlegungen zeigen
Kgo)(moEl=) = & = L o) (s,a(=) = <" = W2,
X (&(0),8(-)) = B = & (4(0),g(e)) = 7= W2 .
Aus (1.3) folgern wir,da8 g({-« ,0]), 3g(0)s([0’°])
und gsg(_w)([o,w)) vzw., g([0,%))} , sg(o)s([O,c]) und
gsg(w)(ﬁo,w)) jgweils einen totalgeoddtisch und isome~'
trisch eingebetteten flachen Halbstreifen der Breite ¢

beranden. Weil g in g(0) keinen Knick hat stoBen

diese Halbstireifen differenzierbar zusammen.

2.2 Lemma. Eine Geoddétische g 1ist entweder Rand einer

flachen Halbebene, oder es gibt Konstanten e > 0 , ¢ >0,
so daB fir alle x € C{-&(0),e) und alle y € C(&(0),e)
eine Verbindungsgeoditische existiert und fiir jede solche

Verbindungsgeoddtische h von x nach y gilt

é(g(0),n) & c.

Bemerkung. Insbesondere sind diese Verbindungsgeoddti-

schen nieht Rand flacher Halbebenen.

Beweis. Zunichst folgt aus (2.1), daB es Konstanten
e >0 und ¢ >0 gibt, so daB d(gpq,g(o)) & ¢ far

alle p € C(-&(0),e) NH und q € C(&(0),e)NH . Ist
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x ¢ ¢{(-%(0),e) und y € C(&(0),e) , dann vwéhlen wir
&pnﬂ c C(-g(0),e)nH und {qn} c C(g(0),e) aH mit
P — X und @ —V . Weil d(g(O),anqn) & ¢ gibt es
{nach geeigneter Umparametrisierung) konvergente Teil-
folgen der g und der Limes einer solchen Teilfolge
ist elne Verbiﬁdﬁngsgeodatische von x und y;

Ist andererseits h eine beliebige Verbindungsgeodd-
tische von x und y, dann gilt ha{-n)—x , n{n) —= 3.

Fiir groBe n ist dann h{(-n} € ¢(-g(0),e) NE und

hin) e ¢{(g{0},e}nH . Also a(g(0),h) & ¢ .

Wenn die Kriimmung von H strikt negativ ist, dann ist
leicht zu sehen, daB eine Geoddtische in einem Punkt

p ¢ H einen beliebig kleinen Winkel aufspannt falls p
weit genug von dieser Geodétiscﬁen entfernt ist. Ist

die GCeodatische g auBerdem Achse einer axialen Isomet?ie
f, dann gibt es zu allen Umgebungen U von g(-%) und
Vv von gleo) ein n e N mit P2({E-U) < V und

T7%(H - V) ¢ U . Diese beiden Eigenschaften sind zum
Beispiel in der Diskussion qualitativer Eigenschaften des
geoddtischen FluBes von groBer Bedeutung. Beide gelten

offensichtlich nicht, wenn g Rand einer flachen Halb-

ebene ist.

2.3 Satz. Sei f: H—=H eine axiale Isometrie und a

eine Achse von P . Dann sind die folgenden Aussagen

dquivalent:

1) a 1ist nicht Rand einer flachen Halbebene
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2) Zu allen Umgebungen U von a{~w) wund V von a(w)
gibt es N e N mit ‘Pn(ﬁ - UYc V und {T™E - V)c U
fiir alle n 2> N '

3) Zu ellen x & H() -{a(w)] gibt es Umgebungen U

von ale) und V von x und eine Konstante ¢ , 80 daB
fiir alle y € U und 2z & V eine Verbindungsgeodétiscﬁe
existiert und d(h,a{0})) £ ¢ fir alle diese Verbindungs-
geoddtischen h

k) Zu e > 0 gidbt es ein r mit 4¥q(a) £ e falls

d{gq,a) > T

Bemerkungen. i) e"' ist Achse von f—T. 3) gilt also

sinngemiaBl auch fur a(-o09).
ii) Insbesondere folgt aus 3), daB a(e0) mit jedem

x € H(e)} - {a(W)} geoddtisch verbunden werden kann.

ibersichtliichkeitshalber stellen wir dem Beweis des Satzes
zwei Lemmata voran. Sei dabei & stets Achse elner
axialen Isometrie ¥ und- u so gewdhlt, dad

Pla(t)) = alt + u) fir alle t

5.4 Lemma. B ¢ H(ew) sei eine kompakte Menge mit

P(B) ¢ B . Es gebe eine Umgebung U von afo) mit
UnB =6 und B enthalte zumindest einen von a(~)

verschiedenen Punkt. Dann ist a Rand einer flachen

Halbebene.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein e > O mit
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C(é.(O),e-)'nB = @ . Mithin

o7 > sup jc(af(o),e)nB = ﬂ} e, > 0 . Weil B kom~
e >0

pakt ist gilt A = c(é(o),eoinB £ ¢ . Nun ist f(B) C B
und ‘P(C(é(O),eo)) < C(é(O),eO) , also P(A) c A.

Fiir alle x € A ist nach Definition -%:a(o)(x,a(wd)weo.

Insbesondere éfa(nu)(fnx,a(M)) = ‘ﬁra(o)(x,a@ﬂ)) = e
fiir alle x € A und n ¢ N. Weil aber auch PR (A) ¢ &
fiir alle. ne (N gilt <¢fa(0)(?nx,a@w)) = e . Nach {1.3)

spannen daher a([O,nu]) N ga(o)fmx([o,wﬂ) und

Y ) B4 3 s .
ga(nu)?mx(EQ’ )) einen totalgeodi&tisch und isometrisch
eigebetteten flachen Halbstreifen S = suf. Sei s; =

f-n(SQh) . S; ist eiﬁdeutig bestimmt durch den Einheits-
tangentialvektor v in =a(0) , der senkrecht zu 4&(0)
ist und in das Innere von S; zeigt. Wir definieren

in: [0,9)xR — H durch in(s,t) = exp(svn + t4{0)).
Konvergiert eine Teilfolge der v, o dann konvergieren

die in gegeﬁ eine totalgeoddtische, isometrische Ein-

 bettung i: [0,0)xR——=E .

2.5 Koroller. 1) Sei x £ H(o0) =~ {a(—a@,a(w)] ein

Fixpunkt von P . Dann ist a Rand einer flachen Halb-

ebene.

2) ¥ hat entweder genau 2 Fixpunkte oder unendlich

riele.

Beweis. 1) ist klar. Hat f einen dritten Fixpunki x,

so kdénnen wir eine flache Halbebene mit Rand =a in der
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obigen Weise konstruieren. ‘Wie man an der Konstruktion
erkennt ist x ein Randpunkt der flachen Halbebene und
diese ist daher invariant unter f . Deshalb bleiben

alle Randpunkte der Halbebene fest unter P.

2.6 Lemma. BEntweder ist a Rand einer flachen Helb-

ebene, oder zu allen O { e,e’ {T und jedem ¢t € R

gibt es ein t7 mit c(a(t”),e) c cla(t),e”)

Bevweis. Es gebe 0 < e,e”< T und & e R , so daB fiir
alle t~ gilt C(&(t7),e) & c{a(t),e”) . Insbesondere
gibt es also z € c{a(nu),e) mit z £ cla(t),e” ).
Weil PlC(alt),e”) ¢ Clalt),e’) gilt ¥ (z.) ¢
c(a(t),e”) fiir alle k € IN . Wir setzen X, =‘f”n(zn) ,
also X e C(&a(0),e) und xn,‘fxn,..., fnxn ¢ C{a(t),e” ).
Sei x ein Héufungspunkt der x_ . Dann 1ist also

x e ¢(a(0),e) - C{&(t),e”) und nach Wahl der =x, gilt
Y% £ c{a(t),e”) fir alle n € N,

Sei B = {x & H(aﬂl‘an ¢ c(a(t),e”) fiir alle nz . Dann
ist B kompakt, f(B) ¢ B und nach dem gerade bewiesenen

enthilt B Punkte verschieden von a(~w), Weil

Bac(a({t),e”) = @ ist (2.4) anvendbar.

Beweis des Satzes. 1)=>2): Aus {(2.6) schlieBen wir,

deBd die C(a(t),e) fir festes I > e > 0 eine Umngebungs-~
pasis von afe) sind, falls = nieht Rand einer flachen
Halbebene ist. Weil e~V Achse von *P-1 ist, sind die

c{(-4(t),e) dann ebenfalls Umgebungsbasis von a(=-00) .
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zu U und V gibt es also ein t > O mit
c(-a(~t),m/2) ¢ U und C(a(t),n/2) ¢ V. Sei N e N
so, daB Nu > 2t . Denn gilt flir n > N
PR(F - U) c PME - c(-akt),n/2)) ¢ clals),w/2) e V .
Genauso folgt T HE - V) c U . |
1)===>3): Nach (2.2) gibt es e > 0 und c07>0 ., SO
daB fir alle v & C(-a(0),e) und z € c(a(0),e) eine
Verbindungsgeoddtische existiert und es gilt 4a(g(0),h)
4 ¢ fiir alle diese. Nach dem gerade bewiesenen gibt
es ein nelN mit P %x e c(-a(0),e) . Wir setzen
U = PR(c(a(0),e)) , V = PP(C(-4(0),e) wuwmd ¢ = nu + c,.
1)==pk): a ist inveriant unter ¥ , mithin %{q(a) =

<ﬁ:Pq(a) . Wir kénnen uns also auf Punkte aus

Cla(0),m72) - {(c{a(u),v/2)v H({?)) beschrénken. Diese
Menge wollen wir 7 mnennen. Wir wahlen e und ¢
gemaf (2.2). ©Nach (2.6) gibt es dann ein =1 € N mit
Il -t .
P78z c c(-a(0),e) , also d(g?qha(t),a(o)) { e fir ¢ }70 ,
q € 2. Mithin gilt fir alle q & 7 und alle t > nu
d(gqa(t),a(o)) { nu + d(gqa(t),a(nu)).g nw + ¢ = ooy o
Fir 0 ¢ t € nu gilt aber sowieso d(a(O),gqa(t)} £ Cye
Dieselbe Diskussion machen wir fir % & 0 und erhalten
insgesamt eine Konstante P so daB fiir q € Z und

- 3 1 -
t € [-w,0] gilt d(a(o),gqa(t)) § ¢, » Aus dem Kosinus
satz folgt dann unsere Behasuptung.

Die anderen Richtungen sind trivial. Damit ist der

Beweis fertig.

Wir kommen nun zur Diskussion fliber die Existenz axialer
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axialer Isometrien. Wir fragen uns, ©b eine gegebene
Gruppe von Isometrien eine axiale Isometrie enthdlt.
Dies ist Bquivalent mit der Existenz geschlossener Geo-

détischer auf M, falls die Gruppe D diskret ist und frei

operiert.

2.7 Satz. Seil Q = Q) = TH . Es gebe eine Geo-

datische g in H , die nicht Rand einer flachen Halbebene
ist. Dann gibt es zu beliebig vorgegebenen Umgebungen

U von g{(=® und V von g(e0) eine Achse a einer
axialen Isometrie {e D mit a(-%) € U und al«<)e V,

so daB =& nicht Rand einer flachen Halbebene ist.

Bemerkung. Aus (2.2) und (2.7) folgt sofort, dab die

geschlossenen GeodAtischen dieht in T1M liegen, falls M

negativ gekrimmt ist und vol(M) € oo,

Beweis. Sei
f)o = {v € T1H] es gibt i?nz €D, t e mit antn(v)—+v3.
Q, ist gicht in T,H, demn Q = 2.8 (siene [21]).

Sei v.—esv = g(0) eine Folge von Vektoren in Ilo’

k
2, ist fiir groBe k nicht Rand einer flachen Halbebene
k .
und g, {(-*) € U, & (0) € V . Wir kdnnen also 0.B.d.A.
Yk Yk

annehmen, da8 v in 110 igt. Es gibt daher Folgen

ifnl ¢ D und t —»ww mit fn(Ft (v)) — v . Wir zeigen
nun, daB die ?n fiir groBe n aiial sein mfissen und

die Endpunkte ihrer Achsen in U bzw. V liegen.

Es gibt ein e » O so, daB U_~= ¢(-v,e)n H(w) & U
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und V_ = c{v,e) nH(e0) ¢ V. Nach (2.2) kdnnen wir e
so wihlen, daB man jedeﬁ Punkt aus Ue mit jedem Punkt
aus Ve geoddtisch verbinden kann und alle diese Ver-
bindungsgeoddtischen in beschriénkten Abstand von p =
g(0) sind.
" . -1,
+ ‘
} Fiir groBe n gilt fn (Ve) c Ve

Denn ist dies nicht der Fall, dann gibt es unendlieh
viele n, so da% ein x_ € 9V existiert mit ‘?-1{x )

n e n n
g v, - ‘Weil v, = ?n(Ft (v))—>v ist fir e’ beliebig
. . n
vorgegeben {ﬁn(vn)(vn,x) & e + e fir alle x & oV,
falls n grod genug ist. Nun ist “?;1(vn) = é(tn) , Blso

. -1 rs
+ .
<):g(tn)(g(tn),‘f’n (xn)) L e+ e
Nach Wahl der x_ gilt aueh <L (2(0), P M x ) > e .
n . g(0) *>'n n

Sei x ein Haufungspunkt der Y ;1(xn) . Weil e belie-
big war gilt %fg(t)(x,g&w)) = e fiir alle t » 0 . Wir
haben also nach (1.3) einen flachen Halbstreifen, der
aufgespannt wird von g{[0,®)) und gg(o)x([o,dﬂ). Durch
Anwvenden der ‘Pn erhalten wir eine flache Halbebene mit
Rand g , ein Widerspruch. Also gilt +).
++) TFiir groBe n gilt Pn(Ue) c U,
Ist dies namlieh nicht richtig, dann givt es fiir unend-
lich viele n ein x e'aUe mit Pn(xn) ¢ U, . Weil
vn_w v ist fiir e beliebig <¥%(vn)(—vn5x) } e - e fur
geniigend groBes n und x € H{ee) - u, - Insbesondere
‘a!cfn’(vn)(-vn’fnxn) 2 e ~- e , also zﬁg(tn)(_g(tn)sxn)
> e - e, Weil e beliebig wer gilt
ﬁ:g(t)(~é(t),x) = e Fir alle t > O wund einen Hiaufungs-

punkt x der x_ . g([0,~)) und gg(o)x([o,dﬁ) spannen
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also nach {(1.3) einen flachen Halbstreifen auf., Wieder
durch Anwenden der ?n erhalten wir eine flache Halb-
ebene an g und damit einen Widerspruch. Also ++) .
Weill Ue und Ve homSomorph sind zu Vollkugeln,

folgt aus +) und ++), dab die {n fiir geniigend groBes

¢ U und 2 _ € Ve habven., Nach unserer

n Fixpunkte yn o n

Wahl von e wissen wir, daB Yo und L durch eine Geo-
dédtische g, verbunden werden koOnnen, die nicht Rand
einer flachen Halbebene ist. Aus (2,8) folgt, daB ?n
halbeinfach ist und eine zu 3 biasymptotische Geodé-
tische invariant 188t. Fir n geniigend groB kann Pn

aber nicht elliptisch sein, denn d(fn(g(o)),g(O))mwew.

Damit folgt (2.7)

2.8 Lemma. Die Geodétische g gei nicht Rand einer

flachen Halbebene, ¥ sei eine Isometrie, die die
Endpunktmenge von g festldBt. Dann ist entweder f
axial mit einer zu g oder g“1 biasymptotischen Achse,

cder ¥ ist elliptisch und 1468t eine zu g bissymptoti-

sche Geodidtische fest.

Beweis. Die Menge der Punkte, die auf einer zu g biasymp-
totischen Geod&tischen liegen, spaltet isometrisch als

N xR , wobei N kompakt und konveX in H ist, Nach Vor-
ausseﬁzung ist N =W invariant unter T , also spaltet
PIH;ﬂm als (f1,fz) , wobei {g: N—aN . P1vhat einen

Fixpunkt, denn N ist homdomorph zu einer Vollkugel.
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£3 Diskrete Gruppen von ILsometrien

Bevor wir mit den eigentlichen Untersuchungen beginnen,
wollen wir einige Eigenschaften spezieller diskreter

Gruppen von Isometrien diskutieren,

3.1 Satz. D sei diskret und enthalte eine axiale

Isometrie ¥ mit einer Achse a , die nicht Rand einer
flechen Halbebene ist. Fiir alle Y.E D seil

Y(a(+e) € {a(0),a(-)}. Dann gilt:

1) Es gibt eine zu & biasymptotische Geoddtische D
mit Y¥(b) = b (mengentheoretisch) fiir alle Y eD

2) D enthidlt eine unendlich zyklische Gruppe von endli~
chem Index und alle WY €D sind halbeinfach

3) Operiert D frei, denn ist D unendlich zyklisch und

alle Y € D - §ia}! sind axial

Wir schlieBen noch eine Beobachtung an: D operiert in

kanonischer Weise auf dem Normalenbiindel von b , welches
durch Wahl einer parallelen ON-Basis isometrisch zum RE
wird {(n = dim(H)). D ©besitzt also in natiirlicher Weise
eine treue Darstellung als diskrete Gruppe von Bewegungen

aines euklidischen Raumes.

Beweis. Die Menge aller Punkte, die auf einer zu a bi-
asymptotischen Geodétischen liegen, spaltet isometrisch

als N xR , wobei N eine kompakte, konvexe Teilmenge
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von H ist, HNach Voraussetzung ijst N xR invariant
unter D . Mithin respektieren alle Ye¢ D diese Spal-
t¢ung, d.h., zu t ¢R und Ye D gibt es ein £7 mit
Y(Exft)) = Fxf2"3.

Gibt es ein Y & D mit Y(a(e0)) = a{-®) , dann wahlen
wir den Nullpunkt in ¥ xR so, daB V(N={0)) = Nx10}
fiir mindestens ein solches Y. Gibt es kein Y D mit
dieser Eigenscheft, dann setzen wir den Nullpunkt will-
klirlich fest.

Weil D diskret ist und eine axiale Isometrie enthdlt
gibt es ein kleistes t > 0 , 80 daB ein ‘fo e D exis-
tiert mit “PO(Nx[s}) = Nx{s + tog fiir alle s . Aus (2.8)
folgt, daB fo axial ist. Deshaldb erzeugt ‘fo eine un-
endlieh zyklische Untergruppe 7 wvon D . Wie iiblich
sieht man, daB fir Y €D mit W(Nx§s}) = Bx{s + t§ fir
alle s folgt t = kt; , k & Z . Sei F die Untergruppe
von D , die NKiO? in sich tiberfiihrt. N ist kompakt,
also ist TF endlich. AuBerdem gilt FANZ = jia} . Men
sieht leicht, daB sich alle Y« D schreiben lassen als
Y=9% ,xe Z, feP . Aso p = FZ = ZF .

fo habe die Achse a = {k;§?5m . Sei
A = if(kox\ﬂ\ )J £ € F] . A ist eine endliche Menge von
biassymptotischen Geod&tischen. Nun ist f§f1(f2( kOX'R Y)
= ?};foe(koxﬂ{) = f3*f’i(1gox]R ) = £k % R ) . Also ist
A invariant unter D . Sei k der Schwerpunkt der '
{fkoif € F{ . Dann ist b:i= Kk xR invariant unter D.
Damit ist 1) bewiesen. 2 ist von endlichem Index in D

und nach (2.8) sind alle Elemente aus D halbeinfach,



.—25_

also folgt 2). Operiert D frei, dann ist F = {ia} ,

also gilt 3).

3,2 Definition. M heiBt axial , falls D die von einer

axialen Isometrie erzeugte unendlich zyklische Gruppe ist.

Diese Definition haben wir aus [8] fibernommen. In (3.1)
ist also bewiesen worden, daB M axial ist, fallis M eine
geschlossene Geodédtische enthdlt, die nicht Rand einer
flachen Halbebene ist und alle V€D die Endpunktmenge
eines Lifts dieser geschlossenen Geodétischen invariant
lassen. Die Struktur einer axialen Mannigfaltigkeit ist
denkbar einfach: Ist & eine Achse des Erzeugenden von
D , dann projiziert a zu einer doppelpunkitfreien ge-
schlossenen Geoddtischen auf M {doppelpunktfrei bedeutet,
daB die Geoddtische bis auf die Periode injektiv ist}.

M ist via Exponentialabbildung des Normalenbiindels dieser

geschlossenen Geod&tischen ein ﬂ{n"1—Bﬁnde1 fiber demnm

Einheitskreis.

Freie Untergruppen

Als erstes untersuchen wir nun die Existenz freier Unter-
gruppen von D (frei bedeutet hier frei, nicht abelsch).
Freie Untergruppen sagen etwas iber die GréBe von D aus.
Beispielsweise ist die Existenz freier Untergruppen eine

stirkere Eigenschaft als exponentielles Wachstum.
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3.3 Satz. D sei diskret und enthalte eine axiale Iso-

metrie ¥ mit einer Achse a , die nicht Rand einer
flachen Halbebene ist. Dann erfiillt D entweder die Yor-

aussetzungen von (3.1) oder D enthilt eine freie

Untergruppe.

3.4 Korollasr., Es gebe auf M eine geschlossene Geoditische,

die nicht Rand einer flachen Halbebene ist. Dann ist M

entweder axial, oder die Fundamentalgruppe von M enthdlt

eine freie Untergruppe.

Einige Bemerkungen, i) Die Kommutatoruntergruppe einer

freien Gruppe in zwei Erzeugenden ist eine freie Gruppe

in unendlich vielen Erzeugenden. Im Bewels werden wir
allerdings direkt eine unendliche Menge F C D konstru-
ieren, so daB die Inklusion F.c » D zu einem injektiven
Homomorphismus der von F (abstrakt) erzeugten freien
Gruppe ausdehnt.

ii) Es ist interessant, daB nur die Existenz einer
geschlossenen Geoddtischen gefordert werden muS. Die
Gr&Be der Fundementalgruppe héngt also scheinbar nicht mit
der Existenz vieler geschlossener Geod&tischer zusammen.
Wir.werden im Beweis sogar sehen, daB wir als Elemente der
in i) erwihnten Menge F axiale Isometrien aus D wéhlen
kdénnen, die bis auf Potenz zueinander konjugiert sind.

In (3.6) bzw. (3.7) vwerden wir aber sehen, daB es auch

unendlich viele geschlossene Geoddtische gibt (falls M

nicht axial ist).
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iii) Nach einem Theorem von Tits, {siehe [18]) enthiélt
‘eine Gruppe von Automormphismen eines endlichdimensio-
nalen Vektorraums fiber einem Kdrper der Charakteristik O
entweder eine freie Untergruppe oder eine aufldsbare
Untergruppe von endlichem IndeX. Wenn es also eine treue
Darstellung gt D*u%-GlK(V) gibt (char{(k) = 0), dann mub
D ebenfalls diese Eigenschaften besitzen. Zusammen mit
(3.1) wird dies in (3.3) nachgewiesen.

iv) Die (gruppentheoretische) Technik des Auffindens
freier Untergruppen, die in unserem Beweis benfitzt wird,
wurde auch von Eberlein beniitzt (siehe [7]) und entstammt
wohl der Theorie der automorphen Funktionen (siehe [th).

(3.4) ist die Verallgemeinerung des Hauptresultats aus

17].

zum Beweis des Satzes bendtigen wvir ein Lemma, daf wir

ohne Beweis aus [8] tibernehmen.

3.5 Lemma. D seil diskret und ?,Y & D seien axial. =a

sei eine Achse von ? und b sei eine Achse von *’.

Tst af{e) = b(w) , denn auch a(-0) = b(-o)

Beweis des Satzes., Wir nehmen an, daB D nicht die

Voraussetzungen von (3.1) erfiillt. Nach {3.5) gibt es

also ein Y ¢ b mit Y(a(+))¢ {a(cﬂ),a(—txD)}.

Sei e, > 0 so, daB Y(a(+)) € H ~ C(a(0),e,) . Uy

v, seien Umgebungen von ‘V(a(-e))} ,‘P{a&ﬂ)), die in

B - C(é(o),ei) enthalten sind. YV(a) ist Achse von
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‘ffT” und nicht Rand einer flachen Halbebene. Nach (2.3)

gibt es ein N1 , so daf fiir salle =n > N1 gilt

FPYTHRE-v) cv, , PFTHTHE - v e U,
Wir setzen fg = (f1“f—1)n und W, = U U v, . Es gilt
also f?(ﬁ - W1) < w, fiir alle k & Z - ZO} .

Wieder nach (2.3) gibt es ein m, mit

P (P(al(re9))) € C(é(O),e1) . e, >0 sei so gewdhlt, daB

PRA(V(al(+0))) € H - C(é(o),eg) .U, . Yy, seien Umge-
bungen von PP(Y(a(-9))) , ¥PA(Y(aled))) , die zu W,
disjunkt sind und in H - c(a(oi,e25 enthalten sind. Es

gibt ein N, , so as fir ¥ := YA PE 1P M na rir

. n, s “n,7
n» N, gilt ‘PE(H_ U2} c Vv, 1’2 (H Vz) cu, .

. N
Wir setzen "?2 = ?2 und W2 = U2ulv2l.

Induktiv erhalten wir asuf diese Weise ?n € D und paar-
weise disjunkte W < H , so daB a(0) ¢ W fir slle n und

‘f’i(ﬁ - Wn) c W, fir alle ke Z - iof. Wir setzen
=00, .

Wir behsupten nun, daB die Inklusion Fé&—D  2zu einem
injektiven Homomorphismus der von F (abstrakt) erzeugten
freien Gruppe ausdehnt. Sei dazu ??1-...'f§1 ein Wort

1 1
in den fn mit J $ P und ki e Z#- 0}, Wir miissen
zeigen, daB dieses Wort nicht die identische Abbildung

auf H reprisentiert. Nun ist a(0) ¢ H - Wj , also
1

f?l(a(o)) € W. . Weil W. <« H - W, folgt
3y 3y iy Jqaq
T%‘”‘f%‘(a(o)) e W, . Induktiv sehen wir, daB a{0)
d1-1 91 J1-1
schlieBlich in W landet. Weil a(0) ¢ W, folgt die.
1 1
Behauptung.
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Aquivalenzklassen geschlossener Geoddtischer

Zwei geschlossene CGecdétische g, +85 auf M mit Perioden

c heiBen &quivalent, falls es natiirliiche Zehlen

172

n gibt, so daB c1|[0,n1c1] als geschlossene

1 0 P2
Kurve frei homotop 2zu c2|[0,n2c2] ‘oder c;1l[0,n2c2] ist.
Die Menge der Aquivalenzklassen entspricht eindeutig der
Menge der Agquivalenzklassen axisler Isometrien in D, wobeil
zwei axiale Isometrien f1 ’ ?2 éguivalent heiBen, falls
es ganze Zahlen k , 1 und VY'e D gibt mit

f? = ??;T“1 (ist im ibrigen ‘P1 axial und gilt letztere
Gleichung, dann ist auch ‘PE axial)., So definieren wir
dann such eine fAquivalenzrelation fir axisle Isometrien
wenn D diskret ist.

Ist M nicht kompakt und &ndert man die Metrik auf M, so
kann es passieren, daB aus axialen Isometrien parabolische
fsometrien werden und umgekehrt. Ein triviales Beispiel
ist ein einschaliges Hyperboloid, daB wir in ein Trompe-
tenrohr abdndern. Im ersten Fall sind alle Isometrien aus
D -~ {id} eaxial, im zveiten parabolisch. Die obigen
Kqﬁivalenzklassen sind also abhingig von der Metrik.

Ist M jedoech kompakt, dann sind alle Elemente aus D ~£id]
axial, siehe [3]. Ein bisher ungeldstes Problem ist, ob
dann immer unendlich viele Aquivalenzklassen geschlossener
Geoditischer existierem. Ist dim(M) = 2 , dann folgt

dies sus der Klassifikation der Fléchen, fir daim(M) = 3

werden wir dies weiter unten sehen.
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3.6 Satz. D sel diskret und enthalte eipe axiale

Isometrie P mit einer Achse & , die nicht Rand einer
flachen Helbebene ist. Dann erfiillt D entweder die Vor-
sussetzungen von (3.1), oder D enthdlt unendlich viele

Aguivalenzklassen axialer Isometrien, deren Achsen nicht

Rand flacher Halbebenen sind.

3,7 Korollar. Es gebe auf M eine geschlossene Geodétische,

die niecht Rand einer flachen Halbebene ist. Dann ist
entweder M axial, oder es gibt unendlich viele Aquivalenz-

klassen geschlossener Geoddtischer, die nieht Rand flacher

Helbebenen sind.

Bemerkung. Ist M kompakt und erfiillt die Voraussetzung

von (3.7), dann gibt es suf M bez. jeder Metrik unendlich

viele geschlossene Geoddtische.

Beweis des Satzes. Wir nehmen an, daB M nieht die Vor-

sussetzung von (3.1) erfillt. Nach (3.5) gibt es also

X 4 Ea(-oﬂ) :a(w)3 *

ein Y € D mit ¥Yla(-))

+) Zu allen Umgebungen U von x und V von aler) gibt es

te p mit T(E-U)ev, THE-V) cu

\i/

s ein n mit PNE - ¥l un e v, TTHE- V) ¢ ¥ ).

1(U) ist némlich Umgebung von a(-¢) und nach (2.3) gibt

Mit & = ‘PnTr1 folgt +)
Nach (2.3) gibt es Umgebungen U_ von x und vV, von
a(~0) und eine kompakte Menge N ¢ H , so daB fir p € U

und g & Vo eine Verbindungsgeod&tische existiert und
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alle diese Verbindungsgeoddtischen durch N laufen. Wir
wihlen U, wund YV,  so, qaB ﬁor\§o =g .

++) Sei U c Ul eine Kegelumgebung von x und V < v,
éine Kegelumgebung von a(e0). Sei 7 €D mit

(E - U) c VvV, C_1(E - V) ¢ U, Dann ist 1 axial und
trapslatiert eine Geoddtische D mit b{=~) & U und
b(ee) € V . Insbesondere ist b nicht Rand einer

flachen Helbebene. |

Es ist n&mlich w{V) ¢ V¥V und Tf1(ﬁ) c U . Weil V
und U thomdomorph zu Vollkugeln gind hat ¥ Fixpunkte

vy ¢ U und 3z €V . Naech Wahl von U und V gibt es eine
Verbindungsgeoddtische von ¥y und z und alle diese sind
nicht Rand einer flachen Halbebene. Nach (2.8) gibt es
also eine unter T invariante Verbindungsgeodidtische Db
von y und z . Weil UQV = g ist v axial mit Achse b.
Damit ist ++) bvewiesen.

Nach (3.5) gilt 1bfle?) # a{o?) . Ist also Un eine Umge-—
bungsbasis von x , Vn eine Umgebunsbasis von alec) , BO
erhalten wir mit ++) eine Folge von Achsen b (die nicht
Rand flacher Halbebenen sind), so daB bn(—dﬂ——wx und
bnhﬂ)-»a(w) . Gibt es nur endlich viele Rquivelenzklas-
gen axialer Isomeﬁrien in D, deren Achsen nicht Rand einer
flschen Halbebene sind, dann konnen wir durch Ubergang zu
einer Teilfolge annehmen, daB alle bn Achsen einer
fquivalenzklasse axialer Isometrien sind. Ersetzen wir
eventuell noch bn durch eine biasymptotische Geodatische,
so kdnnen wir annehmen, daB es fn € D gibt mit ?n(b1) =

b .
n
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Sei gq € H fest gewdhlt und {Iq(x,ahm)) =z e S 0 . Wegen
der Stetigkeit der Winkelmessung ist dann %:q(bn(mﬁ,bn(—m))
> 3e/k fiir groBe n. Nun ist b1.nicht Rand einer flachen
Halbebene. Zu e/f2 gibt es also nach (2.3) ein r , so

dal qu(p1) § e/2 fir alle p ¢ H mit d(p,b1).; T o

Weil ¥ Isometrie ist gilt =2lso auch <¥P(bn) £ ef2 falls
d(p,bn) > r . Fir groBe n ist deshald d(q,bn).g r . ﬁeil
D diskret ist treffen aber nur endlich viele Achsen (bis.
auf asymptotische Achsen) die kompakte Menge

fpld(q,p) £ r} . Also folgt bn(-uﬂ = x und bn(dﬁ = g(e=e)

fiir unendlich viele n im Widerspruch zu (3.5).
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§h Die Limesmenge einer Gruppe

D sei eine (beliebige) Gruppe von Isometrien von H.

4.1 Definition. x ¢ H{(») heiBt Limespunkt von D, wenn

es eine TFolge [?nz e D gibt mit ?n(p)——a-x fiir ein
p € H {und damit fiir alle pe H). Die Menge aller Limes~-

punkte von D bezeichnen-wir mit L(D) .

4.2 Lemma. D enthalte eine axiale Isometrie f mit

Achse a , die nicht Rand einer flachen Halbebene ist.

Denn ist entweder |L(D)Y = 2, oder |L(D)l = o und zu
jeder Umgebung U Jjedes Punktes x & L(D) gibt es ein

¥ e D mit Y(aloo)) oder Y(a(-®)) e U - {x}. Enth&lt
L{D} ei;e offene Teilmenge von H{e), dann ist L(D) = H(eo}.
Tst D diskret und |[L(D)| = eo , dann gibt es zu jeder Um-

gebung U eines Punktes x € L(D) ein YeD mit

Y(alew)) & U - §x}.

Bemerkung. |L(D)[= 2 trifft genau dann zu, wenn D die

Endpunktmenge von a invariant 14Bt.

Beweis. Y (a{0))-—» a(w) und P 2 (a(0))—> al{~0) , also
]L(DH > 2 . Ist [L(D)I.} 3 , dann gibt es ein x € L{D)
versehieden von den Endpunkten von a . L{Dp) 1ist invariant
unter D , wire daher |L(D) < co , dann gibt es ein .neJN
mit ¥%(x) = x . Nach (2.5) ist =a dann aber Rand einer

flachen Halbebene, ein Widerspruch. Das beweist die erste
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Behauptung.

Sei nun IL(DN ‘z 00, x € L(D) und U eine Umgebung

von x « C{v,e) ¢ U sei ein Kegel mit gv(oo) = x ,
ifnS ¢ D eine Folge mit \an(p)——asx fir slle p e H .
Zzu e/2 finden wvir nach (2.3) ein r , so daB qu(g)g
e/2 , falls dlg,a) » r . Dsaher gilt auch %[q(f;a) $ ef/2
falls d(q,f;a) > r. Sei nun gq der FuBpunkt von v .
Nach Wehl der ¥ gilt a(q,f a(0)) > 2r wund
-%ﬁq(x,'loﬁ‘(a(o)) & e/b , falls n grofl genug ist.

Entweder ist nun d(q,\ona)g r fiir ein solches =n.

Denn ist <)iq(x,10na(:oa)) £
Ay (xafpal0)) « F (Fa(0),Falzel) & e/l + ef2 <o
‘und deshalbd “Pna(foa) e U .

Oder d(q,f;a)sg r fiir alle groRen n . Dann folgt
aber aus dem Kosinussatz, daB entweder f;a(dﬂ oder
Fna(~w) in U enthalten ist, falls d(q,f;a(o)) groB
genug ist, also falls 1 groR genug ist.

Wir nehmen einmal an, dab f;a(mﬁ = x fir alle groBen
n . Weil [L(D)I =00 gibt es ein Y = f(n) € D mit
ﬁ'Fna(dﬂ oder T?na(—dﬂ ¢ [fnahﬁ),f;a(—w)} . Sei z.B.
ﬁ’Pna(-W)é {fna(w),?na(—xﬂg . Dann gilt ngch (2.3)

x ¥ (Fn\o‘[’:)l(‘t’]ona(-w))——»x fiir 1—»c. Analog disku-
tiert man die anderen mdglichen F&lle. Ist D diskret,
dann wissen wir nach {3.5) auch ?Pnakﬂ)ﬁ {fna&”),fna(“wﬁg
mithin x # (fn?P;1)l(TFna@w))——+ x filr l1—r @,

Um den Beweis von (h,2) zu beenden, niilssen wir noch zeli-
gen, daB L{D) = H(w) , falls L(D) eine offene Teilmenge

0 von H(w) enthdlt. Nach dem gerade bewiesenen gibt es



ein Y e D mit Ya(w) € 0 oder Ya{-o} € 0 . Wir nehmen
Ya(er) € 0 an (der andere Fall geht analog}. a ist Achse

von ‘ffﬂ*_1 und nieht Rand einer flachen Halbebene. Nach

&f(?fTr1)““(0) = H{eo) . Weil L{(D)

(2.3) gilt desher
' na
abgeschlossen und invariant unter D ist folgt

L(D} = H{e} .

4.3 Definition., x,y € H(e0) heifen dual {bez. D), wenn

zu allen Umgebungen U von x und V von ¥y ein Y ED

existiert mit P(H - U) ¢ V und ?-T(E - V) CcU.

Insbtesondere sind duale Punkte in L(D) enthalten. Wir
sind nun in der Lage, Proposition (2.6) aus [h] auch unter

unseren Voraussetzungen beweisen zu kdnnen:

h.4 Temma. D sei diskret und enthalte eine axiale Iso-

metrie f,-deren Achsen nicht Rand flacher Halbebenen sind.
Ist lL(D)‘ = o0 , dann sind je zwei (nicht notwendig ver-

schiedene) Punkte aus L{D) zueinander dual {(bez.D).

Beweis. Sei x € L{(D) . Nach (%.2) gibt es eine Folge
i$n3 < D mit Pna(w}-—wyx . Durch Ubergang zu einer Teil-
folge nehmen wir an ?gﬁ—w)——+ vy € H(ee) . x und y sind zu-
einander dual: Ist U Umgebung von x , V von y und ist
fna(w) e U, Pna(*ﬁﬁ e« V , dann gibt es nach {2.3) ein m

. - - -1y-m, =
mit (PPPIME-V)cu, (PP ) "H-u) cv.

n 'n n' 'n

Die Menge der zu x dualen Punkte ist D-invariant (siehe

z.B. +) im Beweis von (3.6)) und abgeschlossen.
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Sei nun 2z < L{D) ©beliebig und V eine Umgebung von
z. Nach (4.2) givt es ein Y e D mit Ya(e) € V. Wir
kénnen Y so wihlen, daB Ya(~) # y . Dann ist nach
{2.3) (*fTri)n(y) e V fiir geniigend groBes n . Also

Z2 € 5? und dsher 18t z dusl zu X .

Wir entnehmen [h] ohne Beveis.das folgende Lemma.

5,5 Lemms. Seien v,v e T, H und Efngc: D {D eine belie-
bige Gruppe von Isometrien von H). Dann gibt es genau
dann Folgen ¢t —>o0 und ivng e T, mit v — v und
‘f’nFt (v, )— v , wenn ?;1(}?)—» g,(®) und f’n(p)-——»gw(-w)

fiir alle p &€ H

4,6 Satz. D sei diskret und enthalte eine axiele Iso-

metrie P, deren Achsen nicht Rand flacher Helbebenen sind.
D erfiille nicht die Voraussetzungen von {3.1)., Dann gilt:
1) ve () genau dann, wenn gv(mﬂ und gv(~aﬁ in L{D)
2)ﬁ#¢6ﬁbQ=T1HmL(D)=H(w)

3) Der geoddtische FluB ist topologisch tramsitiv auf ()

modulo D

4) Ist ve{) und g, nieht Rend eines flachen Streifens,

dann ist v Limes einer Folge von periodischen Vektoren

Bemerkung. Vergleiche (2.7).

Beweis. Nach (4.2) wissen wir, daB IL(D)[ = o0 , 1) und

3) folgen daher sofort aus (L.4) und {k.5). Zum Beweis
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von 2) bemerken wir, da8 L{(D) nach 1) eine offene Teil-
menge von H(«w) enthélt, falls fo) # ¢ . 2) folgt also aus
(4.2) , (4.4) und (k.5) .

Wir beweise 4): Nach 1) sind gv(w) und gv(—w) in L(D) und
daher dual. Sei Un - Un+1 5 ... eine Umgebungsbasis von
Kegeln von gv(-w) s VD VoD eine wvon gvhﬂ). ¥, ,eD
sei so, dap P(E-u)cv, , $.E - V) cu, . Dehmer
fn(vg) < ?n,, f;‘(ﬁn) c U, - Pn hat also Fixpunkte y ¢ Vn
und z_ € U, (veide sind homdomorph zu Vollkugeln). Fir
groBe n kann man ynund Z, nach (2.2) geoddtisch verbinden,
so daB alle Verbindungsgeoditischen nicht Rand einer
flachen Halbebene sind. Aus (2.8) schlieBen wir, daB die
?n fiir groBe n axial mit einer Achse g, sind, so daB
gn(-w) =y, und gn(w) =z . Aus (2.2) folgt g,— &

(bez. einer geeigneten Parametrisierung). Das ist gerade

die Behauptung.

4,7 Satz. D sei eine (beliebige) Gruppe von Isometrien

von H und es sei [) = Qo) = T1H . H enthalte eine Geo-
détische, die nicht Rend einer flachen Halbebene ist.

Dann gilt:

1) Fo ist geoddtisch mischend auf T, H modulo D

2) Ist v e T,H und g, nieht Rand eines flachen Strei-
fens, dann ist v Limes einer Folge periodischer Vektoren

3) D enthdlt freie Untergruppen

Fiir den Beweis benfitzen wir Hilfsmittel, die sich in is51

finden: Die Funktion f: HxHxE——R mit f£(p,x,q) =
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a{g,x) - a{p,x) hat eine stetige Erweiterung auf
ExHxH , wobei fir x € H{ewo) gilt

£(p,x,q) = lim (d(q,s__t) = t} .
PX
Tt —» o0

Fiir festes p und x heiBt fpx(q} = f{p,x,q9) eine Busemann-

funktion in x . L{p,x) = f;;(o) heiBt Horosphdre in x
durch p und N(p,x) = f;;((-w,oj) der durch p bestimmbe
Horoball in x . fpx ist stetig und konvex. Es gilt
prx(q1).- fpx(qz)[ < dlaqay) » fop ” £x = constant und
lfpx(gqxt) - fpx(gqu)\ &= lt - gl . Wir definieren fir

sa s N
ve T,H wo(v) = fgqx(o)[x = gv&w) , e € L{p,x)] . Ist
f eine Isometrie, dann ist f(wss(v)) = we%(Pv). Wir
setzen daher w;s(v) = \J w¥E(tv) .

Yep

Eberlein bewies nun, daB der geoddtische Flub topologisch
mischend ist suf T, ,H modulo D, wenn (D) =T, H , D eine
axiale Isometrie enthdlt und ein v € T1H existiert mit

Wgs(v) = T,H , siehe [5] (im Fall der Fléchen konstanter

negativer Krimmung geht dies auf Hedlund zuriick, siehe

(1.

Beweis des Satzes. 2) folgt direkt aus (2.2) und (2.7).

Wir bewveisen 1): Wir versuchen, den Beweis des Theorems
(5.2) aus [5], welches die Existenz eines v € T1H nit

Wgs(v) = T1H zum Inhalt het, nechzuvollziehen und werden

dabei an einigen Stellen zusitzliche Uberlegungen durch-

fiihren miissen.

+) Zu je zwei nicht leeren, offenen Mengen U,V C TTH

givt es ein v ¢ U mit W;s(v)(7v + @ .

Sei némlich U, = {x € H&w),x = gv(w) , Y & U3 e H{e2)
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analog V1. U1,V1 sind offen und nicht leer. Nach (2.7)
enthélt D eine axiale Isometrie Y mit einer Achse a ,
die nicht Rand einer flachen Halbebene ist. Nach (L4.2)}
gibt es ein Y € D mit o.B.d.A. t(a{es)) ¢ U, . KNach
(2.3) 1aBt sich Yale) mit jedem von Y a{ew) verschie-
denen Punkt aus H(e) geoddtisch verbinden, insbesondere

'also mit einem Punkt aus V., . Alle diese Verbindungs-
geodétischen sind nicht Rand flscher Halbebenen, vwir
kdnnen also aus (2.7) schlieBen, daB D eine axiale Iso-
metrie f1 enthdlt, so deB eine Achse &, vonl~‘(’1 nicht
Rand einer flachen Halbebene ist und Xx = a1(w) € U, »

y = a1(-w) € V, . Also gilt f?(p)——+ X f;n(P)ﬂm—* y
fiir slle p € H .

Weil zu je zwei Punkten P.q € ﬁ die Menge der zu ihnen
fguidistanten Punkte nicht kompakt ist gibt es immer ein
2 ¢ H(o) mit L(p,z) = L{g,z). Sei nun p der FuBpunkt
eines v ¢ U mit gv(aﬂ = x und q der FuBpunkt elnes W & v
mit gw(dﬂ =y . %X € H(co) sei so gewdhlt, daB
Lip,x ) = L{fi(a),x ) .

i) xn—-—e»x

Sei némlich 2z ein HAufungspunkt der X, - Wir nehmen an
z # x . Nach (2.3) gibt es eine Geodatische g mit
g{ee) = x und g(~o) = z . Insbesondere gilt
fg(o)z(g(t)) —— 00 fells t —»er . Nun ist Eox
asymptotisech zu g, also fg(o)z(gpxt) - fg(o)z(gt)l
£ d(gpxt,gt).g a(ng(o),g(o) fir t.2> 0 . Insbesondere

t) —> o0 flir ©—® 0,

il

g(0)z Bpx

Sei nun andererseits t 2> 0 fest gewdhlt und g = Bp gmg
A
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Fiir groBe n gilt dann t £ d(p,f?(q)) und aus der Kon-

vexitdt der Busemannfunktion folgt

i

£(p,x ,8,t) max[f(P,xn,p),f(p,xn,f?(q))} 0 . Nun

gilt gn(t)——+ gpx(t) , also f(p,z;gpxt) £ 0 . Das ist

ein Widerspruch zu fpz - fg(o)z
ii) §:q(f:n(xn),y)-—+ 0

Sei dazu jetszt gn'= ngn und t = d(p,f?(q)) . Fiir
0gltlg t /2 gilt slso a(Pi(a),g t) » t,/2 . Nun gilt

= constant, also gilt i).

0 = £(p,x_,¥2(a)) = f(p,x ,p) und a(fi(a),g,t) >
|2(p,x_,¥7(a)) - £(p.x_,8 t)| = ]f(p,xn,gnt)|=lt|z v /2.
Insgesamt gilt also d(q,f;n(gnt)) > v /2 . Bliebe nun
f;n(gnbw)) suBerhald einer Umgebung von ¥y, dann wére
d(q,?;ngn) nach (2.3) beschrénkt, ein Widerspruch. Also
gilt ii).

Insbesondere gilt f:n(xn)——+ y und daher folgt

w_oo= g 0 - g 0) = w . Weil x_—+x gilt

n Sq a‘fkn( ) —= gq:{( ) n g

v =g (0) € U fiir groBe n und asuBerdem w_<€ V .
n 1238 n

Nach Konstruktion ist LA Wss(f;n(vn)) , also folgt +).
Mit Hilfe der oben erwidhnten Eigenschaften der Buse-
mannfunktionen ist leicht zu sehen, daB v eine Umge-
bung hat mit W;s(v')(\v # ¢ fir alle v° aus dieser
Umgebung. Weil die Topologie von T1H eine abzéhlbare

Basis hat und haussdorffsch ist, kann man in der iblichen

i}

Weise ein v konstruieren mit W;s(v) T,H . Wie ervéhnt
enghélt D eine axiale Isometrie, das oben genannte Krite-
rium von Eberlein ist also erfiilllt.

7um Beweis von 3): Sei =a wie im Beweis von +). Es

givt ein Y € D mit o.B.d.A. Yla(w)) ¢ [akﬂ),a(—W)l .
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Nech (2.3) 1&Bt sich Ya(e) mit jedem von ffa&n) ver-
schiedenen Punkt aus H(w) geoddtisch verbinden und alle
diese Verbindungsgeodétischen sind nicht Rand flacher
Helbebenen. Mit Hilfe von (2.7) erhalten wvir eine axisale
Tsometrie aus D deren Achsen nicht Rand flacher Halb~
ebenen sind und deren Endpunktmenge disjunkt ist zur

Endpunktmenge von & . Wir argumentieren nun wie im

Beweis von (3.3).
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§5 Dreidimensionasle Mannigfeltigkeiten

In diesem Paragraphen sei D immer diskret und frei
operierend, H/D ist also eine Mannigfaltigkeit und_
D ist die Fundamentalgruppe von H/D = M .

Des in der Einleitung erwdhnte Resultat von Gromoll
und Wolf, bzw. Lawson und Yau werden wir des O6fteren

in der folgenden Form gebrauchen:

E}

14

Ist Z c D abelsch und M kompakt, dann ist 2
mit 0 ¢ 1 £ dim(M) , und es gibt eine totalgeodatische
isometrische Einbettung 1i: TRl———>H , 50 daB i(ﬁ{l)
invariant ist unter Z , %Z als Gruppe von Translationen
auf i(ﬂ{l) operiert und i(]kl)/z ist kompakt.

Wir wverden dieses Resultat an den entsprechenden Stellen

els GWLY =zitieren.

5.1 Lemma. Sei dim(M) = 3 und g eine gesgchlossene

Geoddtische der Periode u auf M. Dann gilt zumindest
eine der folgenden Aussagen!

1) M ist axial

2) Es gibt ein n e N und eine totalgeodédtische, iso-
metrische Immersion 1i: [O,G%ﬂk—*M mit i(s,t) =

i{s,t + nu) fir slle (s,t) wund i{0,t) = g(t)

3) g ist nicht Rand einer flachen Halbebene

Beweis. Wir nehmen an, daB 3) nicht zutrifft. Mithin
gibt es eine totalgeoddtische, isometrische Immersion

i: [0, xR—=M mit i(0,t) = g{t) . Wir liften g zu
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einer Geoditischen a in H aund 1 zu einer Einbettung

ji 0,9 xR —H mit j(0,t) = a(t) . Wir nennen

im{j) = E, -

a ist Achse einer Tsometrie Y e D . Mittels f geht

E, in eine flache Halbebene E, mit Rand a (bis auf
Parametrisierung) liber etec. 2) gilt genau dann, venn €S
ein neN givt mit E = E_ .

Gibt es kein solches n, dann liegt %LAFB diecht in H &
Durch jedes Element dieser Menge l&auft aber eine zu &
biasymptotische Geoddtische. Aus (1.h) folgt deshaldb,
def durch jeden Punkt von H eine zu a biasymptotische
Geodatische 1l&uft und dager het H einen euklidischen
Faktor: H = H1xR (isometrisch}, &im(HT) = 2 . Hierbei
sind die zu 8 biasymptotischen GeodAitischen gegeben durch
pxR , pe€ H1 . & selber sei durch bp € H1 fest-
gelegt.

Existiert ein Y € D mit ‘f{poij ) = p1x1R mit P, # P,
dann kenn D nicht diskret sein. Denn die

f_n??n(po) sind alle verschieden und

a(f ™ (e, )sp,) = a(p,,p,)

Tgt Y{a) = a fir alle Y € D, dann ist M axial. Ist M
nieht axial, dann gibt es ein VY & D, daB die Aufspaltung
H1x1R nicht invariant 1&8t. Dann hat H aber eiﬁen
mindestens zweidimensionalen euklidischen Faktor. Weil

aim(H) = 3 ist H also flach. Tst M flach und nieht axial

dann gilt 2) (siehe [20]).

Ein Lift & einer geschlossenen GeodAtischen der Periode u
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ist Achse einer Isometrie ¥ e D mit Pla(t)) = a(t + u).
Wir nennen ¥ ein durch diese geschlossene Geod&tische
definiertes Element von D, Je zwel durch eine geschlos-

sene Gecdiétische definierte Blemente aus D sind zuein-

ander konjugiert.

5.2 Satz., Sei M kompakt, dim(M) = 3 . Dann ist eine
geschlossene Geoddtische genau dann Rand einer flachen
Halbebene, wenn eine (nicht triviale) Potenz einés durch
sie definierten Elementes aus D in einer zu Z° iso-

morphen Untergruppe von D enthalten ist.

Bemerkung. Sind alle nicht trivialen abelschen Unter-

gruppen von D unendlich zyklisch, dann ist also keine
geschlossene Geodidtische Rand einer flachen Halbebene.
Thurston vermutet sogar, daB M unter dieser Voraus-
setzung eine Metrik konstanter negativer Kriimmung besitzt

(siehe [17)). Nach Eberlein wiare M dann eine visibility-

Mannigfaltigkeit.

Beweis. 1Ist ¥ ein durch die geschlossene Geoddtische
definie#tes Element, dann kdnnen wir durch Ubergang zu
einer Bgquivelenten geschlossenen Geocd&tischen annehmen,
daB kein Y € D existiert mit ‘Vl = f unda 1> 2.

Die geschlossene Geod&@tische heife g und habe die Periode
u . Ist g Rand einer flachen Halbebene, dann kann nur

2) aus (5.1) zutreffen, denn M ist nicht axial.

Mit v bezeichnen wir (0,1) als Tangentialvektor



...)45.._

von [O;ﬂ)xTR mit FuBpunkt in (n,0) . Vermdge i
sehen wir v als Tangentialvektor von M an. Weil T1M
kompakt ist, existiert eine Teilfolge {vn g , die gegen
ein v € T1M konvergiert. Nach (5.1) :ibt es ein
ze N mit F_. (v ) =v_ .

zu' N n
Wir k&nnen deshalb ein N € /N finden, so daB
d1(Ft(vnl),Ft(vnm)) ¢ m/100 fir 1,m2> N (d, ist der
kancnische Abstand auf T1M, ” ist der Injektivit&tsradius
von M) und alle t . Wir wdhlen 1 > m > N fest, so daB
ll - nﬂ.} 100 m . Die durch vnl und vnm bestimmten
Geoddtischen seien mit g, und g, bezeichnet, sie sind
also beide geschlossen von der Periode zu . Auf Grund
unserer Wahl von 1 und m gilt d(glt,gmt)é r?/100 .
glt und gmt kdnnen also mit der eindeutig bestimmten
Kiirzesten verbunden werden.
a sei ein Lift von g und j ein Lift von i mit j{0,t) =
al(t). BSei ¥ e D das wohlbestimmte Element mit
Pla(t)) = alt + u) . f ist ein durch g definiertes Ele-
ment. j(nl, } ist ein Lift von gy > j(ng, ) ist ein
Lift von g . Es ist P3(j(s,t)) = j(s,t + zu) . Wie
wir gerade gesehen haben, gibt es amuch einen Lift b
von & mit d(j(nl,t),b(t)) & m/100 fir alle t+ . Ins-
besondere sind also j(nl, } und b biasymptotisch, daher
d(j(nl,t),b(t)) = 4 = konstant.
Weil b Lift von g ist gibt es ein VY & D mit Y(j(nm,t))
= p(t) fiir alle t . Daher
sz(j(nm,t)) = Y(j(nm,t + zu)) = b{t + zu) und

d(fZY(j(nm,t)),j(nl,t + zu)) = d(fz(b(t)),j(nl,t + zu))
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= da(v(t),j(n;,%)) & %/100 . Daraus folgt aber
fzf(j(nm,t) =\sz(j(nm,t)) und daher insgesamt
ATEI G |
ware Y eine Potenz von ¥ , dann wireca Achse von T und
d(j(nm,t),a) = d(v(t),a} ¢ d(j(nl,t),a) + »/100 im Wider-
spruch zur Wahl von 1 und m. Damit ist eine Richtung
bewiesen, Die umgekehrte Richtung ist der Beweis von

GWLY, siehe z.B. [3].

5.3 Satz. Sei M kompakt, dim(M) = 3 ., Dann sind genau

dann alle geschlossenen Geodidtischen auf M Rand flacher
Halbebenen, wenn die universelle Uberlagerung H von M
einen euklidischen Faktor spaltet (isometrisch):

H = H1XTR .

Beweis. Aus {(5.2) und GWLY schlieBen wir, daB wir die
flache Ebene TRE totalgeoddtisch und isometrisch ein-
betten kdnnen, falls alle geschlossenen Geoddtischen

Rand flacher Halbebenen sind. Und zwar kOnnen wir die
Einbettung so wahlen, daB EEEc: D sls Gruppe von Trans-
lationen auf dieser Ebene operiert. Durch Ubergang zu
einer zu '22 isomorphen Untergruppe von ‘Z? kdnnen wir
annehmen, daB die Elemente aus 22 g3ie Normalenrich-
tungen der eingebetteten Ebene nicht vertauschen. Wir
wdhlen einen Punkt p der Ebene fest aus und erhalten durch
Anwendung von 212 ein Gitter auf dieser Ebene,

Nach (2.7) sind alle Geod&tischen Rand flacher Halbebenen.

Wir betrachten nun die Menge X der Tangentialvektoren



- 7T -

in p, die transversal zur Ebene stehen. Die durch ein
v ¢ X bestimmte Geoditische ist Rand einer flachen Halb-
ebene, und diese schneidet die Ebene in einem von p Bus-
gehenden geoddtischen Strahl (d.h. in einer auf [0,09)
parametrisierten GeodAtischen). Dieser Strahl bestimmt
einen Tangentialvektor der Ebene in p.

i) Bilden zwei auf diese Weise durchlein,festes v e X
bestimmte Vektoren w, und v, einen Winkel « mit
0 ¢ x ¢ Y , dann hat H einen euklidischen Faktor,
Die durch Le und L bestimmten geoddtischen Strahlen g
und h spannen ndémlich einen Kegel K in der Ebene auf.
Weil die Menge der Punkte, durch die eine zu N biasymp-
totische Geodatische lduft, konvex ist und durch jeden
Punkt auf g bzw. h eine zu g, biasymptotische Geodédtische
1duft, bestimmt jeder Punkt dieses Kegels K eine zu 9
biasymptotische Geodétiséhe. Nun finden wir in K einen
Punkt p_ des Gitters mit n < d(pn,g),d(pn,h) . Weil

P, = ?n(p) ergibt eine konvergente Teilfolge der

f;1(vn) die Anfanésrichtung an eine Geodétische, so daf
durch jeden Punkt von H eine dazu biasymptotische Geodd-
tische verléuft, wobel v, der Tangentialvektor an dile zu
By biasymptotische Geoddtische durch P, sein s0ll., Aus
{1.4) folgt i).

ji) Trifft ein auf obige Weise gebildetér geoddtischer
Strahl keinen Gitterpunkt, dann hat H einen euklidischen
Faktor.

Sei namlich ?n'f 532 so gewdhlt, daB d(fn(p),p)-——+zw

und so 4aB fiir den geoddtischen Srahl g gilt, daB
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a(f_e,p) beschrankt bleibt. Ist ¥ die g bestimmende
Halbebene, dann ist ein H&ufungspunkt der Folge fn(F)
eine totalgeoddtisch und isometrisch eingebettete

flache Ebene F°, deren Schnitt h mit der urspringlichen
Ebene keinen Gitterpunkt enthdlt., Deshaldb liegt der
252—0rbit von F dieht in H. Mithin 1&dft durch jeden
Punkt von H eine zu h biasymptotische Geodétische, also
giit ii).

Trifft i) nicht zu fiir alle Elemente aus X, dann muB der
Winkel = mit 0 ¢ o & /2 , den ein auf obige Weise
bestimmter Vektor w mit einem fest ausgewdhlten Paar
{v,~v) von Tangentialvektoren in p an die Ebene, stetig
abhidngen von w. Trifft ii) auch nicht zu, dann mull er
xonstant sein. AuBerdem gibt es dann ein ?4525? mit
Plp) = gw(t) fiir ein t > 0. Mit Hilfe der ~Pk, kK & £,
xostruieren wir (wie in ii)) zu jedem Element aus X eine
flache Ebene, die dieses Element enthdlt und die zuerst
gegebene Ebene in &, schneidet. Also ergeben die zu 8.

bissymptotischen Geoddtischen die Aufspaltung.

5.4 Korollar. ‘Sei M kompakt, dim(M) = 3 . Dann sind die

folgenden Aussagen &quivalent:
1) Ft ist topologisch transitiv auf T M
2} F, ist topologisch mischend auf TIM

t
3) Die universelle Uberlagerung H von M spaltet keinen
euklidischen Faktor (isometrisch)

4) Es gibt ein Element der Fundamentalgruppe, SO daB

keine nicht triviale Potenz dieses Elementes in einer zu
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22 isomorphen Untergruppe von D enthalten ist
5 M enth&lt eine geschlossene Geod&tische, die nicht

Rand einer flachen Halbebene ist

5.5 Korollar. Sei M kompakt, dim(M) = 3 ., Dann gilt:

1) Es gibt auf M unendlich viele Aquivalenzklassen
geschlossener Geoditischer (bez. jeder Metrik)

2) Entweder M ist flach oder die Fundamentalgruppe von

4 enthélt eine freie Untergruppe

Beweis. Wir k®nnen in beiden Fédllen annehmen, daf M
nicht flach ist und jede Geod&tische Rand einer flachen
Halbebene ist,lnach (5.3) spaltet die universelle Uver-
lagerung H isometrisch als H = H1xﬂt , wobeil H1
irreduzibel ist (denm H ist nicht flach). Insbesondere .
erhdlt jede Isometrie ¥ diese Spaltung, d.h. P = (P1,P2).
Ist v also ein Tangentialvektor von H und v, seine
Projektion auf den ersten Faktor, so vird die L&nge von

v. dureh ¥ nicht veréndert.

1
Wir beweisen 1): Aus (5.2) und GWLY wissen wir, daB wir
den flachen “%2 totalgeoddtisch und isometrisch ein-
betten kdénnen, so daB auf im(]R2) = E die Elemente einer
zZu EZE igomorphen Untergruppe Z < D als Translationen
wirken. Weil M nicht flach ist steht E nicht senkrecht
zum euklidischen Faktor. Deshalb schneiden sich E und

H1 in eimem Punkt p. Per Orbit von p unter Z ist ein

Gitter in E und gpq projiziert auf eine geschlossene Geo-

datische in M, falls q in diesem Gitter liegt. Man kann
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unendlich viele Gitterpunkte g finden, so daB die
Lingen der ersten Komponenten der épq verschieden sind.
n
Wiren zwei der entsprechenden geschlossenen Geoddtischen
g, und &, dquivalent, dann k&énnte man ein Yep finden,
so daB g und Pg biasymptotisch sind. Dies ist aber
Pa, Pa;
nicht mbglich, denn dann miBten auch die ersten Kompo-
nenten von g und fg im beschrankten Abstand
Pa, P,
bleiben.
7u 2): Sei D, = f‘?1|es gibt fa nit (?1,f2)«5 D}. Weil
es eine kompakte Menge N gibt nit D-N = H gibt es auch
eine kompakte Menge N1 mit D1-N1 = H, . Weil D1 abzAhl-
bar ist folgt fl(D1) = T .H, und damit erhelten wir nach
{(h.7), daB D1 eine freie Untergruppe enthilt. Also ent-

halt auch D eine freie Untergruppe.



6 Verschiedenes

6.1 Satz. Sei dim{M) = 2 und Ft topologisch tran-

sitiv auf T1M. Dann ist M eine vis-Mf.

Beweis. Aus der Transitivitét folgt O = T1M und
L(D) = H(c®) . Aus L(D) = H(e0} folgt, daB® M flach ist,
wenn eine Geodétische Rand einer flachen Halbebene ist.
Dies widerspricht der Transitivitdt, also ist keine Geo-
ddtische Rand einer flachen Halbebene.

Sei nun x e H(<w0) beliebig vorgegeben. Die Menge der

y € H(w) = §x3 , mit denen sich x geodétisch verbinden
148t, ist zusammenhé&ngend. In jeder kleinen Umgebung von
x gibt es nach (2.7) auf jeder Seite von x einen Achsen-
endpunkt einer Isometrie aus D . Diese Achsenendpunkte
lassen sich nach (2.3) geoddtisch mit x verbinden. Also
kann x mit jedem y & H{ed) = {x} durch eine Geoddtische

verbunden werden. Dies ist die Definition einer vis-Mf.

Eberlein stellte in [5] die Frege, ob allgemein die topo-
logische Transitivitdt des geodétischen FluBes die visi~
bility-Eigenschaft impliziert (zumindest fir kompakte M).
Wie wir gerade gesehen haben, ist dies richtig, falls
dim{M) = 2 , TFiir alle h3heren Dimensionen gibt es Gegen-

beispiele, deren Konstruktion wir jetzt beschreiben

werden.
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Die Beispiele von E. Heintze

Sei M eine nicht kompakte Mannigfaltigkeit konstanter
negativer Krimmung, dim(M) > 3 und vol{(M) <o0 . Dann hat
M nur endlich viele Enden E1"°"Ek und diese kénnenl
wie folgt beschrieben werden: Ei = Fix (0,0) , wobel

Fi bez. der induzierten Metrik g eine flache, kompakte
und (n - 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit ist (dies folgt
eus der Existenz der "prézis invarianten" Horosphéren,
siehe [19]). Die Metrik fon M eingeschrinkt auf E, ist

2

dann von der Form fi(t)gi + at° , wobei fi streng mono-

ton fallend und unendlich oft differenzierbar ist.
Sei nun 1 ¢ 1 ¢ k und t,s...,ty € {0,w) fest gevdhlt.
h: {1,...,1}———+ ﬁ,...,k] sei injektiv., Wir setzen

1
- - . X Y . roos . T
M M }£1Fh(1) (tl, ) M” ist also eine Mannig

faltigkeit mit Rand und die Randkomponenten sind Fh(1)’

""Fh(l) Wir wéhlen ein zweites Exempler M; von M’

und verheften die beiden Exemplare an den Réndern {wobeil

(f,ti) € M mit (f,ti) € M; jdentifiziert wird, fells

f e Fh(i))' Die so enstehende Mannigfaltigkeit nennen

wir N . In der Niahe der Verklebungsstellen kann die von

M° bzw. M; herriihrende Metrik wie folgt beschrieben werden:
PN at?  rir t ¢t

- . 2
fh(i)(zti_ t)gh(i) +atc o, v >ty

£t} .t Lt
Wir glatten 1k (t) = (i)

fh(i)(Qti e t) - 't,>/ ti

so, daB die geglédttete Funktion strikt konvex bleibt, inm

ti ein positives Minimum hat und auBerhalbd einer Unmgebung
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von ti mit ki fibereinstimmt. Die so entstehende Mannig-
faltigkeit N° hat nicht positive Kriimmung und ist kom-
pakt, falls k = 1 , bzw. von endlichem Volumen, falls

k ¢ 1 . Die Fh(i)x{tig sind totalgeoddtisch und isome-
trisch eingebettete, kompakte flache Untermannigfaltig-
keiten der Dimension n - 12> 2 . Also ist N° keine
vis-Mf . Die in dieser Arbeit bewlesenen Resultate zei-
gen folgendes:

1) Die geschlossenen Geodidtischen liegen dicht in TEN'
2) Der geoditische FluB ist topologisch mischend auf

T, N

1
3) Die Fundamentalgruppe von N’ enthélt frele Untergrup-

pen

Bemerkungen. i) Das Ziel E. Heintzes bei der Konstruk-

tion dieser Beispiele war, Mannigfaltigkeiten nicht
positiver Krimmung zu finden, die keine lokalsymmetrische
Metrik nicht positiver Krimmung tragen., Die kompakten

N’ haben diese Eigenschaft: Es gibt einerseits Elemente
Y aus der Fundamentalgruppe, so daB keine nicht triviale
Potenz von f in einer zu.,za isomorphen Untergruppe def
Fundamentalgruppe enthalten ist. Andererseits gibt es %
aus der Fundamentalgruppe, die in einer zu 232 isomorphen
Untergruppe enthalten sind.

ii) E. Heintze zeigte, daB die Zusammenhangskomponente
des Einselementes der Isometriegruppe von H eine halbein-
fachF Liegruppe vom nicht kompakten Typ ist, falls der

geoddtische FluB topologisch transitiv ist auf T1H , 8iehe
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[12] . Tst M alsoc lokal homogen und der geodadtische
. FluB topologisch transitiv auf T1M , dann ist M lokal

symmetrisch vom Rang 1 . Insbesondere ist die Kriimmung

von M strikt negativ und deher M eine vis-Mf.

Mannigfaltigkeiten ohne Fokalpunkte

Fiir unsere Beweise war neben anderem das folgende Prinzip
wichtig: ' Ist g eine GeodAtische in H, x ¢ H{eo) ver-
schieden von den Endpunktén von g und gidt es ein e mit
m#ig(t)(é(t),x) = e fiir alle t, dann ist g Rand einer
flachen Halbebeme. Mir ist nicht bekannt, ob dies auch
fir Mannigfaltigkeiten ohne Fokalpunkte gilt. Fir diese

xann man aber beispielsweise mit den in dieser Arbeit

verwandten Methoden folgendes bewelsen:

6.2 Satz. Sei M eine Mannigfaltigkeit ohne Fokalpunkte.

Es gebe auf M eine geschlossene Geoditische g und ein t,
so daB K(E) < 0 fiir alle Tangentialebenen E, die g(t)
enthalten. Dann ist entweder M axial oder die Fundamen-

talgruppe von M enthélt eine freie Untergruppe.
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