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DER SATZ VOR LUSTEARNIK UND SCHNIRELMANN
vorn Verncr.anllunnn

Jas Problem der Existenz geschlossener Geoddtischer suf
Riemunnschen Mannigfaltigkeiten wird schon seit den in-
fdngen des gqualitativen Studiums von Jifferentialgleichunger
untersucht. Erste Resultate stammen von Hadamard, der die
Existenz einer geschlossenen Geodatischen auf xompakten
flBchen nogativer Krimmung zeigte, und von Poincaré. der
einen bis heute umstrittenen ﬁeweis fir die Existenz einer
geschlossenen Geoddtischen auf einer analytischen konvexen
Fldache verdffentlichte. pPas Ziel dieser irbeit ist der
Beweis des Satzes von Lusternik und Schnirelmann, der mit
Recht als eines der besten Resultate dieser Theorie ange-~

sehen werden kann. UDer Satz besagt:

Auf 52 ibt es bezuglich jeder Metrik drei doppelpunkt-
aul > 8 £

freie Qeschlossene reodditische.

Die Abschdatzung ist scharf, denn ea gibt sogur - wie Morse
zeigte ~ pestimate Ellipsoide @it nur drei verschiedenen

doppelpunktfreien geschiossenen Geoddtischen, cf. [Kl].

Jie Darstellung lehnt sich inhaltlich enz an ins puch [Ldl
an.

- In Abschnitt 1 Werden einige elementare Zizenacnalten
Riewannscher Mannigfaliigkeiten wnz inre Anwengung aal
den freisn Schiecifencaus aiskutiert, ir erha.ten =inen

einfachen 3ewera des Satzes von Luster:hu.k und Fet, 2f. [EL]
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- In Abschnitt 2 wird eine spezielle Deformation fir
doppelpunktfreie Kurven definiert. Diese Deformation

wurde von Lusternik und 3chnirelmann eingefiibrt, ecf. [Lu] .
Die Darstellung ist etwas ausfihrlicher als in [L;] .

- In Abschnitt 3 werden einige Beweisteile des Beweises des
Hauptsatzes vorgezogen, um den Beweis selber durchsichtiger
zu gestalten. Die Formulierung erlaubt die Ubertragung
einiger Resultate auf beliebige kompakte Fléchen.

— In Abschnitt 4 schlieBilich wird der Beweis des Satzes

von Lusternik und Schnirelmann gegeben.

In [Ki] findet sich ebenfalls ein Beweis des Satzes,
jedoch benutzt Klingenberg eine andere Deformation und
etwas verschiedene Hilfsmittel. In diegem Buch findet
man auch eine ausfiihrliche Darstellung der Geschichte der
Theorie der geschlossenen Geoddtischen sowie ein umfasgsen-

des Verzeichnis der bisher erschienenen Literatur.



-3 -

J;. M sei eine kompakte, zusammenhangende Riemannsche
Mannigfaltigkeit, p bezeichne die Metrik auf M, die durch
die Riemannsche Struktur induziert wird. § := [0.1]/{0vﬂ
dei der Einheitskreis. Die Menge G(S,M) aller stetigen
Abbildungen c¢:5S— M wird mit d(c],cz) = izg (c1(t).c2(t))
zum metrischen Raum. PMcCC(83,d) 8ei die Menge der stiick-
weise stetig differenzierbaren geschlossenen Kurven. Auf
FM sind die Funktionen L(e) = L)e] und E(e¢) = flél2/2
definiert. 88 gilt nach der Schwarzschen Ungleichuﬁg
L(e) & \fEE?Z? mit Gleichheit dann und nur dann, wenn |&]
konstant ist.

Weil M kompakt ist, existiert eine Zahl 7) O, 80 daB
je zwei Punkte x,ye M ait P(x,y)\<2'7 durch ein eindeutig
bestimmtes geoddtisches Segment 8xy mit gxy(O) = x uund
ng(1) = y verbunden werden konnen. gxy(t\ hdang*t differen-~

zierbar von x, y und t ab.

1.1 Lemma. cn:[O,I]——on sei eine Polge atiuckweise stetig
differenzierbarer ¥Xurven, cn(O) = X, cﬂ(l\ =y, und es sei
., 1% e i 3\ ( N <
?(xn,.;n)ng . Yonvergiaren dann E!(cn und E\gxryn beide
gegen denselber Limes 1, dann besitzt Ch eine Teilfolge,

die gegen ein geoduntisches Segment c:[O,ﬂ-—»Pl:it fie) =1

konvergiert.

Beweis: Weil 1 kuwpak: ist, konvergiert eine Teilfolges von
(xn,yn), diz wir Wiader ait (xn.yn) nezeichnen wcllen, gegen
(x,y'. Deshalb «on-ergieren die g gegen gxy' Wir niis-

*n¥n

sen noch zeigern, 4a8 fur alle Pclegen t in [0,1] oit

lin t = + gil: lim cn(tn) = 3xy(t}. Sei destaib ¢ (t

L
L =8
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eine konvergierende Teilfolge. Wir setzen nj = m,

cm(tm) = zy und lim z, = z. Dann konvergieren die gxmzm

bzw. die g _gegen g bzw. Hier ist natiizlich

ZeY
m” m
g von O bis tm parametrisiert und die anderen Segmente

2z
xmm

entsprechend. Nun ist

gzy'

E(gxz) + E(gzy) = lim (E(gx 2 ) + E(g )) £ lim E(cm)

o m zmym

und lim E(cm) = lim E(g, v ) = E(gxy).
m’m

- S zusammengesetzt mit gzy ergibt also eine Kurve, die x

und y verbindet mit Energie kleiner gleich der Energie von

g Daher stimmen die Parametrisierungen beider Xurven

xy’

uberein und deshalb ist 2z = gxy(t). Damit ist das Lemma

bewiesen.

Sei x > 0O gegeben und xe2N, k) 4 so gewdhlt, da8
aX/x ¢ 'rlz. Dann ist fur alle ce P°M = fcePx lE(c)é'X}
und alle t&€ S die Ungleichung
?Z(C(t),c(t - 2/k)) & 25(c)2/k &
erfiillt: t + 2/k ist hier mod1 zu verstehen.
Wir definieren -jetzt eine E-verkleinernde Deformation
D:P"?-Xx[O,Z]——onM. Fir 2n/k € t € 2(n + 1)/k £ 1 setzen wir
Da(c{t)l[O,Zn/k]

D,(e,v)| [2n/k,t] = 8c(2n/k)c(4) Parametrisiert

Dalc,2a/k) | [0,2n/k]

von 2n/k bis t
el [.1].

Sei jetzt fir alle ce P*M (1/k)c durch

D (c,t)|(t,1]

]

(1/k)e(t) = z(t + 1/k) definiert. Dann setzen wir

Db(c,t) =Da((1/k)na(c,1),t-1) fiir 14 t€2.
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D, zusamnengesetzt mit D, ergibt die gewiinschte Defor-

mation. BEs gilt

1.2 Satz. D:P*Mx[0,2] — P*M ist stetig, E(D{c.2)) < E(c).
Gleichheit gilt damn und nur dann, wenn c eine geschlossene

Geoddtische ist.
Im Folgenden setzen wir Dc = D(c,2).

1.3 Lemma. c_ 8ei eine Folge in P*M, so da8 E(c,) und
E(Dcn) gegen denselben Limes 1 konvergieren. Dann hat Ch
eine Teilfolge, die gegen eine geachlossene Geodatische

der Energie 1 konvergiert.

Beweis: Dcn ist eine Folge gebrochener Geoddtischer, die
wegen der Kompaktheit von M eine Teilfolge Dcn. besitzt,
die gegen eine gebrochene Geodatische g der Energie 1 keon-
vergiert. (1.1) impliziert, daB g = lim Ch - Auflerdem

J

ist E(g) = lim E(cn ) =1 = 1linm E(Dcn ) = E(Dg). Also ist
b 3

g eine geschlossene Geoddtische und das Lemma bewiesen.

Bemerkung: D_ ersetzt ¢]{2n/k,2(n+1)/x] durch das jeweilige
geodidtische Verbindungsstick. Ist 0 & h £ 1 eine Punktion
auf P“H, dann kann man entsprechend eine Deformation Dz
erkliren, wobei Dﬁ jeweils c|[2n/k,2n/k + h(c)2/k] ersetzt.
Entsprechend konnen wir Db abandern und erhalten insgesamt
eine Deform;tion D, , wobei Dy(c) = ¢, falls h(c) = Cund

Dh(c) = De, falle h(c) = 1.
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Als eine Anwendung von Lemma 1.3 beweisen wir

1.4 Theorem (Lusternik und Fet). Auf jeder kompakten

Riemannschen Mannigfaltigkeit existiert eine nichttriviale

geschlossene Geoddtische.

Beweis: Sei zuerst TN {M) #+ O und c eine stiickweise
stetig differenzierbare, nicht nullhomotope, geschlossene
Kurve. Es gibt X >0 ait ¢ e P*M. Wie oben konstruieren
wir die Deformation D und setzen « = 1imE(Dn(c)). Wire
® = 0, dann wadre c¢ nullhomotop. Denn eine Kurve kleiner
Energie liegt in einem konvexen Ball um ihren Anfangs-—
punkt und kann dann ldngs geoddtischer Segmente auf ihren
Anfangspunkt zusamuengezogen werden. Weil aber ¢ homotop
ist zu D™(c), folgt X>0. (1.3) impliziert dann die Exis-
tenz einer geschlossenen Geod#tischen der Tnergie <.

Sei nun T, M) = 0. MNach dem 3atz von Hurewics gibt es
eine kleinste Zahl k mit 1< k & dim(M), so dag T (M) 4 0.
Sei f:(Ik,%Ik) — (Pon) eine stetig differenzierbare und
nicnt nullnomotope Abbildung. f definiert durch
£9(x)(t) = £(x,t) eine Abbildung £ :(r7',217") —=(PM,x ).,
Sei X>0 so, das im £*C P*M. Wir setzen wieder
o« = lim(maxiE(Dnim f')}). Wiare o« = O, dann gdbe es n mit
nax{E(D™im £*'{ klein. Wie oben kann man dann die Rurven
auf ihrén Anfengspunkt zusammenzienen. D“ zusammengesetzt
mit dem Zusammenziehen definiert eine Homotopie von f zu
einer Abbildung g, so dan g(x,t1; = g(x,:z) fir alle

tihtyei, xelIk-t, g kann man iiber eine Abbildung
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h:(I .31 P~ ;M.xo) faktorisieren. Also ist nach
der Joraussetzung ttber die Homotopiegruppen g und mithin
aucr © nuilhomotop. Der Widerspruch zeigt, dal x>0 ist.

sei nun ¢ € i ¥ eine XKurve mit E(Dcn) maximal

in 0% 'iw r'. Dann gilt lim B(c_} = lim E(Dc ' = o
und ‘*.3) impliziert die Existenz einer gescnlossenen

Geodatischen aer Energie & Damit 1st (1.4) vewlesen.

Bemerkung: i) Lusternix und Pet haber den 3atz fiir
allgemeinere Variationsprobleme als das geodatische
Problem formuliert, cf. [PL]; der Beweis kann jedoch
Wort flr Wort libertragen werden.

ii; Thorbergsson bewies in [ Th] eine interes-
sante Verallgemeinerung auf nichtkompakte Riemannscne

Mannigfaltigkeiten.
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3; Von nun an nehmen wir an, da8 M zweidimensional ist.

In diesem Abschnitt werden wir die Deformation I so modi-
fizieren, daB sie doppelpunkffreie Kurven in doppelpunkt-
freie Kurven iiberfiihrt. Wir werden das zuerst in R2 =
durchfiihren und dann mit Hilfe von Koordinaten auf M
libertragen.

Wir vereinbaren, mit dem Inneren einer geschlossenen
Xurve in € den AbschluB der beschridnkten Menge zu bezeich-
-nen, die durch die Kurve aus der Ebene herausgeschnitten
wird.

Sei ¢ eine doppelpunktfreie, stickweise stetig diffe-
renzierbare geschlossede Kurve in der Ebene, t, 4 ty, € S.
c'[t,,tz] bezeichnen wir mit c1, den anderen Teil von c¢

nennen wir cs. Wir definieren die Ellipse E wie folgt :

e¢E <= Ka,e) + P(b,e) = L(c.l).

wo a = c(ty) und b = c(tz). Dann ist c, im Inneren von Z
enthalten. PFir z # a,b definieren wir

£(z) = in((z-a)/(z-b)) + Wi = u(z) + iv(z).
v ist nur mod 2%k, ke £, definiert. Die Linien v = const
sind Segmente von Kreisen, die a und b verbinden. Die
Linien u = const sind dazu senkrechte Kreise. Es ist
v(z) = O mod 2frk genau dann, wenn z € ab, wo ab die a und
o verbindernde Strecke ist.

Sei w eine geschlossene, stetig differenzierbare Xurve,

die c, nich* schneidet. Dann ist
Lf..(z:dz = f“/(z_a)' - 1/(z-pVldz = 0.
| w

Daher kénner wir £ auf € -¢, eindeutig definieren : auBSer-
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halb E wihlen wir 0<v<27 und setzen f stetig fort.
u und v definieren dann Koordinaten auf { -cy.
Pir « > 0 definieren wir g :R— R durch
o(arctan(x/«) fir € > O
B (x) =
o] fiir & = Q.

Sei Y € R maximal so gewihlt, dad v = Y, und v = 27-y

innerhald E liegen und y_ £ T/4. PFir Y e [O,}a] definieren
wir IY: R— R gdurch

Y+ go((x_x) fir x ¢y
EY(X) = x . fir Xéx £ 211—)/
anm-y + g,,((x-zmy) fir x) 2M-y, wo o = Y/’T‘
¥X igt stetig und fir X) 0 streng monoton wachsend und
stetig differenzierbar nit Gx‘g 1. FEs ist lim f)’(x) = Y/Z
X+~ o0

und lim § (x) = 27 - y/2.

X+ 00

Sei nun Dab die Deformation, die C, durch ab ersetzt
(vel. Abschnitt 1), Y€ [0,y] und y>0, falls y, > 0. Set

pec, mit den Koordinaten (u,v). Dann setzen wir
Dap(P) = (u, By (v)).

D, l8bt sich als Identitdt stetig auf ab fortsetzen. Die

80 entstandene Kurve

D3 (e) = Dy (D, (e))
ist wieder doppelpunxtfrei. Punkte auBerhalb E bleiben
fest, d.h. die XKonstruktion ist lokal. Punkte, die nicht
festbleiben, werden in das Gebiet F geschoben, das von
v =y und v’= 20 -y  begrenzt wird.

Wir schatzen die EZnergie der neuen Kurve ab. Sei



- 10 -

Xp % 0 ein Tangentialvektor in p wit Xoordinaten (x“,xv)
bzgl. £. Weil f holomorph ist, berechnet sich die
euklidische Lidnge von xp durch

x| = (22 « x2)/ler(p) = p-allp-v]| (x + x)/|b-al .
Sei (D;b)‘ (Xp) = Y, dann ist y, = X, ¥, & Xy Daher ist
lr 1/1x 1 € la-al}q-v] /(|p-al |p-b]).

Die u-Koordinate bleibt fest, deshalb gilt

|p-e}/lp~b| = lq-a|/ lg-b}. Mithin gilt

lrI/1x, & lama)/(p-a)|? = [(a-0)/(p-0) |2

0.B.d.A. nehmen wir an, da8 |p-a|¢ |p-b|. Liegt p auBer-
halb F, dann ist |q-a|{ |p-a|. Liegt p innerhald ¥, dann

gilt |g-al/|p-al & 1/cosy {1 + xz Insgesamt erhalten wir

() ERe & (1 + YOZED, ())& (1 + 37 B(D ().
Wir gehen nun daran, diese Deformation auf doppel-

punktfreie Kurven in M zu libertragen. Fir die dann notwen-

dig werdenden Abschétzungen bendtigen wir

2.1 Lemma. Sei a, b, ¢ ein geodatisches Dreieck auf der
Sphire mit Krimaung x2> 0 und L{c){ MK, L{a) + L(b) £ 2/K.
Bezeichnen wir die Ecken mit A, B, C in der ublichen

Weise, dann kann man die Hohe m von ¢ nach C abschédtzen

durch  1%(m) < 2(L2(a-b) - Lz(c)).

wo aeb die aus a und b zusammengesetzte Kurve ist.

Beweis: 0.B.J.A. X = 1. Wegen L{a) + L(b) { 2 ist

L(m) { 1. 3ei nun D der PuBpunkt von @m uni €, die Strecke
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von A nach D, cy diejenige von D nach B. Dann gilt

1 - Lz(m)/4).cosL(m) = (cosL(a))/cosL(cB)) 1 - L2(a) + Lz(cB),
also 1%(m) < 4(1%(a) - LZ(CB))- Genauso rechnet man mit

b und ¢,- Durch Aufaddieren erhdlt man die gewiinschte

Ungleichung.

Sei nun X° = max {K(p)l pE€ M} » X die Krimmung. Dann

gilt fiir Permikoordinaten in M die Ungleichung

cos?(ay) (dx? + dy?) ¢ &(x,y) & cosh®(xy) (ax? + ay?).
Sei x>0 fest vorgegeben und 9 wie in Abschnitt 1, aber so,
da8 K (/4. Sei ke2N , k>4, so daB 4x/k& (/8)%. ¢
sei eine doppelpunktfreie Kurve in P*M. Nun bestand
b(e, ) [0,2/x] darin, e, = cl[0.2/k] durch die Verbindungs-
geoddtische g von a = ¢(0) zu b = c¢(2/k) zu ersetzen., ¥ir
parametrisieren g nach der Bogenlange und setzen g an beiden
Enden um 7/4 fort. Auf der (q/4)—Tubenumgebung U von g
fihren wir Permikoordinaten ein, wobei g der x-Koordinate
entsprechen soll. Dann ist ¢, in U enthalten und die Lange
von c, gemessen beziiglich der euklidischen Metrik erfullt
Le(c1) & 2L(c1) < 27/8 (wir vereinbaren, GroBen, die sich
auf die euklidische Metrik beziehen, mit e zu indizieren).
Deshalb ist die Ellipse E (bzgl. der euklidischen Metrik
definiert) in den Koordinaten enthalten, und wir konnen die
Defornmation D;% fir vorgegebenes y erkliren {nur innerhalbd
E wurde die Kurve geiindert).

Ist nunr m die paxizale y-Koordinate eines Punktes von
Cys 20 erhalt man durch Vergleich =it der Sphare mit
2

Krimaung *X© wit Hilfe von (2.1) die Abschétzung
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2 2 2
m®/8  k(L%(c,)-L"(8,,)/2 ¢ E(c)-E(g,,) = E(c)-E(D,(c))s
diese Differenz bezeichnen wir mit . Wir wiahlen nun a
priori k so groB, dad 48%°8x/k & 1/4 und (abhingig von der
Kurve c) y so klein, daB szx £ X/4. Pur die Energie von

D;;(c) erhalten wir dann die Abschitzung

E(DZy(c)) & cosh®(xm) B (D} (e))
& (1« 3x2)cosh2(')(m)Ee(Dab(c)) wegen (&)
< (1 + 3{2)(cosh2¢xm)/cosz(lm))E(Dab(c))
< (1 + 3000 + 1280?)E(D (c))
S E(D,,(c)) + o«/2, mithin also

(v#) E(c) - E(DF(e))> «/2 .

Genauso ubertragen wir D(c, )| P/k,4/k] ete. Insgesamt
erhalten wir eine doppelpunktfreie Kurve D™c und es gilt
E(D”c) & E(c) mit Gleichheit dann und nur dann, wenn c eine
doppelpun«ctfreie geschlossene Geodatische ist. 1Im letzteren

Falle ist D% = c.

Bemerkung: D™ hingt nicht von der Wahl der Richtung der

y~Koordinate der Fermikoordinaten ab.

2.2 Satz. Sei c,C P*M eine Polge doppelpunktfreier Xurven
und es sei lim E(D™c ) = lim E(c ) = 1> 0. Dann besitzt
¢, eine konvergentie Teilfolge und der Grenzwert ist
i) eine doppelpunktfreie geschlossene Geodatische der
Energie 1, falls M orieﬁtierbar .
ii) eine doppelpunkffreie oder zweifach durchlaufene doppel-
punktfreie geschlossene Geoddtische der Energie 1,

falls 4 nicht orientierbar.
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Beweis: Das ¢, gegen eine geschlossene Geoddtische der
Energie 1 konvergiert, beweist man mit Induktion iiber

p(e, )] [n/k,(n N 2)/k] mit Hilfe von (£ #), (1.1) una (1.3).
Die Aussagen i) und ii) sind geometrisch klar, weil M

zweidimensional ist. Damit ist der Satz bewiesen.

Weil E nicht stetig ist, ist eine stetige Wahl von Y in
Abhidngigkeit von ¢ im Allgemeinen nicht mdglich. Deshalb
ist D™ nicht stetig erklart. Trotzdem kann man mit Hilfe
von D™~ stetige Homotopien von Abbildungen definieren, falls
diese Abbildungen gewisse Voraussetzungen erfiillen.

Sei X ein topologischer Raum und f:XxS— M eine stetige
Abbildung, so da8 eine Unterteilun,_g 0 = to Z t1< Y tn =,
von S existiert und fiir alle xe X gilt f£(x, )| [ti'tiﬂ]
ist stetig differenzierbar. FPir festes x ist also f{x, )
aus PM. f induziert deshaldb eine stetige Abbildung
fY:X-—~e PM. Wir nehmen an, daB im f~ < P*M und deB fiir alle
x gilt f£(x, ) ist konstant oder doppelpunktfrei. AuBerdem
nehmen wir an, da8 die Abbildung f':xx[ti,ti+1]-—+ M,

(x,t) = £{x, })'(t) stetig ist. Dann kann man y stetig
abhéngend von f(x, ) wihlen. Erweitert man die Definition
von D™~ auf die konstanten Kurven durch D¢ = ¢, so kann
man mit D~ die Punktion f~ stetig deformieren (die Fermi-
koordinaten hingen stetig von der Kurve ab, cf. die obige
Bemerkung). Die sich ergebende Punktion D™(f™) hat dann

wieder dieselben Eigenschaften wie £~ .
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2.3 Satz. Sei 01<X und U eine Umgebung der Menge G der
i) doppelpunktfreien geschlossenen Geoddtischen der

Energie 1, falls M orientierbar

ii) doppelpunktfreien oder zweifach durchlaufenen doppel-
punktfreien geschlossenen Geoddtischen der Energie 1,
falls M nicht orientierbar.

Dann gibt es zu U ein o> 0, 80 daB fiir jede Abbildung £~

wie oben mit im £~ ¢ PX*%M gilt
im D*(£~) € v upt .

Beweis: Unabhangig von der Wahl von x‘ gibt es U1C U mit

c doppelpunktfrei, ¢ eU1 ==> D%c €U. Denn 3sonst gibe es
Polge cne'U, cn doppelpunktfrei, lim ¢, = £€G und D”cné u.
Aber lim e, =8 impliziert lim D"’cn = g, wie man an der
Definition von D™ erkennt. Also gibt es U1. Ware nun die
Aussage des Satzes falsch, dann wiirde eine Folge doppel-
punktfreier Kurven ¢ existieren mit cn.¢ Uy, lim E(c,) =1
und lim E(D“cn) = 1. Aber (2.2) impliziert dann die
Existenz einer Teilfolge von Cps die zegen ein Element

von G konvergiert. Das ist ein Widerspruch.

Bemerkung: Genauso kann man Dh iibertragen. Statt Abbil-
dungen f™ wie oben zu betrachten, nehmen wir nun Tupel
(£7,h4,...,h ), wo 7:X—+¥ wie oben und h,:X—e [o,1],
so daB fur alle xe€ X ein i existiert mit hi(x) = 1. Wir

erhalten dann

2.3* Satz. Seien die Voraussetzungen wie in (2.3). Dann
p—— ———————3
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gibt es zu U und n ein & > 0, so daB fiir jedes Tupel

(f"‘,h1,...'.hn) wie oben nit im £~ C PlMM qilt

-~ ; ~ "~ 1*
im Dh1(th("'Dhn(f }oeuu)) € UuPTTM.

Beweis: Wie in (2.3) erhalten wir fiir 1< i€n Umgebun-
Zen U:=UODU1>...D Un von G mit Dﬁ'i(Ui) C Ui-T‘ Auvfer-
halb U  gibt es nach (2.3) « , so daB fiir doppelpunkt-

freie Kurven ¢ mit E(c)4{ 1+« gilt E(D™¢){ 1-«. 1Ist nun

im £7C Pl-“(ﬁ und ¢ = f™(x), hn(x) = 1 , dann ist Dﬁ’c = D7,
n
also E(DY (...Dy e)..) £ E(Dp' ¢) = E(D7c) £ l-x.
] n n

Oder hn(x)+1. Entweder ist dann Dﬁ’nc € U, _, und bleibt
df.nn wihrend der folgenden Deformationen in U, oder

Dﬁ‘nc ¢ U, 4- Dann wiederholen wir dieses Argument mit
D}?r’x-‘l. Weil nun aber mindestens fir ein i gilt hi(x) =1,
wandert ¢ entweder in U hinein, oder die Energie wird

kleiner gleich 1-&A . Damit ist der Satz bewiesen.

Bemerkung: Ist G = @, so kann men in (2.3) und (2.3")
U = # widhlen.
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2; Die doppelpunktfreien geschlossenen Geoddtischen
werden wir als eine Art kritischer Punkte der E-Funktion
erhalten. Damit verschiedenen kritischen Punktgn auch
geomeitrisch verschiedene doppelpunktfreie geschloasene
Geodadtische entsprechen, milsaen wir zu einem Restklassen-
raum ibergehen.

Auf PM operiert S durch (exp(2wit)e)(t') = c(t+t')
und EEZ durch Umkehrung der Laufrichtung. Zusammen ergibt
dies eine 0(2)-Aktion auf PM. 1Ist Y€ 0(2), dann ist g
genau dann eine doppelpunktfreie geschlossene Geoddtische,
wenn ¢g eine doppelpunkiireie geschlossene Gecddtische ist.
AuBerdem sind g und g' genau dann geometrisch verschiedene
doppelpunktfreie geschlossene GeodZtische, wenn kein
Ye 0(2) existiert mit ¥g = g'. Die 0{2)-Aktion ist
E-dquivariant, also ist E auf T M = PM/0(2) definiert.

T M versehen wir mit der Metrik

r(E1,E2) =.inf §p(c',c")|c'e 61,c"e 62} .

Die Restklassenprojektion p:PM—s 3TM 1ist dann stetig und
offen. Wie oben seien die Mengen XXM fiir = 20
definiert.

Um die Existenz verschiedener kritischer Punkte der
E-Punktion auf T M zu erhalten, werden wir homologische
Hilfsmittel beniitzen. Wenn wir von der Homologie von M
Sprechen, so meinen wir die Homologie beziiglich des pro-
jizierten Komplexes mit Xoeffizienten in ﬁZz‘ Des
Xonzept des projizierter Xomplexes stammt von Alber, cf.

.[Al]. Der projizierte Komplex ist ein Unterkomplex des
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singuldren Komplexes und wird definitionsgemaf von den
Simplizes erzeugt, die einer Lift nach PM haben.
3.1 Lemma. Ist 6 < ZM eine endliche Menge von
geschlossenen Geoddtischen, cann gibt es eine Umgebung

von G, die nur nullhomologe i-Zykel enthdlt.

Beweis: Unter der Annahme, daS jede Umgebung von G

einen nicht nullhomologen 1-Zykel enthalt, zeigen wir, dat
dann auch G einen solchen enipnzglt. Das ist dann natiirlich
ein Widerspruch zur Endlichxeit von G.

Sei p-1(G) = G'. Dann ist G' die Vereinigung von
endlich vielen disjunkten kompakten Mengen, naémlich den
0(2)-Orbiten der Elemente von 3‘. Jeder Orbit selber ist
disjunkte Vereinigung zweier zusammenhingender kompakter
Mengen, namlich den jeweiligen S-0Orbiten, die sich unter
der 252~Aktion entsprechen. Insgesamt ist also G' die
Vereinigung endlich vieler zusammenhdngender kompakter
Mengen G;,...,Ga. Deshaldb konnen wir eine Umgebung U
von G wiahlen, so daf U' = p"(U) Vereinigung von Mengen
Uy ist mit G} € U} und U'inul'(=¢ fir i # k. GemidB
unserer Annahme enthélt U einen 1-Zykel, der nicht null-
homolog ist. Dieser ist die Vereinigung von endlich vielen
geschlossenen Kurven 2z; und jedes L besteht aus endlich
vielen Simplizes 511,...,313, j abhéngig von i. Die 8y
haben néch Pefinition des projizierten Komplexes Lifte sik

nach FM, also nach U'. Nun unterscheiden sich si1(1)

und  s5,(0) durch ein fco0(2). Deshaldb ist fsiz ein
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Lift von 512. den wir wieder mitl siz bezeichnen wollen,
so daf ££1(1) und s%z{o) iibercinstimmen. Induktiv
erhalten wir einen Lift zi der Kurve Z;y 8O daf? sich
Anfangs- und Endpunkti um ein Element V€S unterstheiden
{eine verrehrte Laufrichtung Y.onnen wir vermeiden, wenn
«ir U kleirn genug wahlen). Ist nun z! auf einex Intervall
[a,0] definiert, so homotopieren wir ¥ aur (a,b] in 1.
Fir té€[e,p] multiplizieren wir 2z}(t) mit n(t), woh
die obige Homotopie bezeichnet. Dadurch wird 2] eine
geschlossene Xurve. Deshaldb liegt unser Zykel im Bild von
p. Ist U «lein genug gewdhlt, dann kann mun jede Kurve zi
in G' hirein deforumieren (etwa, indem wir zi(t) mit Hilfe
von geodatischen Verbindungsbdégen in die GeocdZtische ge G'
homotopieren, sc daB zi(t)(o) und g(0) minimalen Abstand

habdben). ¥it p projiziert ergibt dies einen zu unserem

Zykel homclogen Zykel in G. Damit ist dac Lemma bewiesen.

Sei x>0, X ein kompakter topologischer Raum und
f:X—»35*4 eine stetige Abbildung. Wir nehmen an, dag
jeder Punrt sus X eine Umgebung U hat, so dafl f auf U
einen Lift £, nach P*M hat, der die Bedingungen erfiillt,
die wir im 2. Abschnitt an Abbildungen f™ gestellt haben,
um IV(f™) definieren zu kidnnen. Solche Abbildungen f
sollen zuldssig heifien.

Seien Ul""’Un unéd VT,...,Vn ﬁberdeckungen von X, 50
dal cl(Vi) C U; wund so, ¢al auf U; Lifte von f in der
angegebenen Welse existieren (weil X kompekt und f zuldssig.

ist, existieren solche Uberdeckungen). Es gibt dann
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stetige Funktionen 0 <& h; £ 1 mit hy|V; = 1 una
hi‘x’ui = 0. Mit Hilfe der h, und der fU konnen wir wie

) i
folgt eine Homotopie von f erklaren:

fir x e U, deformieren wir f{x) in p(D{; (fU (x)M)
: i i

fir xéUi bleibt f{x) fest.

Dies filhren wir nacheinander fir alle i durch. Die neue
Abbildung D'(f) ist dann wieder zulidssig. Aus (2.3')
folgt:

3.2 Satz. Sei 0 < 14X und G(1)C IM die Menge der

i) doppelpunkifreien geschlossenen Geoddtischen der
Energie 1, falls M orientierbar, bzw. der

ii) doppelpunktfreien oder zweifach durchlaufenen doppel-
punktfreien, durch doppelpunktfreie Kurven approxi-
mierbaren geschlossenen Geoddtischen der Energie 1,
falls M nicht orientierbar.

Sei U eine Umgebung von G(1) (falls G(1) = ¢, kann man

U = ¢ wdhlen). Dann gibt es zu n€MN ein « >0, so daB fir

alle Tupel (f,h,...h ) wie oben mit im fc T ™M gilt

im D' (f£) ¢ Dusi~m,

Sei nun v ein Zykel in X und P(v) die Menge aller Zykel
in ¥*M (im projizierten Komplex), die Bild eines zu v
homologen unter einer zu f homotopen, zuldssigen Abbildung
sind. Wir setzen

“1(v) = inf max E(c)

ueP(v) ceu
Eine direkte Konsequenz von (3.2) ist dann
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i
W
[

orgllar. 1(¥) > 0 ==> 6(1(v)) # ¢.
Netirlich ist die 0(2)-Aktion auch au® C(S,M) defi-
niert. Tn 2(S,M)/0(2) terechrnen wir die Homologie wieder

pezliglich des projiziertern Komplexes mit Koeffizienten in Z%.

3.4 Lemma. Sei u der 1-Zykel in C(S.S2}/0(2), der aus den
b= =

Kreisen suf 82 besteht, die durch einen festen Punkt laufen
und eine gegebene Ebene senkrecht schneiden, die diesen

Punkt enthdlt. Dann ist u nicht nullhomolog.

Beweis: Wir zeigen dazu durch Induktion iliber die Anzahl
der Simplizes der Kette w mit Jw = v , daf jeder Lift eines
berandenden 1-Zykels v selber &in Rand ist. Daraus folgt
dann das Lemma, denn unser Zykel u hat einen Lift, der das
erzeugende Element in H1(C(S,Sz); 2%) = ﬂé(Sz)Oi%
reprasentiert.

Zuerst bestehe w also aus einem Simpiex und sel w' ein
Lift von Ww. Dann ist v' = Jw' ein Lift von v. Sei v" ein
beliebiger Lift von v. Zu zeigen ist, daB v" ein Rand ist.
Dazu zeigen wir, daB v' und v" homotop sind (mod Zé).
Zundchst machen wir einige Bemerkungen zu Eigenschaften von
v' und v": v*' und v" sind Abbildungen von S in C(S,SZ).
Ist v'(t) Punktkurve, dann auch v"(%) und umgekehrt, weil
pev' = pev™,
#) Man kenn o.B.d.A. annehmen, dal es ein to € 5 gibt, so

daB v'(to) Punktkurve ist.

Denn sei t &S gegeben. Dann gidt es T&0(2) mit
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v'(to) = fv"(to). Eine Nullhomotopie von v" multipli-
ziert mit ¥ ergibt dann eine Nullhomotopie von v'. Solche
Homotopien sim&ltan ausgefihrt ergeben Simplizes v' und v“,
die homotop sind zu v' und v" und so, da8 pev' = psv" und
g0, dag #) gilt.

Sei T ={tes]vi(t) ist Punktkurve). Wegen &) ist
T + ¢. T ist abgeschlossen und S-T daher eine (eventuell
abzghlbare) disjunkte Vereinigung von Intervallen I..
44) Men kann o.B.d.A. annehmen, daB das Komplement von T
aus einer endlichen Vereinigung von disjunkten Intervallen
I1,...In besteht.
Denn v' und v" sind gleichmdBig stetig und daher bestehen
v'(Ii) und v"(Ij) fir allg bis auf endlich viele j nur aus
Kurven sehr kleinen Durchmessers. FPFiir t aus der Vereini-
gung dieser Ij und T definieren wir eine simultane
Homotopie von v' und v", indem wir v'(t) und v"(t) léngs
geoddtischer Verbindungsbdgen auf den Anfangspunkt von
v'(t) zusammenziehen. Das liefert Simplizes ¥' und ¥",
die homotop 9ind zu v' und v", so daB psV' = p+¥" und 30,
daB n#) gilt.

Fir te I1kJ...klIn sei n(t) definiert durch
n(t) = max{ne’N‘v'(t)(;,+ 1/n) = v*(t)(s) fiir alle s es}.
n(t) zkhlt, wie oft v'(t) die zugrunde liegende einfache
Kurve durchlduft, cf. [Kl]. Weil v'(t) keine Punktkurve
ist, ist n(t) oberhald stetig [t —>t => lim n(t,) £ n{t))
und daher auf kompakten Tellmengen von IIU"'UIn nach
oben beschridnkt.

#¢4) Man kann o.B.d.A. annehmen, daB es ein Ne& N gibt mit
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n{t) £ ¥ fir alle t € I, vl .

Denn nach dem eben gesagten ist n{t) auBerhalb kleiner
offener Umgebungen des Randes der jeweiligen Ij nach oben
beschrinkt. Wir widhlen diese Umgebungen so klein, da8
v'{t} und v" (%) sehr kleinen Durchmesser hat fiir t aus
eirer dieser Umgebungen. Wir konnen dann wie oben v*' (1)
und v*(t) auf den Anfangspunki von v'(t) zZusammenziehen.
Dabei bleibt n(t) konstant fir die ¢, fir die v (1) und
v"(t} keine Punktkurve wird, daher gilt ##%).

Piir die folgenden Uberlegungen nehmen wir also an, daB
¥), #4), 433) gelten. V' und v" korrespondieren durch
Fr{+,8) = v'(t)(e) und £"(t,s) = v"(1t)(s) mit Abdbildungen
f’,f":T2 = 8§x8 — 32. Auf dem Rande eines Ij liefern v'
und ¥v" Punktkurven, also faktorisieren f" Ij und f"‘Ij

iiver Abbildungen g'j,gngjxs/'aijxs = 52 —» s?. Fir alle

t f-Ij unterscheiden sich nun v'(t) und v-'(t) um ein +¥(t)

sus 0(2). 1Ist {’{tj)eScO(z) fir t,€ 1, dann ist (1)
aus S fir alle telj. Weil v'(t) keine Punktkurve ist fir

tely, definiert ¥ eine stetige Abbildung ‘f:Ij-—v S/Z gy»

wo N in ##¥) definiert wurde. Ij ist kontraktibel, also

xann man ¥ liften zu einer stetigen Abbildung ‘f’:IJ-—» s.
Eine Homotopie von ‘r zur konstanten Abbildung t w1
definiert eine Homotopie von 33 z2u gg bzw. von v'\Ij zZu
v"le. Ist also 55 homotop zu k-id, dann auch 33 Ist

nun umgekehrt Y(t)e 0(2)-S, dannsieht man: ist 33 homotop
k-id, dann g} zu (-X)-id. Mod Z, sind also f' und f" und
damit v'uund v" homotop, womit der Indukticnsanfang bewiesen

ist. Der Induktiosschritt geht anslog.
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5; Beweis des Satzes von Lusternik und Schnirelmann:

Wir betrachten zuerst die Teilmenge F(Sz) der Kreise

in ¥(s°) (;in Kreis ist der nichtleere Durchschnitt einer
affinen Ebene mit S° ). Im F(sz) ist die Menge der
GroBkreise z&(sz\ enthalten (ein GroBkreis ist der Durch-
schnitt einer Ebene durch den Ursprung mit 32 ). Einem
Kreis kann man den eindeutig bestimmten dazu parallelen
GroSkreis zuordnen. ©Das definiert eine stetige Abbildung
ﬂ:P(SZ) -~ A(S2). Identifiziert man einen GroBkreis mit
der zu ihm senkrechten Geraden durch den Ursprung, (dies
ist ein Hombomorphismus von ZMSZ) mit PZR ), so entspricht
t genau dem Scheibenbiindel des kanonischen Bundels uber
PZR . Mit Hilfe des Thom-Isomorphismus koénnen wir alsc
achlieBen, da8 Hi(f‘(sz),l’”(sz)) = 72 ist fur i = 1,2,3,
wo F‘°(sz) die Punktkreise bezeichnet (Kreise der Lange 0).
Wir betrachten natirlich auch in diesem Falle nur Homo-
logie mit Koeffizienten in 712. Nach Konstruktion des
Thom—-Isomorphisumus wird die 1 in H1(F(SZ),FO(SZ)) durch
einen Zykel reprasentiert, der aus allen zu einem festen
GroBkreis parallelen Kreisen bsstent. Bezeichnen wir die
drei nichttrivialen Homologieklassen mit Vis Vo v3, so
gilt fur die Orientierungsklasze U des Blindels fT:

Uc\v3 = vy Ur\v2 = v4. Hier pezeichnet N das cap-
Produkt, das mit Hilfe der Alexander-Whitney Diagonal-
approximation definiert wird. Sei i:(['(s%),l°(s%)) —»
(% sZ ,2:052) und i,v, = w,. Hacn entsprechender Unter-
teilung der Simplizes Kann man annehmen, Q6 ¢=d Rild
unter i im Projizierten Komplex liegt. Aus (3.4) folgt

+) W, $£0 . Sei Z der zu w, duale Kozykel.
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Dann gilt i = Z(i,v1) = i'{z)(vl), also i*,Z) = U. Deshalb

gilt _ -
#) Z(1w3 =w, und Zaw, = W,.

Damit haben wir drei nichttriviale Homologieklassen in. T *S°
konstruiert {x sei so, dal E(c¢) £ X/? fir alle Kreise c).

i ist zulZssig und wegen 34) gilt, daB jedes Flement aus
F(vi+7) im mengentheoretischen Sinne ein Element aus F(vi)
enthdlt. Also ist l(vs) > l(vz) b2 l(v1). 4dus ¥) folgt
aber 1(v1) > 0. Ist daher l(va) > l(Vé) > 1(v1), dann
haben wir drei verschiedene Tnergieniveaus gefunden, auf
denen es doppélpunktfreie geschlosseneiceodatische gibt,

Es bleidt, die Gleichheit zu diskutieren, Sei also
l(vB) = l(vz) bzw. l(vz) = 1{v;). Wir werden dann 3shen,
daB es unendlich viele geschlossene, doppelpunktfreie Geo-
ddatische der Energie 1 = l(v3) bzw., 1 = l(vz) gibt. Nach
(3.1) geniigt es zu zeigen, daB jede Umgebung der Menge
G = G(l(v3)) bzw. € = G(l(ve)) einen 1-Zykel enthilt, der
nicht nullhomolog ist. 'Wir nenmen, um zum Widerspruch zu
kommen, an, daB es eine Umgebung U von G gebe, so daB kein
1-Zykel w in U existiert mit Z(fw}) = O. Aus den exakten
Sequenzen des Tripels | Z"Sz, i°S2UU, ZOSZ) in Homologie
und {ohomologie, die.dual sind wegen der Xoeffizienten,
folgt die Existenz eines Kozykels 2'e€ Z mit Z'(s) = 0O
fir jedes '-Simpiex s in U. Weil C Xompaxt ist, enthdlt U
2ine Umgebung U' von G mit cl{U') ¢ U. Zu Y' gibt es
% >0, so daf fur jedes u € F(vsg, bzmxzéP(vE), édas enthalten
ist in  $1%s? sie A o o

Wir unterteilen D' (u) so, daB die Unterteilung feiner ist



als iU, Zl““s? - U'}. Wir erhal.en einen Zykel u'e ¥
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x;vz)

bzw. u'€ F(vz) mit Z'n u' C 21_452. Nun ist aber Z'nu’

Element von F(vz) bzw. P(v‘). Alsoe l{vz} { 1 bzw.

1(v1} { 1 im Widerspruch zur Voraussetzung. Damii isi der

Beweis des Satzes fertig.
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