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VALEURS DES FONCTIONS ZETA DES CORPS

QUADRATIQUES REELS AUX ENTIERS NEGATIFS¥
par

D. ZAGIER

Notre but est de démontrer, pour les valeurs aux entiers négatifs de la
fonction zé&ta d'une classe d'idéaux A (au sens resireint) d'un corps quadra—
tique réel, une formule de la forme

(A, -n) = (a,gc) 3 (a,b,0) (n=0,1,2,...) ,

ot la sommation porte sur les formes guadratiques réduites {au sens de Gauss)
axZ + bxy+.cy2 associées & A et @n est une certaine fonction rationnelle.
Cette formule contient le théoréme de C. Meyer sur ((A,0) et implique aussi
des bornes pour les dénominateurs des nombres rationnels {(A,-n) . Le point de

- départ est la décomposition de ({&,s) donnée en [6].

Récemment, Shintani [4] a calculé {(A,-n) pour les classes d'idéaux A
dans les corps totalement réels de degré quelconque par une méthode qui eSt en’
principe la méme que celle utilisée ici. La formule qu'il trouve contient celle
que nous donnons pour le cas quadratique (§ 2). Cependant, il m'a paru intéres—
sant de reprendre ce cas pour décrire le lien avec la théorie de la réduction (ou
des fractions continues) et pour expliquer comment on peut obtenir des’ théérémes

d'intégralité pour ({A,-n) .

* Ce travail ne correspond pas & l'exposé que j'ai donné & CAEN.
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§ 1. LA DECOMPOSITION DE ((M,s) .

Scient K un corps quadratique réel, M < K un module de rang 2 et
V le groupe des uniiés ¢ totalement positives (e>>0} telles que e¢M = M .,
Rappelons, d'une part que le discriminant de M est le nombre rationnel défini
par
DM) = (5.8 - £ 2)"
1°2 °"1°2 '
ou 51,52 est une base quelconque de M et &' le conjugué de & , et

d‘autre part que la norme N(M) de M est le p.g.c.d. des normes N(E) = EE'

(E€ M) . (Le nombre N(M) est rationnel, mais pas nécessairement entier). On
a : 9
oi D est le discriminant de 1'ordre OM = {x GKl)\M:M} (D=df2 , ou d

est le discriminant de X et f le conducteur de GM )‘.

Nous définissons la fonction zéia de M par
1

=
EEM/V N(E)®
E>>0

Il est clair que la valeur de ({(M,s) ne change pas si on remplace M par un

(1.1) ¢(M,5) = NW)°®

module AM équivalent au sens strict (A>>0) . Si M est un idéal (fraction-
naire) de X , c'est-a-dire si f=1, alors on a
) ¢{M,s) = C(A,s) ,
ot A est la classe d'idéaux (au sens sirict) qui contient M et
c@as) = Z N@™°
agA

1

la fonction z&ta de A usuelle. (N.B. : C{A,s) = C@& ,s) ).

Par rapport & une base 51,52 de M , la fonction E — EE'/N(M) (E€M)
devient une forme quadratique primitive
Qlp, @ = N(pE, + q5,)/N(M)

& coefficients entiers et de discriminant D ., La classe d'équivalence de Q

par rapport a SLZ(Z) esgt bien définie si on ne considére que des bases orien-
iées (c'est-d-dire ielles que §1§'2 - g'lgz >0). La forme Q ne change pas si
on remplace M par AM et 51,«22 par xgl,xgz (h€X , x>0) . On obtient
de cette manidre une bijection entre les classes d'équivalence des modules M

avec une valeur de D fixée et les classes d'équivalence des formes quadrati-

ques binaires primitives de discriminant D .
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VALEURS DES FONCTIONS ZETA

Parmi les formes équivalentes . Q correspondant &8 M il v a un nombre

fini de formes réduites au sens de la théorie de la réduction de Gauss {c'est-

+ -—
g-dire Qlp,a) = apz +bpq+cq2 p b+/D >1>2 /D

> 0 ). Ce sont les for-

2c 2c
mes
D
(1.2) Q (p,9) = ———(pw, +a)(pw +q) {k=0,1,...,r-1) ,
k W, - W k k
kK Tk
ol w

o' ,Wr_1 € K sont les nombres définis & l'aide de la théorie des frac-

tions continues de la maniére suivante : pour chague base orientée il,iz de

M , nous développons £./E. en fraction continue
1 -2

gl _ 1 _
2= ag-——— ~ llagaga,. )
2 al_a -
2
avec ai € Z , al,az,... > 2 ; alors il existe i0 =20 e r=1 tels gque
ai+r = ai pour tout i = i0 (nous choisissons r de facon minimale), et la

période ((aio,ai PRTR - T 1)) est indépendante, & permutation cyclique
prés, du choix de la base El,EZ . Notons cette période ((bo,... 'br—l)) avec
bi € Z , bi > 2 . Alors les nombres

wk:[[bk,b ..b b ,b b.,....,b

" greeeib_ybgiee bl

= oo ... b _sbgseooib, ;1] (k=0,1,...,r-1)

r-1'

sont réduits (c'est-a-dire w>1>w'>0 , ce qui impliqgue que les Qk définis
par (1.2) sont des formes réduites), et ce sont les seuls nombres réduits w €KX
tels que le module Zw+ Z soit équivalent & M . Il est utile de remplacer M

par le module équivalent Zw. + % (ce qui ne change pas ({M,s) ) et aussi

0
d'étendre les définitions de bk’wk a tout k € Z par bk+nr = bk ’
Wk+nr = W (0sk<r-1, neéZ) . On a donc
M = %WO + % ,
w, = [ b .oob 1]
B 1
et 1
ktl byigm.
(1.3) = bk—w1 (kex) ,
k+1

Nous définissons des nombres totalement positifs Ak € K (k€Z) vpar
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(1.4) Ag=1, A _,=Aw (kez) ,
donc
_ 1 -1 - -
(1 5) Al'——vv—l , AZ“W—:LVV‘Z—,... ; A—'l WO . Z\_Z—'YNOW_1 Feee

L'éguation (1.3) impligque alors

(1.6) 1 y-pa -a

A .
k-1 k Wit kk k+1
Il s'ensuit que Ak—l € ZAk+ZAk+1 et Ak+1 € ZAk_1+%Ak , donc {par in-

= Akwk = Ak(b

duction) que le module ZA +zAk est indépendant de k

k-1
(1.7) ZAk_1+ZAk=ZW0+Z=M (vk)
On a aussi Ak-l _Ak—lAk = wy-w, = N(M),/D , et la forme guadratique asso-
ciée 3 la base Ak-l'Ak de M est exactement la forme Qk définie par
(1.2)
N(pA +gA.
.9 N
’ N (M) ke

(cette forme ne dépend que de k (modr) ). D'aprés (1.4) on a :
1

Ak+r - Ak ’

Wka+1. . Wk+1'—1

et puisque est une permutation de w . ’Wr , ceci

Wk,Wk+1,...,Wk+r_1 17

équivaut a

M = W A T A

1'équation (1.7) implique alors gue ArM = M , donc que Ar appartient au

groupe des unités V de M . En fait, on a

(1.9) A =——— =¢ K

oli € est le générateur de V qui satisfait & e>1 .

PROPOSITION 1. - Soit € € M , E >»0 . Alors il exisie une représentation

unique de & sous la forme

(1.10) E=pA _; Fah

avec k,p,gq €%, p=1, g=0.

Démonstration : D'aprés (1.7), on peut, pour chaque entier k , écrire. g

-1 + qu Ak-—l et Ak

ted b AV >
sont tous totalement positifs et que Ak—lAk Ak-lAk 0)ona pxl, qg=0

comme pA avec p,q € Z , et (étant donné que & ,
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VALEURS DES FONCTIONS ZETA

si et seulement si

k £ k-1
(1.11) T <T ST
> k-1
Mais on déduit de (1.5) que
A A A A A
0<.,.<A—,2<—A—,—1—<X—,Q = 1<A‘_—1<K‘:Z<"'
2 1 0 -1 -2

A
et que A—E{ -+ 0 (resp. ) pour k - = (resp. k==-=) ; il v a donc exactement

une valeur de k telle que (1.11) soit satisfait.

Y

D*aprés (1.9), multiplier € par € dans (1.10) revient & remplacer k

par k-r ., On a donc

©

teemlesoly = U Ui a1,
g=0

et la fonction ((M,s) définie par (1.1) peut s'écrire

B - NS
cM,s) = k(r?l%dr) E% N(pA, ;+aA)S

5 on—t

1.12
(1.12) k=1 p,q Qk(P:Q)S

]

ol le symbole 22' est défini par
-]

(1.13) T'Hp,) = T DHp,q +3 Dip,0) +3 TH0,q)
p.q p=1 g=1 p=1 q=1

(1'égalité (1.12) vient de (1.8) et du fait que les nombres mAj avec m>0
possédent deux représentations (1.10) avec p,g = 0 , & savoir

mA, = mA, + 0A, = 0A, . +mA, ). Nous avons.ainsi démonird :
i i j+1 j-1 i

THEOREME 1, - Soit M un module de rang 2 dans un corps gquadratigue

réel, alors la fonction zéta de M posséde la décomposition

- v 1
CM,s) g(p?q Q(p,q)s> !

ol 2/ est défini par (1.13) et Q parcourt les formes réduites dans la classe

des formes quadratiques correspondant au module M .

On peut donner une interprétation géométrique de la décomposition gu'on
: Z
vient de décrire (voir Tig.}. On plonge le module M dans R~ par

N

Ew (5,8 : alors M peut éire identifié & un sous-réseau de IRZ et
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feem|e>0} 3 Mﬂ]Rf_ . Les Ak sont les points extrémaux de I\/Iﬂ]R_ZF ,

ctest-a-dire les points de M qui sont sur le bord de la cloture convexe de

: 2
M ]R+ . Les rayons passant par l'origine et les points Ak partagent ]Rf_

en une union infinie de cbnes, le k-iéme céne Ck étant défini comme 1'en-

- 2 . N R "
semble des points (§,%') € IR+ satisfaisant & (1.11). L'opérateur du généra-

teur ¢ de V envoie le cdne Ck sur Ck—r . Puisque Ak—l'zAk forment
une Z-base de M , on peut faire un changement de base de ]Rt qui envoie
Ck sur IR_?_ et M sur le réseau standard Zz s IRZ . De cette maniére,

{EeM | €»0}/V se décompose en une union de r morceaux isomorphes &
w? = {(p,q)E%Z | p.a=z0} < ]R_2F (les points du bord, c'est-d-dire ceux avec

L, 1
p ou qg=0, étant comptés avec la multiplicité 7 ).

K = Q\/3)
M =0, =Zw +% ,
. RSV R —
wo = 5 = {13721
10 |
s w, = 2B gy
2
9 4%
. v = {en} s €=W0W1=2+\/§
g - .

. r=2

Ajoutons que la décomposition de {(M,s) décrite plus haut s'applique

~

aussi & un module M de rang n dans un corps de nombres totalement réel

140



VALEURS DES FONCTIONS ZETA

de degré n quelconque {on plonge M dans RP par les n conjugués et on
décompose le bord de la clbture convexe de M0 lRi en simplexes ; le nombre
des simplexes inéquivalents par rapport 3 l'opération de V est fini). C'est le

point de départ du travail de Shintani.

§ 2. CALCUL DE ZQ(—n) .

Soient

(2.1 Qlp.q) = apz +bpq+cq2 (a,b,c>0 , D=b2—4ac>0)

une forme quadratique indéfinie & coefficients réels positifs, w > w' les raci-
. . pA s as
nes de l'équation cw -bw+a = 0 , c¢'est-a-dire

(2.2) w=E——@ , W o= b-VD
2c 2c

~ND
= —— (pw+ W'+
» Qlp,a) = ——=(pwtq) (pw'+q) ,
et ZQ(s) la fonction définie par

- 1
(2.3) zQ(s) = p?q T Res>1) ,

ot 2 est défini par (1.13).

23[5 109%"
THEOREME 2. - La fonction ZQ(s) -7 se prolonge analytiquement en

une fonction entidre sur tout € . Les valeurs de ZQ(S) aux entiers négatifs

s'expriment par des fonctions rationnelles en a,b,c avec des coefficients ra-

tionnels., Plus précisément, on a

B (fn(a,b,c) fn(a,b,c)

(=)™t “2nt2
Zotn) =3 2n+2 \| _n+1 * e * 9,(a:b.0)

pour n= 0 , ol BK est le k—-iéme nombre de Bernoulli et fn,gn sont les

polyndmes définis par

n

_ r__ (n-n)t r 2n+1-2r r

(2.4) f (@,b,0) = EO( Y Saniizgie P ¢
2n B B
= . 3 _rtl _2Zn-rtl
(2.5) gn(a,b,c) B r§0 r+1  Z2n-r+l dr,n ’
avec d n défini par
- Zn r 2n-r 2 2.0
(2.6) P2 d.  xv = (ax” -bxy+ey™)" |
=0 "7

En particulier,

1/ by 1
ZQ(O)E_Z_Z(a-X.c) 4
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1 Aog— babc ‘Lb3~ 6abc\ 1

I

Zot-) 1450 | 2 2 ) T
7 (-2) = 1 b5— 1Oz~1b:))c+3()azbc2 + bS—- 1()ab3c+3()azbc2 1 b(atc)
Q 30240 a3 a3 360 ’

Pour démontrer ce théoréme on va se servir d'un résultat général sur les
valeurs aux entiers négatifs d'une série de Dirichlet. Ce résultat, souvent trés
utile en théorie des nombres, est certainement connu mais ne semble pas se

trouver dans la littérature.

PROPOSITION 2. - Soit «fs) = )\z?oak}\—s (ot les A sont des nombres réels

positifs tendant vers +e) une série de Dirichlet gui converge pour au moins

. —At - .
une valeur de s , et soit f(t) = )E;Oa)‘e A la série exponentielle correspon-

dante, Si f(t) posséde en t =0 un développement asympiotique de la forme

C i n
(2.7) () ~ n§0 Ct (t-0)
c N2t T, N
(c'est-a-dire pour chaque N>0 , f£{t) = T ZO Cnt +0(") pour t-=01),
n=
alors

i) (s} a3 un prolongement méromorphe sur tout € ;

i) (s} a_un pdle simple de résidu C en s=1 et n'a pas d'autres

pdles ;
i) wln) = (-"nC, (a=0,1,2,...)

Réciproguement, si ®(s) a_les propriétés i) -iii), la fonction f(t) a le déve-

loppement asymptotigue (2.7).

Cette proposition se démonire sans difficulté & partir de la formule de
Mellin
- @ s-1
(2.8) T(s)o(s) = jot flt)dr ,

valable dans le domaine de convergence de ofs) . Remarquons simplement que,
si f{t) = O(tN) pour t- 0 , la formule (2.8) implique que T {s)y(s) se pro-
longe en fonction holomorphe dans le domaine Re(s) >-N ; dans ce cas, o(s)
est aussi holomorphe dans ce domaine et ona of-n) = 0 pour 0sn<N , Les
singularités, ainsi que les valeurs aux entiers négatifs, de w(s) dans le do-
maine Rels) > -N ne dépendent donc que des N premiers coefficienis dans

le développement asymptotique de I{t) en t=0 .
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: _ ) n+1 . _ By 3 (@)
Les formules bien connues {(-n) (~1) i1 {(-n,a) = v et
Bn+1(X) -8
L{-n,%) = alrve e (ot ((s) = Z_}ln est la fonction zéta de Riemann,
n=

o

— = —
{(s,q) = EO (n+a) s (x> 0) la fonction zéta de Hurwitz ei L(s,X) = 2 ¥x(n)n s
n: =

la série 1. associde & un caractere de Dirichlet X )} sont des conséquences

immédiates de la Proposition 2.

Pour pouvoir appliquer la Proposition 2 a la fonction 2 (s) , 11 faut trou-
ver le développement asymptotique de T'e -Qlp, @t en t= 0 . Pour cela, nous
jo st
utilisons un deuxi®me résultat général qui, comme la Proposition 2, posséde de

nombreuses applications en théorie des nombres.

PROPOSITION 3. - Soit f une fonction G~ & valeurs réelles sur R, gui

posséde en t=0 un développement asymptotique de la forme

ft) ~ a rattatsd... (t-0)

0 1 2

o0
et telle que lintégrale C = j:f(t)dt soit finie. Alors la fonction gft) = Zlf(nt)
n:

aen t=0 le développement“ asvymptotique

r+1 r_C 1 1 i .43
N + P — —_— -
(2.9) glt) ~ = ?3< y' at =1 "2% 122t F 120t

Cette proposition est une conséquence facile de la formule de sommation

d'Euler-Maclaurin.

Remarques :

-]
1. Les hypothéses faites sur { Iimpliquent que la série Elf(nt) converge.
n’.:

2. On peut écrire (2.9) sous la forme
(2.9) glt) ~ Sy anrg(—r)t .

tandis gu'un calcul formel donnerait

[o-3 -] o o0 =] (-~
= Dfm) = L Yant =3 Yatn = Tacgl-nt.
o(t) n:'l( ) RIS RIS b rb( )
3. Ona pour >0

bt C . oo r

T el ~ = + Za Cl-r,a)t

D)) ~ { + Taclra)
ot ({s,a) est la fonction zéta de Hurwitz mentionnée plus haut. Avec cette
formule plus générale que (2.9) on peut trouver les valeurs aux entiers négatifs
de Z (s:a,b) = Z“Q(p-ka,q-!—b)hs (a,b>0) , ce qui permet de calculer L{-n,X)

p,q ves 2 .
pour des caractdres X ramifiés sur le corps gquadratique XK .
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4, 81 ft) = )\an)\e_)‘t est la fonction associée & une série de Dirichlet
> )
ps) = k?ﬂa)\)fs , alors gft) = El goa)\e mAt est associée a la série de

Dirichlet §(s) = 3 Ta (mN)7% = ¢(s)p(s) . On a donc V¥(-n) = C(-n)ep(-n) ,
n=1 x>0 X

et la formule (2.9)' est une conséquence, dans ce cas, de la Proposition 1.
Ecrivons la formule (2.9) comme
[~ © [--]
Z i) ~ 1 (7 f0ax) + T o0 @0
n=1 t¥p =0 F

ol Br = (—1)rBr+1/(r+1)! . On en dé&duit facilement le résuliat analogue pour les

A

fonctions & deux variables, & savoir

Z“, ZF(mt nu) ~ —(j‘ I F(x,y)dxdy) %2 B r(j:P(O'r)(x, O)dx)
r=0

m=1

+1ne #(f “F 00, y)ay) + T T EEARIOEA

r=0 s=0 T

. ooliLd) .Y - -
oi F (x,y) = F(X v} . En particulier, on a pour t=u la formule
ax ay

1 1 ® & & _1 *® (01 )
I Pt ) ~ (j f Foeax ay) + Zer (j‘ 0 (x,o)dx)
+ 3 Bt 1(; b0, y)dy> - 3F(0,0) + Z) Z 58 "%, 0)tr+s ,
r=1

dans laquelle on ne trouve que des puissances paires de t (puisque Br= 0

pour r>0 et pair). Pour F(t,u) e—Q(t,u) , o Q est donné par l'équation

N

(2.1), on obtient {(en substituant t? & i)
5 e—(am2+bnm+cn2)t _C . E 8 e f" Zn ! (—axz—bxy—cyz) dx
m,n t =0 2n+1 2n+1 : v=0
> n p® aZn+1 (—ax —bxy-cy2>
(2. 10) * nf\;lo BZn+1 0 5y 2n+1 © x=0 dy

r+s r+s S AT A Y

_1 Z ZBBtT__a__.<eaX bxycy)_ )

4 y=1g=11S BXrBy x=y=0
r,s impair

c = j‘:j: e Vg ay

Pour calculer C , on utilise 1'éguation (2.2) et le changement de varia-

bles £E=wx+y, n =Wwx+y
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W
m_'n_ !
Czi_'j J“W o~ ENWD/ (w-w')
W-W 0 Lq]

dg dn
2 2
S W n
='walew_w‘l\/5—ew' W_W.Jﬁdn
JDYgm
. S '
= /D Y%

Les autres intégrales dans (2.10) se calculent encore plus facilement :

* 32n+1 (—axz-bxy—cyz)

0 35201 0%Y

o n r v 2nt+1-2r 2
_ +1— -
IO‘(ZH+1)!Z (-ab yZn 1 Zre cy dy

1l

=0 r!(2n+1-2r)1

fn(a,b,c)

1
——2—(21'1+1)! 'Fr— .

oil fn(a,b,c) est le polyndme défini en (2.4). La formule (2.10) devient alors

1
—==log-X¥ ®
sv Q. WD w1 Bonta ffn<a’b'°) . fyfeb.2) .
D.q ~ t 2 =g 2n+2 \ ! o+l
1 z (—1)n 40 Br-i»l Bs+1
4 n=0 nt r,s=1 r+1 s+1 "r,n
+5=2n
avec d donné par (2.6), et le théordme 2 est une conséquence immédiate

I3

de cette formule et de la proposition 2.

§ 3. APPLICATIONS.
Nous avons trouvé au § 1 la décomposition

r
(3.1 C(M,s) = k§1ZQk(S)

de la fonction zé&ta (1.1) d'un module M dans un corps quadratique réel, les
formes quadratiques Qk étant définies par (1.2} et les fonctions ZQk(s} par
(2.3). Comme premidres conséquences du théoréme 2, on a :

i) ¢(M,s) se prolonge en une fonction méromorphe sur tout € , la seule

singularité étant un pdle simple en s=1 ;
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ii) le résidu de (¢(M,s) en s=1 est donné par

i

r
Resszlé(M, s} kél Re§S:IZQk(s)

r 1 W
= 2 log——],<
k=1 24D wy

(cf. (1.9)) i
iii} les valeurs de ¢{{(M,-n) pour n=0,1,2,... soni des nombres ra-
tionnels.

Nous allons utiliser (3.1) et le théoréme 2, d'une part pour étudier les
valeurs de £(M,-n) pour de petites valeurs de n , d'auire part pour trouver

une borne pour le dénominateur de ((M,-n) qui soit indépendante du module M .

Ecrivons
2 2
= +
Qk(p,q) Lp" +Mpg+Nag

avec
2
Lk'Mk'Nk €% , Mk - 4Lka =D

{les valeurs de Lk'Mk'Nk ne dépendent que de %k (modr) ) ; alors
M +.,/D

w = _]S——-l——
k ZNk
et on déduit de l'équation (1.3) les formules de récurrence
Lpey =N -
{3.2) M, = 2D N -M
N = sz -b M, +L

En introduisant dans (3., 1) l'expression explicite pour ZQ (0) donnée par
k

le théoréme 2, on trouve (M M )
6

|
[
™M

¢M,0) =

)
B
M*-s
TS
4
o
+
>
+
&
~
1
A=

(nous avons utilisé la périodicité de Mk'Nk ), d'olt, avec (3.2), le résuliat

I
(3.3) {(M,0) = E k§l(bk—3) .
Comme nous l'avons expliqué en [7], ceci est équivalent & un théoréme célébre
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3 £
de C. Mever [31 qui exprime lim 2 M en termes de sommes de
s-»1 EEM/V lN(g) ‘S

Dedekind. E£0

De la méme fagon, on trouve pour s = -1

3 3
1 r (Mk—GLkMka Mk—GLkMka

(3.4) ¢(M,-1) 1240 k=1\ 2 o 10M,
i k

M 6L ML N Moo M. N

1 L T e e k1 L
= + + 10M
1440 k=1\ 12 N2 X

k+1 x
(3.5) =L {Z)(—ZN bS +3M. b2 - 6L, b, +5M.)
: 720 217k k ko~ 2Tk%k K -

Remarquons qu'on peut déduire d'un théoréme de Siegel [5] que (au moins dans

le cas ol M est un idéal de K)
#*

r T
1 1 * 3
~1) = D+ ¥ - = — - = -
(3.6) 2¢(M,-1) = ¢(M,-1) +(M*,-1) %0 k§1(Mk Nk)+60 };[,1 (Mk Nk) .
oll M* = AM avec AN <0 et Q:(p,q) = L]":pz + M;:pq + N:qz (1=x=<r™

sont les formes quadratiques réduites qui correspondent & M¥* | (Cf. [8], §3).
Nous donnons un exemple numérique : pour D =21 il v a deux classes de

modules {(ou d'idéaux) A et A% au sens restreint, les périodes des fractions
continues correspondantes &tant ((5)) et ((2,2,3)) , et on trouve avec chacu-

ne des formules (3.4), (3.5) et (3.6) la valeur Z(A,-1) = {(&%,-1) =—%

A ¥
k 1 1 2 3 Somme
L, 1 3 5 5
M, 5 9 11 9
N 1 5 5 3
b, 5 2 2 3
1 27 | 27 1 22 | 1
g, Y 6 500 ) 500 375 | 6
L (<2N. b343M bA-6L b 1 37 | a7 1 1
720 2Ny b +3M, b, ~6L, b 1 R e
+5Mk)
1 1 1 1 1 4
A _ =N e =4 = = =
5o M) 15 i5 10 +! 0] s
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Dans les calculs qu'on vient de faire pour s=0 et s =1, les expres-
sions données par le théordme 2, dans lesquelles il v a des dénominateurs qui
dépendent des coefficients des formes Qk , Se sont simplifiées en des expres-—
sions polynomiales en Lk'Mk'Nk et bk . Nous allons maintenant démontrer que

ce phénoméne se produit pour les valeurs de £(M,s) en tout entier négatif s .

PROPOSITION 4. - Avec les notations du théoréme 2, on a l'identiié

n
(3.7) fn<a,b,c) +fn(c,2xc~b,xzc—>\b+a) = z( nl? h (a,b,c:n)
ol
IS 2,0
h (a,b,ci)) = jo (a-bttct™) dt
~ Zp )\Zn—r+1
- =0 . Zn-r+1
_D_ézl’lo_l’_l_s_t£§3i9}_’l : Nous introduisons la fonction génératrice
w )
+
Fla,b,c;x) = 2 f (a,b,c)xZn b
n=0 0
D'aprés (2.4), on a
G- (=D m!  r, 2m+1 r 2r+2mtl
Fla,b,c;:x) RN -——*—r!(Zmﬂ)!ab o x
_eoxd §_mt _ 2mtl 2mtl
2
= ﬂl/Zer /4erf(£)z§) ,
N 2
oi D=Db" -dac et , = m
_.2 -t 2 2m+1
eri(t «/—I o RV 2 e vy vy

est la "error function”. Puisque b2—4ac ne change pas quand on remplace

(a,b,c) par (c,ZXc—b,ch—xb+a) , on a

Fla,b,c; %) +F(c,2)\c—b,)\zc—)\b+a;x) = ﬂ1/2 Dx /4[ f(

) erf(‘—‘—}\CX)]
Tr1/zebxz/4 g'i (-0

n+1 (n+1)(g)
p (n+1)!

(Acx) 2

(théoréme de Taylor)

= 2 acx Z‘ a (bx ()\CX)

n=0 n 2 (n+1)! !
n tz dn —t2
ol Hn(t) = (-1)e" —e est le n-iéme polynéme de Hermite. En utilisant

dt
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) 2xt—t2 il n
la fonction génératrice e = 2 H (® Lo

00 o nous obtenons
n= !

2 <3 hek
acx S u (255_) (tex) ]dt
n=g 1 2 nt

A
Fla,b,c;x) + P(c,Z)\c—b,)\Zc—)\b+a ;X)) = IO [Zcxe

I

A s A 2
I [Zcxe (a—~bt+ct®)cx }dt
4

a2 R +
= J' LE &L(a—b’t+c’c2)ncn+lxzrl 1] dt ,
0 =0 nt
et (3.7) s'ensuit immédiatement.

Comme dans les calculs faits pour =0 et s=-1, cette proposition

et les éguations (3,2) nous permettent de remplacer la formule pour {(M,-n)

donnée par le théoréme 2 par une expression polynomiale en Lk’Mk'Nk’bk
COROLLAIRE., - Avec les mémes notations que ci-dessus, on a
r /B
2n+2
-’ = . +
(3.8) ¢(M, -n) k§1(2n+2 h (LM N ;b,) gn(Lk,Mk,Nka
On peut aussi écrire cette équation sous la forme
2n-s+1
(M) = B 2 0 vz Pk Bs41 Panoonr
! k=1 s=0Q s.n\2n+2 2n-s+1 s+1  2n-s+1 [
ol les d(sk)n (0<s<2n, 1<ks<r) sont définis par
! n
T‘_s(k)SZn--s= n
5;0( 1) dg " XY Q. lx.v)" .
En particulier, puisque les nombres d(sk)n et bk sont des entiers, on déduit
les théorgmes d'intégralité
(3.9) dng(M,—n) €Z (n=0,1,...) ,
‘ Bontz 1
ol dn est le p.p.c.m. des dénominateurs de Int2 Znostl et

Bs+1 BZn—s+1
s+1 2n-s+1
ne sont certainement pas les meilleures possibles (par exemple, on a d1 =720,

(0<s<n} . Ces bornes dn pour les dénominateurs des {{M,-n)

tandis qu'en fait 120¢(M,-1) € % , d'aprés (3.6)), mais on peut les améliorer
dans certains cas par la m8&me méthode que celle utilisée pour démontrer (3.8).

Pour n=2 , par exemple, (3.8) donne

1 L 2,5 4 2 3 2
—2) = - + -
(3.10) C(M,-2) 15120 k§1 éZNkbk 30Mkabk ZO(Mk+2L}<Nk)bk GOLkMkbk
2y -
+ GOLkbk 2 1(LkMk+Mka) .
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~

"et on a d2 = 15120 . Mais les équations (3.2) impliquent que

r
b (LkM +Mka) E(L (2N b ) .

+ =
K M, N,)

W
i M*«

k+1 k+1

donc

|

21kZ)(L M, +M N) = 12 ZN b {mod 10)

ce qui permet d'améliorer (3.9) par un facteur 10 pour n=2 , c'est-a-dire
15124{M,-2) € Z . Des arguments analogues nous permettent de gagner encore
un facteur 12 , donc de démontrer

126L(M,-2) € Z ,
et c'est le meilleur résultat possible pour n=2 ; en effet, pour M =0

('anneau des entiers de @©D) ) on a la table

D 12 21 28 33 44 56 57 60 69
£(M,-2) /18 16/63 4/7 2/3  3/2 24/7 22/9 11/3  16/3

11 semble cependant difficile dans le cas général de déduire de (3.8) une bonne

estimation du dénominateur de {(M,-n)

Signalons aussi les papiers [1,2] de P. Cassou-Noguds, ol le calcul

de ZQ(—n) est appligqué & la construction d'une fonction zéta p~adigue.

—t—t—r—
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