
Chronologie 
1877: 
1887: 
1913: 

1914-1918: 
1920: 

1920: 
1947: 

Naissance de G. H. Hardy. 
Naissance de Srinivasa Ramanujan. 
Premiere lettre de Ramanujan ä Hardy. 
Sejour de Ramanujan en Angleterre. 
Demiere lettre de Ramanujan ä Hardy. 
Naissance des « mock theta functions » 
Mort de Ramanujan. 
Mort de Hardy. 

/
1 existe des opinions diverses 
quant ä la question de savoir si 
les mathematiques sont plutöt 
une activite scientifique ou 

une activite artistique. 
Mais tout le monde est 
d' accord pour dire 
qu'elles ne sont pas 
une activite roman-
tique. L'histoire dont 
je vais vous parler est 
l'une des rares excep-
tions ä cette regle. 

C'est 	l'histoire 
d'un genie autodi-
dacte et inconnu 
dans son propre 

HISTOIRES par Don Zagier * 

Ramanujan a Hardy: 
de la premiere a la dernitre lettre 
Dans cette conference donnee A la BnF, Don Zagier nous conte 
une histoire fabuleuse : celle du genie autodidacte Ramanujan, 
de sa rencontre (d'abord epistolaire) avec le grand mathematicien 
Hardy, de ses decouvertes prodigieuses dont les developpements 
ont encore cours aujourd'hui. 

pays qui a ose ecrire ä l'un des math& 
maticiens les plus celebres de son 
époque et lui reveler quelques-unes de 
ses decouvertes ; l'histoire de la recep-
tion chaleureuse et genereuse dont a 
beheficie cette lettre et de la collaboration 
extraordinaire qui en a decoule ; l'histoi-
re enfm de la glorieuse demiere lettre du 
genie ä son ami, &rite au milieu d'une 
periode de maladie et depression et peu 
avant sa mort prematuree et qui malgr6 
cela ne cesse jusqu'ä aujourd'hui de nous 
fasciner et de nous eblouir. Le genie 
inconnu c'etait l'Indien Srinivasa 
Ramanujan, son bienfaiteur altruiste 
l'Anglais Godfrey Harold Hardy. Je vais 
vous raconter les circonstances qui les ont 
unis et tenter d'expliquer aussi, un peu, 
les mathematiques dont il s'agit dans 
cette etonnante histoire. 

La premiere lettre 

Imaginez-vous un instant etre un math6ma-
ticien renomme et recevoir un beau jour une 
lerne d'un inconnu qui commence ainsi : 
« Cher monsieur, Je me permets de me 
presenter comme un employe dans la 
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comptabilite du Bureau Maritime de 
Madras avec un salaire de seulement 
20 Byres par an. », 
et qui continue ensuite en disant que 
l'auteur a environ 23 ans, qu'il n'a pas 
eu de formation universitaire, mais 
qu'il a ouvert de nouveaux chemins et 
obtenu des resultats que les mathema-
ticiens de son entourage qualifient de 
« saisissants ». La lettre continue alors 
avec une douzaine de pages couvertes 
densement de formules r6barbatives et 
d'un aspect peu ordinaire, plus d'une 
centaine au total. 
Votre premiere reaction sera sans doute 
de jeter la lettre A la poubelle comme 
vous avez l'habitude de le faire avec 
les lettres que vous recevez de temps 
en temps, &rites par des demi-fous 
8pris des mathematiques mais qui n'y 
comprennent rien. En fait c'est exacte-
ment cc que deux de vos collegues 
illustres ont déjà fait, sans bien sür que 
vous en soyez conscient maintenant. 
Mais votre deuxieme reaction — si 
vous 8tes Hardy — est de regarder de 
plus pres quelques-unes des 
formules, de constater 
qu'elles ont un certain 
vous-ne-savez-quoi, et 
de courir vite cher-
cher votre bon ami 
Littlewood 	pour 
passer le reste de la 
soirée A etudier 
ensemble avec lui 
cette missive extra-
ordinaire. Et avant 
que le jour ne finisse, 
bien que tres loin encore 
d'avoir pu verifier tous les 
resultats ou m8me pu com-
prendre d'ott ils pourraient venir, vous 
aurez conclu : cette lettre, qui est de 
toute evidence l'ceuvre, soit d'un fou, 
soit d'un tricheur, soit d'un genie, doit 
8tre celle d'un genie, car aucun fou ni 

aucun tricheur n'aurait l'imagination 
d'inventer des resultats aussi rocambo-
lesques s'ils n'etaient pas vrais. 
Pendant trois semaines vous travaillez 
fi6vreusement pour demontrer au moms 
quelques-uns des 120 theoremes que 
contient la lehre. En quelques cas vous y 
parvenez aisement, en d'autres avec un 
mal incroyable, et en beaucoup d'autres 
pas du tout, mais m8me les formules 
d'apparence la plus nmocente ont des 
proprietes cachees et surprenantes. 
Trois semaines apres avoir requ la 
lettre, vous ecrivez A son auteur : 
« Cher monsieur, J'ai ete hautement 
interesse par votre lettre et les theo-
remes que vous enoncez...» et vous 
continuez en lui priant instamment de 
vous envoyer des demonstrations 
rigoureuses de ses resultats. 

Une rencontre ttonnante et fructueuse 

C'est done ainsi que cela s'est passé. 
Treize mois apres avoir rep la lettre de 
Ramanujan (en avril 1914), Hardy, par 

l'interm6diaire de son ami 
Neville qui voyage A Madras 

pour surmonter les obs-
tacles, reussit A faire 
venir Ramanujan 
Cambridge. Commence 
alors une collaboration 
intense, qui deviendra 
celebre dans l'histoire 
des mathematiques. 
Ramanujan 	passera 

quatre annees fruc-
tueuses en Angleterre. 

Fructueuses, mais en m8me 
temps malheureuses : 	ii  

souffre beaucoup du climat et aussi 
de la nourriture anglaise. (Non, cc 
n'est pas la qualite de la cuisine anglai-
se qui lui pose des problemes, mais la 
difficulte d'y suivre un regime vegeta-
rien.) Malgre son amitie avec Hardy, 
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les resultats magnifiques qu'il obtient 
seul et avec lui, et les honneurs qu'il 
re9oit — ii deviendra en 1918 premier 
Indien Fellow of the Royal Society et 
Fellow of Trinity, certes non sans beau-
coup d'opposition de nature raciste de 
la part de certains collegues anglais 
ii devient malade et depressif, manifes-

tant un vif desk de rentrer en Inde, ce qui 
est impossible a cause de la Premiere 
Guerre Mondiale. En 1918 il fait une 
tentative de suicide en se jetant devant 
un metro et est sauve par miracle. 
II rentre chez lui peu de temps apres. 
En janvier 1920, exactement sept 
annees apres sa premiere lettre 
Hardy, il lui envoie sa derniere lettre, 
sur laquelle je reviendrai. Quelques 
mois plus tard, alors que son etat de 
sante avait semble s 'ameliorer, il  
meurt, en avril 1920. Il a 32 ans. 

Formes modulaires 

Pour vous presenter les travaux reali-
ses par Ramanujan, je ne peux evidem-
ment pas parler des 120 theoremes 
contenus dans sa premiere lettre 
Hardy. Je me bornerai aux resultats lids 

une seule theorie — la theorie des 
formes modulaires, qui est ma propre 
specialite et que j'aime beaucoup. 
line forme modulaire est un objet math& 
matique a deux visages, l'un visible et 
l'autre cache. Le visage visible est ce 
qu'on appelle une q-serie et n'est rien 
d'autre qu'une maniere compacte et faci-
lement maniable d'ecrire une suite de 
nombres a laquelle on s'interesse. 
Par exemple, au lieu d'ecrire un 
tableau: 

pour les valeurs de la fonction « partition » 
(voir l'encadre Partitions), je pourrais 

representer les manes informations sous 
la forme de la q-serie suivante : 
p(q)=q+2q 2 +3q 3 +5q 4 +7  5 + 11q 6  

+ • • • +3 972 999 029 388q " + • • • . 

Cette q-serie, déjà utilisee par Euler, 
s'avere &re une forme modulaire (on 
presque... en fait, pour avoir une forme 
modulaire il faut rajouter 1 et 

multiplier le tout par q 1/24) 

La beaute de la theorie est qu'il y a 
aussi un visage cache des formes 
modulaires, qui est une sorte de syme-
tie tres raffinee (que l'on appelle non-
abelienne) que je ne peux mieux vous 
rendre visible qu'en vous montrant le 
dessin d'Escher ci-dessous. Pour 
s'apercevoir de cette symetrie, il faut 
regarder une expression comme P(q) 
non seulement comme une fnon pra-
tique d'organiser une liste de nombres, 
mais aussi comme une « vraie » fonc-
tion de q, ou plutöt d'une autre variable 
z .qui est liee a q par une formule 
simple (a savoir q = e2"iz  ). 

Circle Limit iv de M.C. Escher 
©M.C. Escher Company 

Les formes modulaires ont la mime 
sym6trie subtile, « non-abdienne », 

que ce dessin d'Escher. 

Une fois que l'on connait cet aspect 
cache des q-series modulaires, les for-
mules les plus compliquees deviennent 
evidentes. Les propriftes de symetrie 
impliquent en effet que chaque forme 

n 	- 1 2 3 4 5 6 • • 200 • • • 
p(n) 1 2 3 5 7 11 - 	- 	• 3 972 999 029 388 • • • 
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Partitions 
Pour vous donner une petite idee de l'ceuvre collaborative de Hardy et Ramanujan, voici 
une de leurs decouvertes les plus Mares. Ii s'agit du nombre des partitions d'un entier 
donne, un problkne qui remonte ä Euler et donc au )(vile siècle. Pour chaque entier n on 
se demande de combien de fawns on peut grouper n objets. On note ce nombre p(n). 
Par exemple, pour n = 5 ii y a sept groupements possibles, 1 + 1 + 1 + 1 + 1, 1 + 1 + 1 + 2, 
1 + 1 + 3, 1 + 2 + 2, 1 + 4, 2 + 3, 5, et par consequent p(5) est egal A 7. 
Pour n = 1, 2, 3, 4 ou 6 on peut compter les partitions de la m'eme fawn: 

p(i)= 1 	1 
p(2) = 2: 1 + 1, 2 
P(3) = 3 : 1 + 1 + 1, 1 + 2, 3 
P(4) = 5 : 1 + 1 + 1 + 1, 1 + 1 + 2, 1 + 3, 2 + 2, 4 
p(6) = ii: 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1, 1 + 1 + 1 + 1 + 2, 

1+ 1+ 1+ 3, 1 + 1 + 2 +2, 1+ 1 + 4, 
1 + 2 + 3, 1 + 5, 2 + 2 + 2, 2 + 4, 3 + 3, 6 

mais cette methode marcherait evidemment assez mal pour n = 200, puisque 
p(200) = 3 972 999 029 388. Celle valeur a ete calculee (a la main !) par Major MacMahon en 
1917 en utilisant une formule recursive due ä Euler. 
Le resultat de Hardy et Ramanujan n'est pas une formule exacte de p(n), mais une approxima-
tion si incroyablement precise qu'elle permet un calcul exact. Elle consiste en une somme de 
termes elementaires (mais trop compliques pour kre detailles ici) dont déjà les deux premiers 
permettent d'obtenir p(2oo) ä une erreur d'environ 82 pr6s et les huit premiers ä une erreur de 
0,004 pr6s. Sachant que p(200) est un entier, on retrouve donc m'eme sa valeur exacte. 
Un bel exemple des profondeurs cachees de la theorie des nombres ! 

II faudra aux autres mathimaticiens des 
decennies pour dimontrer des risultats que 
Ramanujan, lui, avail trouves en quelques nuns. 

qu'apres des annees d'effort, devient 
presque banale quand on connait la 
modularite de la fonction P(q). 

modulaire a une « empreinte digitale » 
consistant en une liste explicite d'inva-
riants calculables (le poids, le niveau, 
et les premiers coefficients de la 
q-serie) qui la caracterisent totalement. 
N' importe quelle identite entre 
q-series, quelle que soit la profondeur 
de l'enonce mathematique qu'elle 
incorpore, devient donc triviale des 
qu'on sait que les deux q-series dont ii  
s'agit sont des formes modulaires : ii  
suffit de comparer leurs empreintes. Si 
elles coincident, c'est que les q-series 
correspondent A la meme fonction. 
C'est une sorte de « principe 
magique » qui rend simples les 
choses les plus profondes ; par 
exemple, l'identite d'Euler concernant 
p(n) mentionnee dans l'encadre 
Partitions et qu'Euler n'a Pu demontrer 

Ce « principe magique » des formes 
modulaires trouve de nombreuses 
applications dans les mathematiques 
actuelles. Par exemple, Andrew 
Wiles a demontre la modularite d'un 
certain type de q-series (celles pro-
venant des courbes elliptiques, oü le 
coefficient de q est lie au nombre 
des solutions d'une certaine 
congruence modulo n) et cela a 
donne comme corollaire la preuve du 
célèbre theoreme de Fermat ! 
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Quelques fausses fonctions modulaires 
de Ramanujan 
Avec sa derniere lettre, Ramanujan envoie a Hardy quelques exemples 
de ce qu'il appelle des « mock theta-functions », autrement dit des 
o fausses fonctions rnodulaires », comme celle-ci : 

4 	q4 	 q9  
l+ 
	 + 	 + • • • 1  + cf + (1 + q2)(1 + (/ 4) 	0.  + (42)(1 + (1(4)(1  + (16) 

Il appelle celle qui suit « fausse fonction modulaire d'ordre 5 »: 

1+ _A 	
q4 	 q9 

 + 
1 + q 	0. + q)(1 + q2)

+ 
 (1 + q)(i + q2)(1  + q3) +... 

Et celle-lä « fausse fonction modulaire d'oKdre 7 » : 
q4 	

a9  
1  + 	

+ 	  
1  _. q2 (1 — q3)(1 q4) + 

(1 — (14)(1 (e)(1 q ) 6 	+ • • • 

Il ne precise pas, bien entendu, ce qu'il entend par lä... 

Ramanujan n'a jamais compris de 
fawn essentielle ce deuxieme aspect 
des formes modulaires. II a presque 
toujours travaille avec les q-series 
elles-memes, sans exploiter les pro-
prietes de symetrie des fonctions. 
Puisqu'il etait un calculateur formel 
de genie, le seul dans l'histoire des 
mathematiques recentes qui puisse 
etre place au meme rang qu'Euler et 
Jacobi, il a reussi malgre cela ä faire 
beaucoup de decouvertes remar-
quables concernant les formes modu-
laires, comme celles qu'il expose 
dans sa premiere lettre A Hardy. Mais 
il etait handicape quand mane et ses 
decouvertes dans ce domaine n'ont 
jamais atteint la meme importance que 
celles des chercheurs qui l'ont suivi 
comme Mordell, Hecke ou Eichler. 

La derniere lettre 

Quelques mois avant sa mort, Ramanujan 
envoie sa toute demiere lettre ä Hardy, oil 
il rinforme de la decouverte d'une nou-
velle classe de fonctions qu'il appelle des 

mock theta-functions, 0 mock » &ant un 
synonyme anglais un peu recherché pour 
« faux » ou « imitation » et « theta-func-
tions » la terminologie utilisee par 
Ramanujan pour ce que nous appelons 
aujourd'hui les formes modulaires. 11 
s'agit donc de « fausses formes modu-
laires ». Ramanujan ne les definit pas, 
mais il decrit les proprietes caracteris-
tiques essentielles qu'il voudrait que ces 
fonctions possedent et en donne 17 
exemples (dont ceux de l'encadre 
Quelques fausses fonctions modulaires 
de Ramanujan), plus un certain nombre 
de relations entre ces exemples. 
Il range ces « fausses formes 
modulaires » en trois groupes : quatre 
sont d'« ordre » 3, dix sont d'« ordre» 5 
et trois sont d'« ordre» 7 (sans toutefois 
que Ramanujan defmisse precisement ce 
qu'est l'ordre). 
Les identites qu'il dome ont toutes ete 
demontrees par des mathematiciens 
ulterieurs 	— Watson, 	Andrews, 
Hickerson et d'autres — au prix de bien 
des difficultes, les demieres conjectures 
n'etant resolues qu'assez recemment. 
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On se souvient que, concemant les formes 
modulaires, Ramanujan avait ete handica-
p6 vis-a-vis des mathematiciens europeens 
par son manque de connaissances theo-
riques. En revanche, dans le cadre des 
« fausses formes modulaires », c'est l'im-
verse. Puisque personne ne commit, a cette 
époque, de « deuxi6me visage », de « pro-
priete magique » A exploiter chez les 
« fausses formes modulaires », l'avantage 
va ä celui qui poss6de le plus de talent pour 
le calcul formel, domaine ofi Ramanujan 
est imbattable. Finalement, II faudra aux 
autres mathematiciens des decennies pour 
demontier des resultats que Ramanujan, 
lui, avait trouves en quelques mois. 

Les « fausses formes modulaires », qui 
etaient un peu tombees dans l'oubli, sont 
redevenues actuelles. D'une part, on a 
decouvert qu'elles etaient liees A des 
questions profondes en theorie des 
nombres, topologie et physique quan-
tique. D'autre part, Sander Zwegers, 
mon 616ve, a reussi a deceler la symetrie 
each& des fausses formes modulaires 
correspondant a celle que l'on connais-
sait pour les formes modulaires. Avec la 
theorie qu'il a elaboree et que j'ai deve-
lop* un peu plus loin pendant ces der-
niers mois, les fausses formes modu-
laires ont desormais, elles aussi, une 
« empreinte digitale » calculable qui les 
determine compl6tement, et A l'aide de 
laquelle toutes les identites entre ces 
fonctions deviennent demontrables par 
des calculs mecaniques. 
On arrive donc non seulement a demontrer 
de nouvelles identites entre les « fausses 
fonctions modulaires » introduites par 
Ramanujan 	mais aussi a com- 
prendre l'« ordre » mysterieux qu'il avait 
introduit. Enfm, 85 ans apres sa mort, on 
parvient a rajouter a ses exemples celthres 
d'ordre 3,5 et 7 des exemples de n'impor-
te quel ordre premier ayant des proprietes 
exactement analogues! 

Les 	decouvertes 	de 
Ramanujan, et en particulier 
les fonctions mysterieuses et 
merveilleuses qu'il a intro-
duites dans la demi6re lette 
qu'il a envoy& A son ami 
Hardy, restent donc fecondes 
aujourd'hui. Elles continue-
ront tres certainement 
influencer, de fawn subtile 
et fascinante, le developpe-
ment des mathematiques et 
de la physique theorique 
dans les armees a venir. 

D. Z. 
* Résumé de la conference 
donnee par Don Zagier le 
16 mars 2005 a la 
Bibliotheque nationale de 
France, dans le cadre du cycle 
Un texte, un mathimaticien propose par la 
BnF, la Societe mathematique de France, 
France Culture et Tangente. 

Resultats de Sander /wagers 
sur les « mock theta-functions » 
de Ramanujan 
Sander Zwegers a decouvert les proprietes-clefs 
des « mock theta-functions » de Ramanujan: 

• il a trouve la propriete de symetrie each& ana-
logue a. celle des formes modulaires, 

• il a etabli l'analogue du « principe magique » 
pour les fausses formes modulaires, ce qui permet de 
demontrer facilement les identites entre ces fonc-
fions, 

• il a montre que plusieurs constructions déjà 
connues en mathematiques produisent des fausses 
formes modulaires: 

— sommes de Lerch, 
— series theta associees aux formes quadra-

tiques indefinies, 
— coefficients de Fourier des formes de Jacobi 

meromorphes, 
— certaines series q-hypergeometriques. 
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