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NOMBRES DE CLASSES ET FRACTIONS CONTINUES
par
Don ZAGIER

La partie originale de ce papier {§. V) représente un travail fait en col-

laboration avec F. Hirzebruch.

§.1. - SOMMES DE DEDEKIND, - Nous allons associer & chaque matrice

A¢SL(2,Z) un entier. n

N qui ne dépendra que de la classe de conjugaison de A ,

c'est-a-dire tel que

(1) Opap-1 = By (A,BesSL{2,Z)).

On'note par
H={gelT | Im 2>0 }
le dexrii—plan supérieur et par

Log : T\ [-»,0] > C

5
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D. ZAGIER

la branche de la fonction logarithme qﬁi prend des valeurs réelles sur ]R+ .
Fosons

2) 8(z) = 2miz + 24 % Log (1 LM e

n=1
cette fonction est continue (et méme holomorphe) sur H . Mais il est clair que

RICH Nz) = L2TiE H<1_82jinz 24

et on sait que A(z) estune forme modulaire de poids 12, domne satisfait & 1'équa-

tion
12
A(A 2) = (c z +4d) A(z) {(zecH)
b - zZ+ .
pour A = (:Z d) £SL(2, Z) (ici Az= i - ‘rt:i) . En prenant les logarithmes des

deux cdtés, on trouve

(3) TS(A 7) = 0(%) + 12 Log(c Z+d) + 2min, (%€ H)
pour quelque entier n,cZ (le fait que n, soit indépendant de z provient de la

continuité de 5(z) etde Log(c z+d) dans H).

La propriété d'invariance (1) est claire, ainsi gue l'équation

% C(4) n_, =7, 6 sigd {c} (c#0) . - ‘ -
; . I . - Lo
Par exemple, si A = ( 0 1 )] (e Z) est une translation, on a évidem-

ment S{A z) = 6{z+)} = B(z) + 20k, dion
(5) a0 x (e Z)

De méme, de 8{(A z +X) = 8(A 2} +2mik il sult que

n(a~2~,\c bikd. b
[ d ) (c d)
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FRACTIONS CONTINUES

a b

clest-a-dire que n 2 -2 ne dépend que de la deuxitme ligne (¢ d) de ( d)’
c c d

(c d)

On a

THEOREME (Dedekind). - Soit A = (i : 3) €SL(2,Z), ¢>0. Alors :

(6) nA:'a—Cté——Zv—lz s(d,c)‘,

ol le pombre rationel s(d, ¢) est défini par la somme (dite 'somme de Dedekind™)

. . c-1 3
(0 s = B SESRN ) (wa-n).

La somme s(d,c) a les propriétés suivanties :

i) s{d,c) "ne dépend que de d (mod <)

if) besld,c)e Z

2 .2
c +d +1 1
Tzcd i {c,a>0, {c,d)=1).

iii) (loi de réciprocité) s{d,c) + s(e,d) =

Remarquons que s{d,c) est tout & fait défini par les propriétés i) et iii), comme
on voit en appliquant 'algorithme d'Euler, Il est d'ailleurs amusant que {pour

¢ impair), le symbole de Liegendre-Jacobi est déterminé par la formule
-1
a %(—CZ -b6e sl{d, c))
(H=?

[

et que la loi de réciprocité guadratique est une conséquence de iii).

Les propriétés 1} et iii} se démontrent facilement avec l'aide de 1'équa-

tion (1} avec les matrices B convenables.



-D.  ZAGIER

§.I. - EFEORMULE LIMITE DE KRONECKER. -. Etant donné une forme guadratique
définie positive
2 2 2 .
O{m,n) = am +2bmn + cn {(a,c>0, b -ac<0) ,

il est important de connaitre le comportement de la fonction z&ta associée

pr—
m,u Q(xn,‘n)S

2
(ov %' indique une sommation sur (m,n)e Z° - (0,0})), au voisinage du point
s=1. Fuisque cette fonction ne change que par un facteur trivial k_s quand on

remplace Q par AQ (A E]R+) , on peut supposer que (I est normalisée de

. i 2 : 5 SR
fagon que son discriminant b -ac est égal-a- -1 ; dans ce cas, ona :

Q(m,n) = 'l,é fmin = [2

N oz

pour quelque zcH , z=X+iY , et on est ramené i étudier la fonction

. P N . . ) 5
1 Y

(8) s, 2] = & s

m,n |min z]

(zeH , ITm(s)>1) .

Il sé trouve que f, en tant que fonction de s , peut dtre prolongée comme fonction
méromorphe dans tout le plan complexe avec un pdle simple pour s =1’ commie
unique singulafité, et en plus que le résidu de f pour ‘=1 est égald 7, donc
indépendant de z (ce fait a été démontré par Dirichlet, qui I'uiilisait pour évaluer

le nombre de classes dun corps quadratique imaginaire). La "formule-limite de

Kronecker' est donmée par

THEOREME (Kronecker}. - Pour zgH, ona :

lim {(f(s, 2) _EHT) =2m(y-log 2 -+ log Y- 2 Re 6(2))
s+ 1 -

(v = constante d'Buler, ¥ =Im z, &(z) comme ci-dessus).
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FRACTIONS CONTINUES

Le fait évident que
9y - f(s, Az} =1f{s, ) (YzeH, AcSL{2,Z))
entraine maintenant 1'équation fonctionnelle (3) pour O(z) (avec quelque cons-

tante n,€ )

§.111. - LE THEOREME DE MEYER. - Soit:

aesL@.Z), A= (2 D), e>0, lawdl>2

une matrice hypérbolique, et soient w et w' les deux racines de AX =X ,
avec w>w', c'est-a-dire

. aedk+A/ (a+d)2—-4 ' a-d-ﬁia-l—diz—é:
W o= w! = iy

2¢ i 2¢

On note avee I le demi-cercle de H d'extrémités” w et w' ; la transformation

z + Az laisse I fixe. Soit z €T quelconque
. .

et z_ = A Z s alors l'intégrale

2

(10) (A, s) = Izo __a_(f(s z)}dz w! T w
* a Z 3 ‘v
‘ 2 .
o
3 y * ; 3 *
{prise le long de 'arc de .I' liant z et z ) ne dépend pas du choix de z . paz-

3 ) . : : : =
ce gu'il suit de (9) que -B—z-f(s,z)‘ dz est invariant sous l'action de A . D¢ méme,

1'équation (9) entraine la propriété d'invariance

(i1) Ba™h, 9-14,8) (A.BeSLE, Z)).

Puisque la fonction f(s, z) en (10} peut §tre remplacée par la fonction partout
k1 .

holomorphe f(s, z) -] seus changer la valeur de 1l'intégrale, on voit que

I{A,s) est une fonction holomorphe en s . Pour 31 on peut substituer & f{s,2)

l*expression qui apparait dang la formule-limite de Kronecker, et maintenant

s
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D, ZAGIER

'intégrale peut &tre évaluée avec l'aide de 1'équation (6) de Dedekind. Ceci donne:

THEOREME. {C. Meyer). - Soit A ¢ S1(2, Z} comme ci-dessus, alors :

e

(12) (A, 1) =i A -

Ce théortme est intéressant pour la raison suivante. Il y a une corres-
pondance biunivoque entre les classes de conjugaison de mairices hypérboliques :
AcSL(2,Z) etles classes de similitude de tous les couples (M,V), oﬁ‘ M est
un module complet {c'est-&-dire-un Z -module libre de rang 27 dans un corps
quadratique réel et V est un groupe abélien de rang 1 d'unités totalement posi-
tives & telles que eM = M (deux couples ’(M, V] et (M’,Y‘) sont dits sem-
blables si Mt = cx.M' hpour ﬁun’ a %‘0 du corps et V' = V). A savoir, si {M,V) est
un tel couple, - {‘Bl’ 'BZ} une base orientée de M {c'est-i-dire By >0,

Bl Bé-6,16,2> O? et &> 1 un générateur du groupe V , on définit A = (i . z) par

i

EBl aBl+b52 s

13) -
2,7 B8,
{ca existe, puisque &M = M) ; si AQSL(Z,Z) est donnée, on pose B =w 52:1

{w comme ci-dessus), M = rmodule engendré par 1,w , et &> 1>e'> 0 les valeurs
propres de A {& estdéfini par (13)).
A une paire (M,V) on associe une fonction I. comme il suit :
(a4) Ly &)= & =& 3
, - geM/vV  IN(g)]
onle & signifie que la valeur § = 0 doit &tre omise ; la sommation s'étend sur
toutes les orhites de M-{0} modulo I'opération du groupe V .

[y

La fonction LM V(s) est difficile b §tudier b cause du fait quion est obligé
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FRACTIONS CONTINUES

de diviser par l'action des unités. au lieu d*étendre la somme sur tout le module
comme on pouvait le faire dans le cas des corps quadratiques imaginaires étudié

par Kronecker. Meyer a cependant pu évaluer L

M V(s) en employant une astuce

' célebre de Hecke (voir Hecke [1], p. 201) pour démontrer la formule

s/2 R i )
{15y ﬁ DM LM,V(S) =2i F(ﬂ)z (A, s) ,
2

ot AgSL(2,Z) est la matrice hypé‘r’boliquﬂe correspondante & (M,V) dans la facon

qu'on vient de décrire et D_ = N(M)ZD (N{M} = norme , D = discriminant du co‘:bpsj

M

est le discriminant de M . En combinant avec le théoréme précédant, on obtient :

THEOREME (Meyer [31). - Soient K nn corps quadratigue, MCK un module

complet, et V un groupe d'unitds totalement positives éngén&ré par une unité e>1

telle que eM =M ; alors :

2
_ 1T
(16) LM,vm T 3./, By

ou AgSL{2,Z) estla matriée qui décrit 1'opération de & sur M’ {par rapport

~

3 quelque base orientée).

Avec l'aide de 1'équation fonctionnelle de LM v 2 on peut dcrire ce résul-

tat sous la forme :

a7y LM’V(O) = ziA/3 .

§.1V. - VALEURS DE NOMBRES DE CLASSES. - Jusqu'd maintenant on n'a parlé

ni de fractions continues, ni de nombres de classes,

87



D. ZAGIER

Soit - K un corps quadratique réel dont 1'unité fondamentale est totalement
positive (par exemple, tel que le discriminant D n'est pas somme de deux carrés).

Soit ¥ un caractére sur les idéaux de K tel que l'ona

(18) x{(@) = sign (V@)
pour un idéal principal (a) (“aorm sigr;ature character'), clest-a-dire, X est
un caractére sur le groupe des classes d‘idéapx_au sens restreint qui n'est pas
induit par un caracfere sur le groupe des classes d'idéaux au sens large. On dé-
compose la fonction IL.(s,¥) associde & ¥

(19) Lis.x) =35 = —X&L
C ¥e C. n@)®

>

ob la premidre sommation (finie !) s'étend sur toutes les classes d'idéaux au sens
. -1
large. Fixonsg une telle classe C et choisissons un idéal entier 9106 C . Alors
x@A)
z _X@%;: X(mo) N(glo)S & ______0_3__ ’
dcC N Ye C N zuo)
et 91210 (Y¢ C). . parcourent tous les idéaux principaux (B) avec () divisible

par i’lo , c'est-a-dire Bei’lo . Deux éléments gcK définissent le m&me idéal

{B) s'ils different par +€& (& une unité positive). Donc :

B

XU ).
5 ._____o_s = % ——X‘(('Q%—
Yec N@U) ¥ l(g) N(a)

- % sign N(8) _
u_|(e) (N(EN°

o M = i’lo ,» V = groupe de toutes les unités totalement positives de K . En subs-

titvant la valeur de LM v (1) donnée par le théoreme de Meyer, on trouve alors
) : "ﬂZ .
(20) L{1,%) = i) ?; X(i’lo) n(¥ )
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FRACTIONS CONTINUES

N -1 sz .
oli, pour chaque C, QIOE C sst un idéal quelconque et n(‘l[o7 est donné par ’“ﬁ‘é
L

avec A la matrice décrivant opdzation de 'unité fondarentale de K su
base de illo . Le théordme de Mevyer nous permet alors d'évaluer L{l,y) pour

les caract&res du type "norm signature'’.

Supposons maintenant que ¥ est réel, c'est-d-dire ne prend que les
5 — ;
valeurs =1 . Alors ¥ (¥ B8) = ¥(B) pour deux idéaux U,B ; on appelle un tel carac-

tére un caractére de genre. Il est connu que Ces caractires correspondent & toutes

les décompositions possibles (2 I'ordre pres)

21) D =D,D

T

du discriminant de K en produit de deux discriminants de corps, et qu'on a alors

(22) L(s,x) = Ly () Ly (s)
1 2

o«
(o L_{s)= % (2)/1'18) . 8i x a aussila propriété. (18), ona D <0, D_<0,
¥ A , 1 2

et dans ce cas on sait que

LDi(l) =m"]T; h(D))

i

(avec les conventions h{-3) :% , h{-4} = %—) . Onaalors :

3

(-23) h(Dl) h(DZ) =%

N x(&!o) n(%l‘o)‘ .
C

Exemple : Soit p=3 {(mod 4) un nombre premier, et supposons que h(p) = 1.

Soient ¢,d>0 la plus petite solution de 1'équation de Pell

clz—pc2 =1,
Soit

nr’i—d“-3 -12 s(d,c} .
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Alors ona

(24) h{-p) = % o,

En fait, si on pose D =4p, Dl = -4, D‘2 =-p, & =dtcs/p, et sion choisit pour

% . le module f/p . 1} (il n'y 2 qu'une classe C ), on voit que A = (i Cdp) 3

I'entier n n'est autre que Dy -

Evidernment, si h{p)>1 il y a une formule analogue ol en

remplacé par une somme de plusieurs entiers = nA-

(24) n est

En tant qu'exemple numérique, prenons p=7 ; alors ¢=3, d=8,

-1 6, 12 _

1 41 2, -
S(d’c)¥3(‘6)+3(_6%‘18’etn_S —3+18—3 3h{-7) .

1

§.V.- NOMBRES DE CLASSES ET FONCTIONS CONTINUES

LEMME. - Pour b,...,b €Z et
b1 -1 'br' -1 a b

25) A:(l‘ 0)"'(1 0):((: d)GSL(Z’Z)
- O a
sna 3

(26} n, :i,:zl(bi-s).
Démonstration. - Par induction sur r . Pour r =1,

7 atd . bl{«o

n, = So3 212 8(d, €) =5 =-3-128(0,1}= by -3 .

8i le lemime est vrai pour r et A est comme en (25}, bog Z , Al

(v 3
T S



FRACTIONS. CONTINUES

alors

'(bc‘)a—rc b b-d)
A= s b}’

bOa—c+b
n,,K =-———>——— -3 - 12 s(b,a)

Al a
et, puisque ad-bc =1,

s(b,2) = s{~c,2) = ~-s(c, a)

2 .
< +az+l

.
- Su(a’ el - 12ac +4:
= S(d C) - _C_Ziiz.‘_ﬂ + l
TThY 12ac 4
% (ou l'lon a utilisé s(d, ¢) = sfd’; ¢} ‘pour dd' =1 (mod ¢} et la loi de réciprocité
pour s{d, c)}}), ce qui donne
: 2 2 :
* _ b-c c ta +1
nA,—b0-3+ S -12 s(d, e} + — -3
=b —3+§+—d-3—123(d,c)‘
o c N : B
| I (5,-3)
; ) - =b -3 +mn, = b,-3 ‘
| ° A gag F ~ C.Q.F.D.
On sait que chagque A¢SL(2,Z) peut s'écrire sous la forme {25) avec
1 ., 11 1
bl, b €Z (parce qu'on sait que SL(2, Z) est engendré par (0 1} et {_2 {}}9,

Mais il ¥ a méme une forme standard pour les classes de conjugaison : chagque
| . matrice A = (aC Z) hyperbolique (et avec c>0) est conjuguée en SL(2, Z) 2

' un produit ——
(bl -1) b -l ) ~
# 27 1 o/ "\ 1 0/
avec bie Z , b2 2 {et au moins un bi>2) s et en plus v est uniqde et

bl’ e br sont uniques & permutation cycligue pres (une permutation cyclique des

b, e changeant Evidemament pas la classe de conjugaison de {27)). On appelle -
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((bl, e br)) le cycle associé 2 la matrice A . Pour trouver les bi , on définit
w comme ci-dessus {c'est-a-dire, W estla solution la plus grande de Ax =x)

et on le développe en fraction continue

1
=g - —— > i
w=a i (ai__Z pour i> 0)
217 -
5

(remarquez les signes négatifs} ; la suite des quotients partiels {ai}iE]N sera
périodique & partir d'un cer{tain indice io et le cycle ((b‘l, ,br)) n'est autre
que la période de cette suite (ou bien la période primitive ou bien k fois la période
primitive, 's‘elon que pour le couple (M,V} correspondantda A Ie groupe V coin~

cide avec le groupe de toutes les unités totalement positives laissant M invariant

ou 2 un sous-groupe d'indice k de ce groupe).

Ceci permet de calculer les nA a I'aide des fractions continues, et, e.n
combi;a‘nt cela avec les théortmes de Meyer déja énoncés, on obtient des identités
assez remarquablés exprimant des nombres de classes en termes de fractions
continues. Par exemple, on prend un premier p =3 (mod 4) avec h(p) =1 comme

tout & l'heure, on développe :

P = BG"

période
minimale .

{cette fraction continue est périodique d2s by J, etona
b+ ... +br’-3r:3h(-p7,

1

Avec p =7, cela donne :
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FRACTIONS CONTINUES

1 . ’ P
3__11 ’
6___

JT=3 -

3 _1_

S

r=2,b73,b,=6, & (b-3)=0+3=3=3h(-7).

Pour h(p)> 1 on a une formule analogue ou il faut considérer toutes les
fractions continues des éléments de @(/p) (il 2'y a qu'un nombre fini de périodes

distinctes) et sommer les I (bi—3) correspondant avec des signes convenables.

. R S I
§. V1. - UNE FORMULE POUR LE NOMBRE DE CLASSES. - Il se trouve que la

formule donnée dans le §. V. pour le nombre de classes d'un corps quadratique
imaginaire @(/-p), h(p) = 1 , peut &tre reformulée dans u'rie forme valabie pour
tout.discriminant -N négatif et ou l'on n'a pas besoin.de connaitre ni le nombre
de classes d'idéaux de M(/N) ni les périodes des fractions continues correspon-

dantes, La formule dont il s'agit est la suivante.

THEOREME [2]. - Soit N =3 {mod 4), N # 3, un nombre positif sans facteurs

I

carrés. Alors ona :

[2vyN1 [JN]
(28) 3h{(-N) = & x{m 5 [
n=1 b=[/N]-ntl
b2 =N (mod n)

b+ /N
__N_] R

n

oti ¥ (n) estla fonction multiplicative de période 8 défini par la table
e8] Cette partie n'a pas été traitde dans l'exposé oral
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D. ZAGIER

29) n_(mod 8) l o 1 22 3 4 5 f; 7
{n) , 0 1 'ﬁ) -1 0 1 _(_ﬁ) -1

Pour plus de précisions, le lecteur est renvoyé & P'article [2]).
P P > Y

La formule (28) est trds amusante, pour la raison suivante. Soit pour
n>0

(30) amy = » (2N .

Ibl<y® %
2 b>A/_1\T-n
b= N (mod n)

L'entier a(n) est nul pour n>2A/ﬁ‘, puisque 1'on a dans ce

0<'%@l<%@<l

cas ; donc la formule (28) peut &tre écrite sous la forme

(31) 3 h(-N) =n:2°1 (@) a(n)

(ot la somme est en fait finie). Pour étudier le comportement de cette série pour .
N + « ; nous remarquons que, pour n-<& ,\/—1-\-1‘, on a b+,\/1\—1~ ZN pour chaque b
en (30} (puisque /N-n<b<./N ), donc que a(n] estasymptotique & -2'-;@. fois
le nombre des entiers b satisfaisant aux conditions de la sornmatio;x en (30).

‘ D'aut?e part, dans ce cas la condition b> - ,\/ﬁ est comprise dans la condition

b> 4/N-n, de telle sorte que

a(n),uz;f@ #{b]yNn<b<JyW , bz«EN (mod n) }

(32)

, =3n@ b(n) ,
ot

(33) bn)= & 1

b{mod n)
b = N (mod n)



. =]
11 est donc raisonnable de croire que les deux séries 21 x(n} a(n) et
. n=

FRACTIONS - CONTINUES

K

e b
et 2/N 21 X (n) -lnﬁ sont asymptotiquement égales pour N+ . Or, le théordme
n=
nous dit qu'elles. sont identiques ! Pour le voir, il faut remarquer que b(n) est
une fonction multiplicative, donc que le(n) 'JSE)- a un développement en pro-
n= n

duit d'Euler dont le facteur correspondant & un premier p. est (comme on le voit

facilement) 2
&
1 +— pour p=2,
s
2
-1
& L :
1+ - pour p;éZ_,p]N ,
P o
1 pour p;—ZZ,(ﬁ):—l,
-1 -1
2(—) - 2(=)
2 z P N, _
1+ ps +p23+ 35 T -- pour p#Z,(p)—%l.

On vérifie que dans chacun de ces quatre cas, ce facteur peut étre écrit comme

Ny syl A -s-1 o -2s
a-tge .»)‘(1 e ) (G-p 7).

On a donc {(pour Re(s)>1)

2 xe 22 - TTa- ™ TT a2 TT 1679
n=l n P P P
(34)

=L () L_(s) / C2s) .
D'autre part, on sait que, pour N>0 .

L (1) = J B(-N)

(o Rh(-3) = -;- , h(-4) = %’) , donc :

@ 2
£ b X2 L onay) O/@ = Sen(N)
1 B 71-\'{: 4 6’ " 2/N

n=
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D. ZAGIER

d'ou pour N>3 ) -
)
b
2N X x(n) bm) = 3h(-N) —
n=1 n
On a donc deux séries, l'une infinie et convergente, l'autre finie, dont les premiers
(et plus grands) termes sont asymptotiquement les mémes et ayant la méme som-

me. Pour terminer, on donne un exemple numérique.

N =203 =7.29

n x (n) a(n) 2 /N M%ﬁ-
1 28 28, 495609 ...
-13 -14,247805 ...
7 -4 -4,070801 . ..
11 2 -5,181020 ...
14 1 2,035401 ...
17 2 3,352425 ...
22 0 2,590510 ...
" 29 0 ‘0,982607
34 . -1,676212 ...
41 | : : 1,390030 ...
43 1{a(n) =0 pour n>17) -1,325377 ...
53 | v 1,075306 ...
58 ' -0,491304 ...
59 -0,965953 ...
61 ' 0,934282 ...
73 | 0,780702 ...
77 0,740146 ...
79 -0,721408 ...

(Les valeurs omises de n ont ¥ (n}a{n) = x{n} b{u} = 0 ). La somme des valcurs

dans chacune des deux colonnes est égale & 12 = 3h(-203).
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