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UNE FORMULE-LIMITE DE KRONECKER POUR LES

CORPS QUADRATIQUES REELS

par

DON ZAGIER

Soient K un corps de nombres de discriminant D et A une.
_ class? d'idéaux de K . La fonction z&ta de A est définie par

CA(s) =l N(QI)—S pour Re(s)> 1 et par prolongement méromorphe
UeA

ailleurs . Considérons le développement en série de Laurent

"

s -1

1) o] */? ¢, (5) +P(A)+ o (A) (s-1) ... (s=1))

1
On sait que le résidu % ne dépend que du corps K (c'est ce
fait-1a qui permet la détermination analytique du nombre des classes h(K),

car il implique

h(K)% ..
Vioalll lim (s-l)CK(s)).

s=1

Nous nous intéressons au terme constant p(A) .

Si x# x o est un caractere sur le groupe des classes d'idéaux,

on a .
- X(¥) <
L(¥, s) = % N@) S iHMCAU
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pour s=—1, c'est-a-dire

L(,x)= i X (A) p(A) (sommation finie) .

Le calcul des L (1,X) - qui est nécessaire pour trouver les
nornbres des classes des extensions abéliennes non ramifiées de K -

peut donc se ramener a celui des p(A).

Pour K= @, il n'y a qu'une classe A, avec QA(s) = € (s)
(fonction z2ta de Riemann) et ona p(A) = Y (constant d'Euler), Le cas
K = corps quadratique imaginaire a été traité par Kronecker qui trou-

va la célebre <« Formule-limite > exprimant :

. s/2 il

p(A) = lim [ID‘ CA(S)— s-1]
s—1 -

/1 e ) 91

3 1'aide de la fonction mn(z) = enlz/ 2 bl Q-e Rz )

n-1
de Dedekind . Plus précisément, il démontra

Soient K un corps quadratique imaginaire de discriminant

D<0, A une classe d'idéaux de K et U€A un idéal fractionnaire ayant

une base {l,w} avec Im(w)>0 . Alors

(2) pa)y = @ (w) ,

ot @:H-R (X = demi-plan complexe supérieur )
est une fonction différentiable indépendante de A et de K , a savoir
) 1 2
(3) @(z) = 4n(y - 5 Log (2 Im(z)) - Log [n(z)] 7).

Pour tout autre corps , 1'étude de CA(s) devient beaucoup plus
compliquée 2 cause du fait que le groupe des unités est d'ordre infini .,
Hecke [1] donna une formule dans le cas d'un corps quadratique réel , mais
elle contient une intégrale et est beaucoup moins satisfaisante que (2) .

Avec la mé&me méthode , son éleve Meyer déduisait le théoreme suivant [4]:

Soit K = @ (/D) un corps quadratique réel n'ayant pas d'unité

de norme - 1. Soient B une classe d'idéaux de K dans le sens restreint

et B¥= @B (8= classe de 1'idéal (/D)) la classe des idéaux équivalents

3 ceux de B dans le sens large mais pas dans le sens restreint .
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Alors : >
3 m
p (B) -p (B ‘) = 6 n
o n€Z ; n peut &tre exprimé 3 l'aide des sommes de Dedekind .

Récemment , Hirzebruch a remarqué que la formule de Meyer
s'exprime de fagon élégante 4 1'aide des fractions continues . Pour B comme
ci-dessus , on choisit un idéal fractionnaire % €B ayant une base {1, w }

telle que
(4) w>1, 0<w'<l

(w'le conjugué de w ) ce qui est toujours possible ., Un nombre quadra-

tique w satisfaisant 3 (4) posside un développement en fraction continue

purement périodique , c'est-a-dire
(5) w = b, - 1
1 b
. 2 _ 1
b
3
B 1
b - 1 -
b -
1 bz _
avec bl""’b des entiers 2 2 , Un autre choix de ¥ ou de w méene
a une permutation cyclique des nombres bl’ oo br . En particulier, la

longueur r de la période minimale de (5) ne dépend que de la classe B ;
on la note r = ¢(B). Alors le théoréme de Meyer est équivalent 2

2
(6) p(B) - p(BY) = - = (&(B)- ¢(B¥))

(Pour plus des renseignements, voir (2] ou [5]. )

Cette formule suggere que p(B) lui-m&me est peut-&tre lié
a la fraction continue (5), On ne peut pas s'attendre & avoir une formule
aussi simple que (2), parce qu'il n'y a plus de choix canonique pour une
base {1,w} d'un idéal de B (dans le cas imaginaire , W& 3} est déterminé

a l'opération de SL_Z pres et peut donc 2tre choisi de fagcon unique dans

2

1
le domaine fondamental - 5 <Rew S ZL w2 1),
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Au contraire, ilya r = &(B) valeurs de WEK satisfaisant 2a (4),
3 savoir les nombres WIS W, Wosl e, W obtenus de (5) en permutant
bl, cees br cycliquement , et il n'y a pas de raison de préférer l'un des

W, aux autres . Il est donc naturel de supposer que p(B) est la somme
de ©(B) contributions qui sont données (comme en (2) ) par une fonction

universelle des w, et leurs conjugués .
i

THEOREME : Soient K et B comme ci-dessus et Wl""’wr les nombres

de K satisfaisant & (14) et tels que {l,wi} est une base d'un idéal

fractionnaire de B ., Alors

r
p (B) = E ¢ (Wi’ Wi ) H
i=l
on @ : ]R2 __.__>IR est une fonction différentiable indépendante de B ou

de K.

Explicitement , on a

2
z' il
1y = _ 1 s Ly L
@ (z,2') = F (Z) F(Z)+L12(Z) 6
Z (.1 nal Z
+ Log Z,(y—ELog(Z-Z)+4Log Z‘)
pour 0<Z'<Z , ou
© .
Li(t) = & — (0sts1)
2 2
n=! n
est la fonction < dilogarithme>> (voir [3]) et
(0 o] [e'e) -xt
F(x)= X v(nx) _ I (———-—-—-—-1 t-l‘)Log(l-ex)dt
- n 1-e t
n=1 o
1
( Ty : :
v(y) = T log y ). Les fonctions L12(t) et F(x) sont
y

dessinées sur la page 21-05.

Pour démontrer le théoreme , on décompose CB(s) en une somme

de r = £(B) séries de la forme :
2® X 1
Z(s) = (bz— 4a‘c)s/ r =
n=

- 2
m~1 n=0 (am2+bmn + cn )s



2
avec am + bmn+ cn

- tifs, et on montre que :

Z(s)= —= +B + O (s-1) (s=1)

avec

2 . 2
w' < w. étant les deux racines de cx - bx+ a=o0.
Les détails sont publiés en [6].

2
-

6
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une forme quadratique indéfinie a coefficients posi-

-6

-1
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