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THEORIE DES NOMBRES. — Formes modulaires & une et deux variables.
Note (¥*) de M. Don Zagier, transmise par M. Jean-Pierre Serre.

On construit une forme Q (z3, z2; 1), modulaire en z;, z, pour le groupe modulaire de Hilbert de

Q (VE) et en 1 pour Iy {p); c’est le « noyau » d’une correspondance entre formes en une et deux
variables due & Doi et Naganuma.

1. NotaTIONS. — Soient p = 1 (mod 4) un nombre premier et k un entier pair > 2. On
note S, (I'y (p), (/p)), Vespace des formes paraboliques pour Ty (p), de « Nebentypus » (au
sens de Hecke) relativement au caractére de Legendre (/p); si feS, (I (p), (/p)), on a

f ( az+ b) _ ( a > (cz4+df f(z)  (ze$ = demiplan-supérieur)
cz+d p

Z e I'y (p). On note S, (SL, 0), "espace des formes paraboliques

de poids k pour le groupe modulaire de Hilbert SL, @ [@ = annecau des entiers de Q ( \/l 17)_],
si feS,(SL, @), on a

. a
pour toute matrice (c

f(o{,zl—]—B, Ot, ZZ+B’> =(’Y21+5)k(7'22+5,)kf(21’ Z5) (Z1, 2,€9)
'YZI—]—S v ZZ—I—S

. fa . S,
pour toute matrice (’Y ﬁ) eSL, 0, o, ..., & étant les conjugués sur Q de o, ..., S.

8
2. LA rormE Q. — Pour tout entier m = 0, on pose
, 1
COm(Z 1s ZZ) =

w—§=m/p(azl Zy4+ Az +N z,+ B

ol la sommation porte sur les @, be Z, A d™ ! [ou b est la différente de Q (\/ p)] avec
NQO \/ E)+abp = —m et le ) signifie que les valeurs @ = b = 0 doivent &tre omises
dans le cas m = 0. La série converge absolument pour k& > 2 et définit alors une forme
modulaire de poids & pour SL, 0. La forme o, est unmultiple de la série de Hecke-Eisenstein
de poids k, tandis que, pour m > 0, @, est une forme parabolique. On a @, = 0 si
(m/p) = —1, puisque la sommation est vide dans ce cas.

THEOREME 1. — Pour tout point (21, z,) € $ % 9, la suite de nombres { m* ™ *0,(zy, 2;) }mz1
est la suite des coefficients de Fourier d’une forme parabolique appartenant é S, {T'y (D), { /D).

Posons

<
Q230 = Y M oz, 2) @M (1e$).
m=1

Pour = fixé, la fonction (z,, z,) > Q (24, z,; T) appartient 4 S, (SL, 0); pour z;, z, fixés,
la fonction T Q (z,, z,; 1) appartient & S, (T, (), (/p)).
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3. EXPRESSION DE @ A L’AIDE DES SERIES DE POINCARE. — Rappelons maintenant la
définition des séries de Poincaré pour I'y (p). Pour tout entier # > 0, soit

G!?(z) _1 Y <g) (cz-+d)~* 2l D) (es+ ) U= (1 Z).

(z g)eU\Fo(lI) r 01

Alors G e S, (T'y (p), (/p)) et, pour une forme modulaire

f = Zaneznimesk(ro(p)’ (;))

quelconque, le produit de Petersson de f et G est donné par

(f, G = (k=D!@xn) a,

G© = g™ % (0 "1>esk<ro(p), (—))
p 0 4

donne, de fagon analogue, les coefficients du développement de Fourier 4 I’autre pointe 0
de I'y (p). Posons

La forme

- - -1

ol le deuxiéme terme est O si pa.
Soit @2 1a fonction de zy, z, définie par Ja méme équation que celle donnant w,,, mais

a

avec la sommation restreinte a a =0 :

1
0o (24, 22) = —
@5, 22) xg—i bgz(lew z,+ b)*

X =mlp

(Noter que ©,, = 0 si m n’est pas une norme.) Cette fonction a de bonnes propriétés de
transformation par rapport au groupe d’isotropie de la pointe & Pinfini, ¢’est-3-dire par
rapport aux translations par les éléments de @ et anx multiplications par des unités totale-
ment positives de @.

THEOREME 2. — Onr g
ot k—1
Q(zly Z3; T)= Z m mr?‘l(zb ZZ)Gm(T)'
m=1
Pour démontrer cette identité, on développe le membre de gauche en série de Fourier :
Zanve(n’c""v Z3 +V' ZZ)’

ol1 n parcourt les entiers = 1 et v les éléments totalement positifs de b~ 1. Chaque coefficient
est donné par une série de la forme

o fan [
Opy = Oyyg + Z anerk—l(‘;“\/“‘“ B
r=1

P
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ol a,,, est une certaine somme exponentielle finie (analogue 4 une somme de Kloosterman)
et J,_, la fonction de Bessel d’indice k—1. Le membre de droite a un développement ana-
logue avec des coefficients b,, et b,,,, et un calcul explicite montre que b
le théoréme.

.
oor = o, 470U

On notera que le théoréme 2 entraine le théoréme 1, puisque les G,, appartiennent &

Se To (2), (/).
CorOLLAIRE. — Soit fe S, (T, (p), (/p)) et soient

- int - - -1 b wint
f@) = Z a,,ez" 3 P k/2 o kf( >= Z b,,ez ]
n=1

pT n=1

les développements de Fourier de f aux deux pointes oo et O de Ty (p). Alors la fonction
1{f) de deux variables définie par

1(f)(zl’ ZZ) = Z an(’)g(zla ZZ)_!_p(ku—l)[z Z bnwgp(zl; 22)
n=1 n=1

appartient & S, (SL, 0).
En effet, 1 (f) n’est autre que le produit de Petersson de f(t) et de Q (z;, z,; ©) par

rapport a la variable 1, et le corollaire résulte du fait que Q est une forme modulaire de
Hilbert en (zy, z,).

4, INTERPRETATION DE {) COMME « NOYAU », — Soient

f = Za,,e(n T)Esk (ro (p)a ("‘))
P

une fonction propre normalisée des opérateurs de Hecke et
) q -1
(p(S) —_ Z ann—-s - H(l_aqq—s_i_(_)qk—l—-ZS)
n=1 q P
sa transformée de Mellin. Si q est un idéal premier de @, posons

a, si q¢’ =(q), (%>=1,

Tt @ (2)=-1
p
a,+a, si g% =(p).
On sait (') que la fonction

E’(S) =TI —*qu\f(q)"“_[_N(q)k—l-—Zs)—x

est Ia transformée de Mellin d’une forme parabolique ;‘(zl, z,) de poids k pour le groupe
~ o

modulaire de Hilbert. [Noter que ¢ = ¢¢°, olt ¢°(s)= ), @,n %] Puisque les
n=1

fonctions propres normalisées des opérateurs de Hecke forment une base B,, de
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S, (To (p). ([p)), Vapplication f+> f~ s’étend par linéarité en une application de cet espace
dans 8, (SL; 0). Cette application est (& un facteur prés I’application 1 définie du corol-
laire au théoréme 2. Plus précisément :

THEOREME 3. — On a

@rifpH
W(f)= Wf pour tout feSk<F0(p), (;)))

On étend par linéarité Vapplication ) a,q"— > a,q" définie sur la base B, , de
S: (To (p), (/p)) en une involution p de cet espace; si

fsza,,q"esk(ro(px (;)) et fP=Yad"

ah = (ﬁ> a, si pin.
p

On décompose S, (T (7), (/p)) en S @ S, d’aprés les valeurs propres + 1 de p; on a
dimS; = dim S, . La fonction G, (z) appartient par construction & S si (n/p) # —1,
et il s’ensuit que Q (z;, z,; 7) appartient & S; en tant que fonction de 7. L’application 1
est mulle sur S; et injective sur S,

on a

(*) Séance du 1° juillet 1974.

(%) Ceci a été démontré dans le cas des formes de « Haupttypus » par K. Dot et H. Nacanuwma, Invent,
Math., 9, 1969, p. 1-14 et dans le cas de « Nebentypus » par H. NAGanuMa, J. Marh. Soc. Japan, 25,
1973, p. 547-555. Deligne me signale qu’il se trouve aussi (sous une autre forme) dans H. JAcQuer,
Automorphic Forms on GL (2). 1L, Springer, Berlin, 1972, théoréme 20.6.
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