Peierls-Instabilitit und
niederenergetische Anregungen
in ein- und zweidimensionalen

Elektron- und Spinsystemen

Diplomarbeit im Fach Physik

an der Universitat Bayreuth
am 30. September 1998

eingereicht von

Alexander Weifle

1. Gutachter: Priv.-Doz. Dr. H. Fehske
2. Gutachter: Prof. Dr. H. Brand






Inhaltsverzeichnis

[Einleitund 5

1 Peierls-Instabilitiat in eindimensionalen Elektron-Phonon-
Systemen

1.2.2 Inhomogene Variationelle Lang-Firsov Transformation und Ex-

akte Diagonalisierung . . . . ... ... ... ... ... 10
[L2.3 Berechnung des Phasendiagrammd . . . . . . ... ...... 13
1.2.4 Charakterisierung der metallischen Phase als Luttinger-Fliissig-

keit . . .. 15

2 Spin-Peierls-Instabilitit und Phonondynamik in frustrierten

Spinketten 27
[ Spin-Pejerls-Ubergang in der anorganischen Verbindung (}]]GQQJ LL27
B2 Mikroskopische Modelle und Methoded . . . . . . .. ... ... ... 30

- - Modell . .. ...... 33
R.2.4 _FluBeleichuneen fiir ein Spin-Pejerls-Systend . . . . . . . . . . 34
in- - i i i -Modell . .. .. 35
2.3 Numerische Resultate zur Spin-Phonon-Wechselwirkung in frustrier-
ten Heisenberg-Ketten . . . . .. .. ... ... ... . ........ 39

.31 Dimerisierung im Grundzustand . . . . . ... ... ... L. 39

3 Niederenergetische Anregungen in Spinsystemen mit Frustration
und Dimerisierung 45

B.1__Experimentelle Ergebnisse fiir Vanadyl-Pyrophosphafl . . . . . . . . 45
B.2_Die alternierende Heisenbere-Kettd . . . . . . .. ... .. ...... 47
B.3 _Einfliisse schwacher Zwischenkettenkopplung . . . . . . . . . . . .. 49
Bl o i omales Modell fir VanadulD Tosohad . .. 51
B5 Diskussiod . . . ... .. ... 55

B6 Nachtrad. . . . . . oot 56
[Zusammenfassung 57







Einleitung

Niedrigdimensionale Elektron- und Spinsysteme sind seit Jahren ein Gebiet inten-
siver Forschung, sowohl von theoretischer als auch von experimenteller Seite. Ei-
ne Einschrankung der Freiheitsgrade beziehungsweise der Wechselwirkungen quan-
tenmechanischer Objekte auf eine oder zwei Raumdimension fiithrt zu einer Reihe
ungewOhnlicher Effekte. Korrelationen und Fluktuationen spielen eine wesentlich
groflere Rolle als in hoherdimensionalen Vielteilchensystemen, und zugleich erhoht
sich die Empfindlichkeit gegeniiber kleinen Stérungen, zum Beispiel von Seiten des
umgebenden Kristallgitters.

Die vorliegende Arbeit ist zu einem grofien Teil der Wechselwirkung zwischen
Gitterschwingungen eines kristallinen Festkorpers und Ladungs- oder Spinfreiheits-
graden im Kristall frei beweglicher beziechungsweise lokalisierter Elektronen gewid-
met. In zwei- und dreidimensionalen Materialien ist die Kopplung von Elektronen
und Phononen wichtiger Bestandteil von Effekten wie Supraleitung, Ladungsord-
nung oder kolossalem Magneto-Widerstand. In einer Dimension ist vor allem die
Konkurrenz von metallischem Verhalten und Ladungsordnung interessant.

Im ersten Kapitel wird die damit verbundene PEIERLS-Instabilitéit eines Elek-
tronsystems anhand des HOLSTEIN-Modells spinloser Fermionen untersucht. Das
Augenmerk gilt dabei hauptséchlich der Frage, unter welchen Bedingungen an Kopp-
lungsstéarke und Energie der Phononen langreichweitige Ladungsordnung moglich ist
oder durch Gitterfluktuationen unterdriickt wird, das heifit ob ein Metall-Isolator-
Ubergang stattfindet. Dariiber hinaus wird studiert, wie sich die Ausbildung einer
metallischen oder einer geordneten, isolierenden Phase in optischen Eigenschaften
des betreffenden Materials niederschligt. Wie bei den meisten Vielteilchensyste-
men ist man auch beim HOLSTEIN-Modell auf numerische oder Ndherungsverfahren
angewiesen. In Kapitel [l werden Methoden der exakten (numerischen) Diagonali-
sierung und ein Variationsverfahren benutzt und beziiglich ihrer Leistungsfahigkeit
verglichen.

Eindimensionale Spinsysteme zeichnen sich durch starke Korrelationen aus, ins-
besondere wenn quantenmechanische Eigenschaften bei geringer Spinlédnge (S = %)
deutlicher hervortreten. Die Kopplung an das umgebende Kristallgitter kann hier
ebenfalls zur Brechung von Symmetrien und zu langreichweitiger Ordnung fiihren.
In Kapitel Plwird das Analogon zur PEIERLS-Instablilitéit der Fermionsysteme — die
Spin-PEIERLS-Instabilitét — untersucht. Eine eindimensionale Anordnung lokalisier-
ter Spins wechselt dabei von einem translationsinvarianten Zustand zu einem solchen
mit reduzierter Symmetrie und erhShter paarweiser Korrelation benachbarter Spins
(dimerisierter Zustand). In einer erst kiirzlich entdeckten Spin-PEIERLS-Phase der
anorganischen Verbindung Kupfergermanat CuGeOs; scheinen insbesondere Pho-
nonen hoher Energie (im Vergleich zur Austauschwechselwirkung der Spins) eine
bedeutende Rolle zu spielen. Erste theoretische Ansétze, die vielfach auf adiabati-
schen Ndherungen zur Beschreibung der Wechselwirkung von Spinsystem und Gitter
beruhen, werden deshalb dem Material nicht gerecht. Nach einem kurzen Uberblick
iiber experimentelle Resultate zu CuGeO3 und einer Einfithrung in bisherige theore-
tische Modelle und Methoden wird fiir den anti-adiabatischen Bereich ein gemisch-



tes Verfahren aus variationellen Komponenten und Stérungsrechnung entwickelt.
Die damit erzielten Ergebnisse werden durch einen Vergleich mit rein numerischen
Verfahren fiir kleine Systeme auf ihre Konsistenz und Aussagekraft gepriift.

In einem dritten Kapitel werden schliellich die elementaren Anregungen nied-
rigdimensionaler Spinsysteme mit numerischen Methoden untersucht. Fiir Spin-
PEIERLS-Materialien ist beispielsweise das Auftreten einer Anregungsliicke in der
dimerisierten Phase typisch, und auch die Art der magnetischen Anregungen éndert
sich beim Ubergang zur geordneten Phase. Den Schwerpunkt des Kapitels bildet da-
gegen die Modellierung der Verbindung Vanadyl-Pyrophosphat (VO)2P207, deren
Kristallstruktur von vornherein eine Vielzahl konkurrierender Kopplungen zwischen
lokalisierten Spins zuldfit. In Neutronen-Streuexperimenten wurden zwei Triplett-
Anregungen niedriger Energie beobachtet, die mit den bisherigen Vorstellungen iiber
die magnetische Struktur des Materials unvereinbar sind. Ausgehend von dem in
eindimensionalen HEISENBERG-Modellen beobachteten Einflufl frustrierender Spin-
Kopplungen an iibernédchste Nachbarn wird ein neues, zweidimensionales Modell
fiir (VO)2P207 vorgeschlagen und seine Eignung zur qualitativen Beschreibung der
Experimente nachgewiesen.



Kapitel 1

Peilerls-Instabilitat in
eindimensionalen
Elektron-Phonon-Systemen®

Seit langem ist bekannt (R.E. PEIERLS [I]), dafl ein eindimensionales Metall in
adiabatischer Naherung instabil gegeniiber einer statischen Gitterdeformation ist,
deren Wellenvektor ¢ mit dem doppelten FERMI-Wellenvektor 2kp zusammenfillt.
Fiir ein elektronisches System mit teilweise gefiilltem Band ist es energetisch giinsti-
ger, die Symmetrie des Kristallgitters zu reduzieren und an der FERMI-Kante — die
in einer Dimension nur aus zwei Punkten besteht — eine Energieliicke zu 6ffnen. Die
Erhchung der elastischen Energie des Gitters infolge der Deformation wird durch
Offnen der Liicke im elektronischen Band iiberkompensiert. Dieser Effekt ist bei
halber Bandfiillung am stédrksten und fithrt dann zu einer Dimerisierung des Sy-
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Abbildung 1.1: Schematische Darstellung der Peierls-Instabilitét.

Im vorliegenden Kapitel soll anhand eines einfachen Modells der Frage nachge-
gangen werden, unter welchen Voraussetzungen die Dynamik des Gitters die PEI-
ERLS-Instabilitdt beeinfluflt oder gar unterdriickt. Speziell im Hinblick auf gewisse
organische Verbindungen (TCNQU Salze) oder Spin-PEIERLS-Materialien (CuGeOg3),
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bei denen Energieliicke und Frequenzen optischer Phononen von gleicher Grofien-
ordnung sind, scheint dies von Bedeutung zu sein.

1.1 Das Holstein-Modell spinloser Fermionen

Ein einfaches mikroskopisches Modell, das alle wesentlichen Effekte der Wechselwir-
kung zwischen Bandelektronen und Schwingungen des Kristallgitters enthélt, ist das
HoLsTEIN-Modell [2] (auch molecular-crystal-model genannt). Man beschreibt die
Schwingungsfreiheitsgrade des Kristalls durch EINSTEIN-Oszillatoren an jedem Git-
terplatz, die Bewegung der Elektronen mittels tight-binding Néherung. Die Kopp-
lung der beiden Systeme erfolgt zwischen lokaler Elektronendichte und Gitteraus-
lenkung.

In WANNIER-Darstellung bezeichnet CE+) den Erzeuger beziehungsweise Vernich-
ter eines Elektrons am Ort ¢. Die harmonischen Oszillatoren werden durch bosoni-
sche Erzeuger und Vernichter a§+) ausgedriickt. Der Hamiltonian® des HOLSTEIN-
Modells lautet damitf]

1 1
H=—tY (cfeipr+He)—/Ewo »_(af +ai)(ni— 5)+wo > (afai+ ) (LD

Im einzelnen beschreiben die drei Terme: (i) das Hiipfen von Elektronen auf be-
nachbarte Gitterplitze mit Matrixelement ¢, (ii) die Kopplung der lokalen Elek-
trondichte n; = cjci an die Gitterauslenkung ¢; = (azr + a;)/v2Muwy, wobei die
Stérke dieser Kopplung durch €, gegeben ist, und (iii) harmonische Oszillatoren
fester Frequenz wg. Eine wiederholt benutzte Grofle ist die dimensionslose Kopp-
lungskonstante g = /e, /wo.

Vorangegangene Arbeiten [3| 4] zu diesem Modell, die sich verschiedener Néhe-
rungen oder numerischer Verfahren bedienen, zeigten, daff der Grundzustand des
obigen Hamiltonian bei Beriicksichtigung des Elektronenspins stets geordnet, das
heifit dimerisiert ist. Im Falle spinloser Fermionen hingegen wurde Dimerisierung
— zumindest fiir hohere Phononfrequenz wy — erst ab einer kritischen Elektron-
Phonon-Kopplung ¢, beobachtet. Jedoch bestehen iiber die Stérke der kritischen
Kopplung in der Literatur gewisse Unklarheiten und zum Teil auch widerspriichliche
Angaben [3, @, [6]. Aufgrund seiner groferen Einfachheit, und weil das fermionische
System offenbar deutlicher auf die Dynamik des Gitters reagiert, soll im folgenden
ausschliellich der spinlose Fall ndher untersucht werden.

Dariiber hinaus geht ([I) durch eine JORDAN-WIGNER-Transformation [I0]

ip; Q— —ip; 1 z 1 z
cj:e¢JSj , ¢ =e d’JSJT", nj:§+5j, ¢j:ﬂ2(§+5k) (1.2)
k<j

auf ein reines Spinmodell iiber,
1
H=-2tY (SPSfy +SYSY) —vEwo Y _(af +ai)Sf +wo Z(ajaﬁi), (1.3)

und gibt damit Hinweise auf die sogenannte Spin-PEIERLS-Instabilitét,

In Abschnitt werden zunéchst die Grundzustandseigenschaften des HOL-
STEIN-Modells spinloser Fermionen diskutiert. Insbesondere wird mittels eines va-
riationellen Verfahrens und mittels numerischer Diagonalisierung des vollstandi-
gen Hamiltonian (IZT)) der Ubergang von einem homogenen zu einem dimerisierten
Grundzustand genauer lokalisiert, das heifit die kritische Kopplung g¢,i; bestimmt.

2Hamiltonian steht abkiirzend fiir Hamilton-Operator
3Es wird eine Teilchen-Loch symmetrische Form gewéhlt.
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Die homogene Phase wird aulerdem daraufhin untersucht, ob sie sich als LUTTIN-
GER-Fliissigkeit — ein Bild, das fiir eindimensionale Metalle zur Berechnung von An-
regungen und Korrelationen hiufig benutzt wird — beschreiben 148t. Abschnitt
widmet sich schliellich der optischen Leitfahigkeit, die in den verschiedenen Parame-
terbereichen beziehungsweise Phasen signifikant unterschiedliches Verhalten zeigt.

1.2 Grundzustands-Phasendiagramm

Grundzustandseigenschaften des HOLSTEIN-Modells ([T) bei Halbfiillung wurden
bereits in einer Reihe friitherer Arbeiten [3] 4, Bl 6] [7] untersucht. Die dabei benutzten
Methoden reichen von variationellen Ansétzen und Storungsrechung iiber Monte-
Carlo-Simulationen bis zu Verfahren der Dichtematrix-Renormierungsgruppe.

Zunichst seien analytisch behandelbare Grenzfélle des Modells und bereits be-
kannte Resultate vorgestellt, bevor auf eigene Ansitze und Ergebnisse eingegangen
wird.

1.2.1 Adiabatischer und anti-adiabatischer Grenzfall

Der erste interessante Grenzfall ist sicherlich der adiabatische ohne jede Phonondy-
namik, wg — 0. Man erwartet hier, dafl das System einen Zustand mit endlicher Git-
terverzerrung bevorzugt. Benutzt man Orts- und Impuls-, statt BOSE-Operatoren
zur Beschreibung der Oszillatoren, so lautet ([C)):

H:—th ¢i+1 + Hec.) 2e, K qu N Z( f), (1.4)

Der Fall wg — 0 ist dann dquivalent zu M — oo, die Impulskoordinaten entfallen,
und das verbleibende Modell kann fiir eine alternierende Gitterverzerrung exakt
geldst werden. Setzt man ¢; = (—1)*Ao/+/2¢,K an, so ist () nach FOURIER- und
BogoriuBov-Transformation [T1] diagonal. Die BRILLOUIN-Zone wird halbiert und
das tight-binding-Band in zwei Aste aufgespalten, die durch eine Liicke der Grofie
2A¢ voneinander getrennt sind. Bei Teilchendichte einhalb ist das untere Band voll
gefiillt und die Grundzustandsenergie pro Gitterplatz gegeben durch:

Ag 1 /M2 2+ A2 dk  mit 2t cos(k) (1.5)
€= ——— \/€ mit € = — . :
T 4e, 2m ), VETTO F

Diese Energie ist beziiglich Ag zu minimieren. Es stellt sich heraus, daf} die optimale
Losung stets zu nichtverschwindendem Ay gehort, unabhéngig von der Stiarke der
Elektron-Phonon-Kopplung ¢, kurz — das statische Modell ist PEIERLS-instabil.

Fiir den anti-adiabatisch genannten Fall groffer Phononfrequenz geben HIRSCH
und FRADKIN [B] bei starker Elektron-Phonon-Kopplung als Ergebnis einer Ent-
wicklung nach kleinem Hiipfmatrixelement ¢ (siche Anhang [Al) einen effektiven
Hamiltonian an, der formal einer antiferromagnetischen XXZ-HEISENBERG-Kette
entspricht,

N
Heff = Z

(2wo —gp — V) = > (dfdiy1 + He)
1
+ VZ J(nip1 = 5) (1.6)

N
= (-5 -7) —QtZ( (S S +8755,) +AS§S§H) .

9



Hierbei gilt { = te=9", V = 2t267292/w0 ZsiO(QgQ)S/(s s!) und A = —V/(2f). Die
FERMI-Operatoren d:r erzeugen, neben einem Elektron am Ort 4, gleichzeitig eine
Gitterverzerrung, indem sie den Schwerpunkt des betreffenden Oszillators verschie-
ben. Sie kénnen somit als Erzeuger und Vernichter sogenannter kleiner Polaronen
aufgefafit werden. Man beachte die Bandverengung durch Renormierung des Hiipf-
matrixelements, t — ¢.

Das XXZ-Spinmodell ist mittels BETHE-Ansatz exakt losbar [14) [T5, [16]. Aus-
gehend von A = 0 fiir ¢ = 0 verringert sich A mit zunehmender Kopplung ¢g. Am
Punkt A = —1, der den isotrop antiferromagnetischen Fall markiert, findet ein
Ubergang von einem Spektrum ohne Energieliicke zwischen Grund- und angeregten
Zustinden zu einem solchen mit Liicke statt. Der Ubergang ist von unendlicher
Ordnung, genauer vom KOSTERLITZ-THOULESS—TypE Im fermionischen Bild stellt
der Bereich A > —1 eine metallische Phase ohne Energieliicke, der Bereich A < —1
cine isolierende Ladungsdichtewellen- (CDWH-) Phase dar [300].

Im Giiltigkeitsbereich dieser Entwicklung erwartet man also fiir das HOLSTEIN-
Modell, dafl Nullpunktsschwingungen des Gitters in der Lage sind, eine PEIERLS-
Dimerisierung des Grundzustands zu unterdriicken, sofern die Elektron-Phonon-
Kopplung ¢ nicht zu stark ist.

In obiger Entwicklung ist auch der Grenzfall wy — oo enthalten. Es gilt dann
t —tund V — 0, so daB sich ([CH) auf einen einfachen tight-binding Hamiltonian
reduziert. Das System ist also fiir grole Frequenz wy nie dimerisiert.

Weit schwieriger zu behandeln ist der Fall mittlerer Kopplung und Phononfre-
quenz, genauer t ~ &, ~ wp. HIRSCH und FRADKIN [3] bedienen sich hier einer
world-line Monte-Carlo Technik, um Grundzustandseigenschaften zu simulieren.
Fiir alle betrachteten Frequenzen wgy wird bei endlicher Kopplung geri¢ ein Uber-
gang von einem homogenen zu einem dimerisierten Grundzustand beobachtet, der
sich in einem Anwachsen des Phonon-Ordnungsparameters Dy, duflert,

Dpn = %Z(*l)j@j%drﬁ . (1.7)

MCcKENZIE et al. [6] studieren das HOLSTEIN-Modell spinloser Fermionen mit Hil-
fe eines GREENS-Funktions Monte-Carlo Verfahrens. Auch sie finden einen Uber-
gang bei endlicher Elektron-Phonon-Kopplung, allerdings weichen die Ergebnisse
im Bereich kleiner Frequenz wy von den in [3] publizierten ab. Auflerdem wird
durch Untersuchung des Skalenverhaltens von Grundzustandsenergie und Anregun-
gen beziiglich der Systemgrofle die metallische Phase als LUTTINGER-Fliissigkeit
charakterisiert. Einzelheiten dazu folgen in Abschnitt [CZ4]

1.2.2 Inhomogene Variationelle Lang-Firsov Transformation
und Exakte Diagonalisierung

Ein Verfahren, das in Bayreuth zum Studium des Polaron-Problems mit Erfolg in
allen Parameterbereichen verwendet wurde, ist die Inhomogene Variationelle LANG-
Firsov Transformation (IMVLF). Es handelt sich dabei um ein Nidherungsverfah-
ren, bei dem der phononische Anteil des Hamiltonian durch eine méglichst gut
gewdhlte Variations-Wellenfunktion approximiert und der verbleibende elektroni-
sche Anteil exakt gelost wird. Ausgangspunkt ist eine unitéire Transformation des
Hamiltonian ([IT)):

H=UTHU; U=¢%e %, (1.8)

4 Ordnungsparameter verhalten sich am Phaseniibergang wie exp(const./(g—gerit)?), d.h. stark
singular
5Charge Density Wave
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Dabei gilt

1
St News EZ (@] —a;), (1.9)

S2 = —g > (a} —a)F+m). (1.10)

Der Anteil Sy verschiebt die Gleichgewichtslage jedes Oszillators um A;. Der An-
teil S5 bewirkt eine weitere Verschiebung, abhéngig von der Fermionbesetzung am
Gitterplatz i. Mit den Parametern A; kann also eine statische Gitterverzerrung mo-
delliert werden. Die Parameter 4 und ~ beschreiben im nicht adiabatischen Bereich
den polaronischen Effekt, das heifit inwieweit jedes Fermion von einer mitbewegten
Verzerrung umgeben ist. Um einen rein elektronischen effektiven Hamiltonian zu
erhalten, wird H iiber einen komprimierten, kohéirenten Zwei-Phononen-Zustand
(squeezed two-phonon coherent state) gemittelt:

|pn) = exp [a Z(ajaf — aiai)l |0) . (1.11)

Dies ermoglicht eine gewisse Anharmonizitét der Gitterschwingungen und sollte im
Bereich mittlerer Kopplung und Frequenz insbesondere bei endlicher Teilchendichte
eine Rolle spielen. Ein weiterer Variationsparameter ist damit 72 = exp(—4a), o >
0. SchlieBlich erhilt man{]

Heg = —te@ 77 3 (cfein +He) + &N +79)

Nwo 2 1 1 2
+T(T +§) + (1_7);Aini+4_€pzi:Ai

+ep (VP —y+29(y - 1) Zn (1.12)

3

Ableiten dieses effektiven Hamiltonian nach den (N + 2) Variationsparametern
ergibt einen Satz von Selbstkonsistenz-Gleichungen. Um einen gen#herten Grund-
zustand zu bestimmen, verfahrt man wie folgt: Zu gegebenen Parametern wird Heg
numerisch diagonalisiert. Die Erwartungswerte fiir kinetische Energie und Dich-
te der Fermionen im fermionischen Grundzustand gehen in die Selbstkonsistenz-
Gleichungen ein und liefern neue Parameterwerte, die als Ausgangspunkt fiir die
folgende Diagonalisierung dienen. Die Prozedur wird solange wiederholt, bis die
Variationsparameter hinreichend genau gegen einen Fixpunkt konvergiert sind. Aus
dem fermionischen Grundzustand kénnen unter anderem Korrelationsfunktionen
berechnet werden.

Eine andere, rein numerische Methode ist die exakte Diagonalisierung (ED) des
vollstéindigen Hamiltonian ([l in einem endlichen HILBERT-Raum. Dabei ist, ne-
ben der Beschréinkung auf endliche Gitter, natiirlich auch ein Abschneiden der un-
endlichdimensionalen phononischen Basis erforderlich. In einer Besetzungszahldar-
stellung beriicksichtigt man nur Zustédnde mit maximal M Phononen. Dies stellt
in vielen Féllen kein Problem dar, da Zustinde mit sehr groffen Besetzungszahlen
zum Grundzustand kaum beitragen. Indem man den Abschneide-Parameter M vari-
iert, kann man abschétzen, wie gut der berechnete Zustand gegen den tatséchlichen
konvergiert ist.

Als Verfahren zur Diagonalisierung der Hamiltonian ([ITT]) entsprechenden, gro-
Ben, diinn besetzten Matrix wird ein sogenannter LANCZOS-Algorithmus eingesetzt

6Man benutze mehrfach eABe=4 = S1[A, B]y/k!, wobei [A4, Blit+1 = [A,[A, Blx] sowie
[A, B]o = B, und schiebe an den passenden Stellen UU = 1 ein.
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(sieche Anhang [Bl). Man kann damit sehr schnell extremale — insbesondere die nied-
rigsten — Eigenzustédnde einer Matrix berechnen, deren Dimension durchaus eine
GroBenordnung von 10? erreichen darf. Praktisch begrenzt wird das Verfahren durch
Speicherkapazitéit und Geschwindigkeit aktueller Grofirechner.

T T T
0.00 F
-0.02 +
uw -0.04 |
|
ui /
X IMVLF (N —> 00)
\ o 7/ —— XXZ model [3]
—0.06 N 7 —— scPT[g (N=)
N7 % IMVLF (N=6)
XXZ model [3] (N=6)
— — SCPT [8] (N=6)
o ED (N=6, M=30)
-0.08 4
1 1 1 1 1
0.0 1.0 2.0

Abbildung 1.2: Vergleich der mit verschiedenen Methoden berechneten Grundzu-
standsenergien des endlichen (N = 6) und unendlichen Systems im antiadiabati-
schen Fall (wy = 10).

Um die Giite der Variations-Losung einschéitzen zu kénnen, wurden im anti-
adiabatischen Bereich fiir die Phononfrequenz wg = 10 Grundzustandsenergien mit
verschiedenen Verfahren berechnet. Fiir Systeme mit N = 6 Gitterplitzen zeigt
Abb. Ergebnisse von IMVLF und exakter Diagonalisierung (ED) sowie die
Losung des effektiven XXZ-Modells ([CH). AuBerdem wurde ein Ergebnis gewohnli-
cher Stérungsrechnung zweiter Ordnung (SCPTﬁ) aufgenommen. Fiir die polaroni-
sche Banddispersion finden FEHSKE et al. [g]:

e ~ N 2t2€72g2 2s
EECPT:_?p-i-V—QtCOSkJ—T(; is!)cos%. (1.13)

Halber Bandfiillung entspricht dann eine Grundzustandsenergie pro Gitterplatz von:

280V
E§OPT— 0 _Zp . 1.14
0 2 1 73 (114)

Um Unterschiede zwischen den vier Verfahren erkennbar zu machen, ist in Abb.
jeweils der Beitrag erster Ordnung,

EPV=20_2>_Z (1.15)

“Strong Coupling Perturbation Theory

12



der den grofiten Teil der Grundzustandsenergie ausmacht, abgezogen. Neben den
Daten fiir das endliche System enthélt Abb. auch solche fiir das unendliche. Im
Falle von IMVLF handelt es sich um extrapolierte Werte (siehe Abschnitt [[24])
beziehungsweise um die analytische Losung bei Annahme alternierender Gitterver-
zerrungen A; = (—1){A¢ (SMVLH).

Sowohl im Falle endlicher als auch unendlicher Systemgrofie weichen die IMVLEF-
Daten bei grolerer Kopplung g von den anderen Ergebnissen ab. Da IMVLF Bei-
triige zur kinetischen Energie nur in nullter Ordnung (#) enthilt, wird offenbar die
Restwechselwirkung zwischen kleinen Polaronen durch die variationelle Losung un-
terschéitzt (es fehlen inkohérente Prozesse). Davon unabhéngig bleibt der Vorteil von
IMVLF bestehen, in allen Parameterbereichen anwendbar zu sein und vergleichs-
weise gute Resultate zu liefern.

1.2.3 Berechnung des Phasendiagramms

Ein Grof3teil der Daten zur Charakterisierung des Grundzustands wurde mit IMV-
LF fiir endliche Systeme von N = 6,8,...,16 Gitterpldtzen bei halber Fiillung
berechnet. Bei ungerader Anzahl von Fermionen werden periodische, bei gerader
antiperiodische Randbedingungen benutzt. Diese Wahl kompensiert die Phasenfak-
toren (—1), die beim 'Umklappen’ eines Fermions vom letzten zum ersten Gitter-
platz entstehen, und sorgt dafiir, dafl der Grundzustand eindeutig (nicht entartet)
ist. Andernfalls findet bei gerader Fermionenzahl kein Phaseniibergang statt.
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Um die Ladungsdichtewellen-Phase (CDW) zu charakterisieren, wird als Ord-
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Abbildung 1.3: Dichte-Korrelations-
funktion y(7) und Erwartungswert der
kinetischen Energie S*' = —(T')/2 =
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quenzen wg = 0.1, 1.0 und 10.0 und
Gittergrole N = 6; Vergleich von
IMVLF und ED.
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nungsparameter die Dichte-Korrelationsfunktion

1 e
x(@) = Re | D7t/ ) (1.16)

]

fiir ¢ = m im Grundzustand berechnet (a bezeichnet die Gitterkonstante). Fiir kleine
Systeme konnen die Daten des variationellen Verfahrens mit denen der exakten
Diagonalisierung verglichen werden, gréfiere Systeme sind nur IMVLF zugéngig.
Wie Abb. veranschaulicht, wichst x(m) fiir beide Verfahren ab einer gewissen
kritischen Elektron-Phonon-Kopplung stark an. Der exakte Grundzustand erfordert
mit wachsender Kopplung zunehmend mehr Phononen. In Abb. (b) ist x(m) fiir
unterschiedlichen Phonon-Abschneideparameter M aufgetragen, erst die Daten mit
20 bis 30 Phononen sind vergleichbar.
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Abbildung 1.4: Grundzustands-Phasendiagramm des Holstein-Modells spinloser
Fermionen bei Halbfiillung; Vergleich eigener und publizierter Daten anderer Auto-
ren.

Auffillig ist die unterschiedliche Art des Anwachsens von y(7). Wihrend das
exakte Verfahren eher stetig von einer zur anderen Phase wechselt, zeigt IMVLF
einen abrupten Ubergang. Fiir groe Phononfrequenz wy springt x(m) sogar von
Null auf einen endlichen Wert. Dies ist eindeutig ein Effekt des variationellen Zu-
gangs. Bei grofier Frequenz wg besitzt die variationelle Energie E({A;},~,%,72%)
verschiedene lokale Minima. Die Iteration wird deshalb mit unterschiedlichen Kon-
figurationen der Parameter ({A;},~,%,7%) gestartet und der Zustand niedrigster
Energie als variationeller Grundzustand akzeptiert, so dafl durchaus sprunghaftes
Verhalten moglich ist.
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Wie man bei Halbfiillung erwarten mag, konvergiert IMVLF zu zwei Arten
von Grundzustdnden, entweder sind alle A; identisch Null, oder sie alternieren
A; = (—1)*A¢. Letzteres entspricht genau dem Ansatz von ZHENG et al. [4]. Mit al-
ternierender Gitterverzerrung ist der effektive Hamiltonian (CIZ) analytisch lésbar
(man erinnere sich des oben beschriebenen Grenzfalls wy — 0) und kann auch fiir un-
endliche Systemgriofie untersucht werden. Fiir kleine Frequenz wy < 1 unterscheidet
sich das Verhalten des Ordnungsparameters x(7) im unendlichen System vom Falle
endlicher Gittergrofie. Die variationelle Losung ist dann eher mit den exakten Daten
vergleichbar. Statt scharf abzuknicken, wichst x () stetig an. Fiir grofie Frequenz
wp springt der Ordnungsparameter nach wie vor. Unter diesen Umstédnden scheuen
sich ZHENG et al. [, genauere Angaben iiber Art und Lage des Phaseniibergangs
zu machen, da reale Eigenschaften des Modells und variationelle Artefakte schlecht
getrennt werden konnen. Wie jedoch der Vergleich mit exakter Diagonalisierung
gezeigt hat, scheint zumindest die Lage des Ubergangs von der metallischen zur
CDW-Phase mittels des Variationsansatzes recht gut bestimmbar zu sein.

Das resultierende Phasendiagramm ist in Abb. [[A gegeben. Wie die Gegeniiber-
stellung von eigenen Ergebnissen und denen anderer Autoren zeigt, stimmen im
Bereich grofier Phononfrequenz wg alle Daten sehr gut iiberein. Fiir kleine Fre-
quenz hingegen ergeben die beiden Monte-Carlo Verfahren unterschiedliche kri-
tische Kopplungen gcrit. Hier werden durch IMVLF die Daten von MCKENZIE
et al. [6] gestiitzt. Sehr erfreulich ist auch die gute Ubereinstimmung mit erst jiingst
verdffentlichten DMRGH-Ergebnissen von BURSILL et al. [7], die als Kriterium fiir
den Phaseniibergang nicht das Verhalten eines Ordnungsparameters, sondern die
Kreuzung zweier niedriger Anregungsniveaus benutzen. Die Daten zur variationel-
len Losung im unendlichen System (SMVLF), wie sie Abb. [l zeigt, stammen aus
eigenen Rechnungen.

Im Hinblick auf die differierenden Resultate ist anzumerken, dafl g¢,it im Grenz-
fall wg — 0 stets gegen Null geht. Unterschiede zwischen den verschiedenen Me-
thoden betreffen also nur den Grad der Konvergenz. Die gewé&hlte Skalierung in
Abb. [L4 mag dies betonen.

1.2.4 Charakterisierung der metallischen Phase
als Luttinger-Fliissigkeit

In den vorangegangenen Abschnitten wurde gezeigt, dal das HOLSTEIN-Modell spin-
loser Fermionen bei hinreichend kleiner Elektron-Phonon-Kopplung g einen metal-
lischen Grundzustand ohne Anregungsliicke besitzt. Laut HALDANES 'LUTTINGER-
Liquid’ Hypothese [23] 24] sollte diese Phase zur gleichen Universalititsklasse wie
das TOMONAGA-LUTTINGER-Modell [25] [26] wechselwirkender, spinloser Fermio-
nen gehoren. Die Tieftemperatur-Eigenschaften der metallischen Phase sollten also
durch ein effektives LUTTINGER-Modell mit zwei Parametern, u, und K ,, beschreib-
bar sein. u, bezeichnet die Geschwindigkeit von Ladungsanregungen beziehungs-
weise renormierte FERMI-Geschwindigkeit, K, ist die renormierte effektive Kopp-
lungskonstante oder Steifigkeit. Wichtige Eigenschaften des LUTTINGER-Modells,
die es von einer normalen FERMI-Fliissigkeit unterscheiden, sind die Abwesenheit
von Quasiteilchenanregungen an der FERMI-Fliche und die Tatsache, daf alle Kor-
relationsfunktionen nicht-universelle Exponenten beinhalten, die allein durch K,
ausgedriickt werden kénnen. Fiir freie Fermionen ist K, = 1, attraktive oder repul-
sive Wechselwirkungen ergeben K, > 1 beziehungsweise K, < 1.

Zur Bestimmung der Konstanten u, und K, konnen allgemeine Skaleneigen-
schaften von Grundzustands- und Anregungsenergien in konform invarianten Sy-
stemen mit N Gitterplatzen herangezogen werden. So sollte fiir eine LUTTINGER-

9Dichtematrix-Renormierungsgruppe
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Fliissigkeit spinloser Fermionen in niedrigster Ordnung in N gelten [6, 27, 28| 29| 24] :

Eo(N) U,
™
Ei1(N) — Eq(N) = 5K ’;V . (1.18)
P

Hier bezeichnet Ey(N) die Grundzustandsenergie des halbgefiillten N-Platz-Systems,
€00 die Grundzustandsenergie pro Gitterplatz des unendlichen Systems und F1q (V)
die Grundzustandsenergie eines Systems, dessen Fiillung sich um +1 von Halbfiillung
unterscheidet.

MCKENZIE et al. [6] passen ihre Monte-Carlo Daten an diese Formeln an und
finden recht gute Ubereinstimmung. Es liegt also nahe, auch die mittels IMVLF er-
rechneten Energien beziiglich ihres Skalenverhaltens zu untersuchen. Die Ergebnisse
exakter Diagonalisierung konnen hingegen nicht beriicksichtigt werden, da einerseits
nur wenige Systemgrofien zugénglich sind, und andererseits die Energien nach zwei
Parametern, Gittergrofe N und Phonon-Abschneideparameter M, skalieren.
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Abbildung 1.5: Skalenverhalten der mit
IMVLF berechneten Anregungs- und
Grundzustandsenergien (Einschub) fiir
die Frequenzen wy = 0.1, 1.0 und 10.0
und Kopplungsstirken (von oben nach
unten) g% = 0.1, 0.6, 1.1, 1.6, 2.0.

EL(N)-Ey(N)

Wie Abb. fiir eine Auswahl von Frequenzen wy und Kopplungen g illustriert,
sind die Skalen-Relationen (CTACTH) in allen Parameterbereichen sehr gut erfiillt.
An dieser Stelle sei auch darauf hingewiesen, dafl die IMVLF-Losungen zu den
Energien Ey;(N) inhomogene Verzerrungsfelder {A;} beinhalten. Im Gegensatz
zum halbgefiillten Fall ist also eine analytische Losung durch Ansatz alternierender
statischer Verzerrung nicht mehr moglich.

Davon ausgehend, kénnen im néchsten Schritt die Konstanten u, und K, ange-
pafit werden. In Abb. [C8werden die Ergebnisse fiir die drei Frequenzen wg = 0.1, 1.0
und 10.0 und eine Vielzahl verschiedener Kopplungen g zusammengefaf3t. Daneben
sind fiir grofle Frequenz wy = 10 auch die entsprechenden Werte des effektiven
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Abbildung 1.6: Aus dem Skalenverhalten bestimmte Luttinger-Liquid Parameter
u, und K, als Funktion von g; die gestrichelte Linie bezeichnet die entsprechenden
Werte fiir das effektive XXZ-Modell (CH).

XXZ-Modells ([CH) eingetragen. Nach HALDANE [23] gilt:

i 1
S p und Kp = m, mit  cos on =

R <t

u, =7t (1.19)

Die Fehlerbalken in Abb. markieren den statistischen Fehler der Regression.
Das drastische Anwachsen des Fehlers an den Enden der Kurven zeigt, dafl die
Skalen-Relationen nicht ldnger gelten, sobald die Kopplung den kritischen Wert
Jerit liberschreitet, das heifit sobald das System in die CDW-Phase wechselt.

Es stellt sich heraus, dal die mittels IMVLF berechnete Geschwindigkeit der
Ladungsanregungen u, sehr gut mit den Ergebnissen von MCKENZIE et al. [6] und
denjenigen zum XXZ-Modell iibereinstimmt. Interessant erscheint auch ein Ver-
gleich mit dem Erwartungswert der kinetischen Energie (erster Term des Hamil-
tonian ([J)) ) im Grundzustand, der mittels exakter Diagonalisierung berechnet
und in Abb. (Einschub) aufgetragen ist. Im anti-adiabatischen Fall tritt vor
dem Ubergang zur CDW-Phase eine starke Bandverengung auf, das heiit das po-
laronische Hiipfen wird mit zunehmender Kopplung g erheblich eingeschriankt. Im
adiabatischen Fall ist ein solcher Effekt dagegen kaum zu beobachten.

Die renormierte Kopplungskonstante K, ist in Abb. [0 stets groBer als Eins,
entspricht also attraktiver Wechselwirkung. Im anti-adiabatischen Bereich (also fiir
wo = 10) steht dies im Widerspruch zu den Resultaten von MCKENZIE et al. [6]
und den abgebildeten Werten fiir das XXZ-Modell, die stets kleiner als Eins sind.
AuBlerdem sollte bei Annéherung an die kritische Kopplung K, — % gelten, dies
ist eine universelle Aussage fiir KOSTERLITZ-THOULESS-Ubergiinge in eindimensio-
nalen Fermionsystemen [B0, B1]. Es ist deshalb anzunehmen, daf§ das variationelle
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Verfahren in diesem Falle versagt. Die Skalen-Relationen gelten sehr wohl, die dar-
aus abgeleitete renormierte Kopplung K, entspricht jedoch nicht den Erwartungen
und bekannten Ergebnissen fiir das HOLSTEIN-Modell.

1.3 Optische Anregungen

Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten meist Grundzustandseigenschaften
des HOLSTEIN-Modells spinloser Fermionen diskutiert wurden, sollen im folgenden
Anregungen aus dem Grundzustand betrachtet werden. Mittels Linearer Antwort-
Theorie wird die optische Leitfihigkeit in verschiedenen Parameterbereichen des
Modells berechnet.

Im ersten Abschnitt werden kurz der Formalismus der Linearen Antwort-Theorie
und die benutzten Rechenmethoden vorgestellt, im zweiten die numerischen Resul-
tate zusammengefaflt.

1.3.1 Lineare Antwort-Theorie und Summenregeln

Im Rahmen der Linearen Antwort-Theorie wird die Reaktion eines Systems auf eine
von auflen angelegte Stérung néherungsweise berechnet, indem man nur Effekte
beriicksichtigt, die proportional zur ersten Ordnung in der Stérung sind — deshalb
das Attribut linear.

Im Falle des HOLSTEIN-Modells, also eines Modells in dem Elektronen eine Rolle
spielen, interessiert man sich fiir den durch ein #ufleres elektrisches Feld verursach-
ten Strom. Zuerst sollen deshalb der quantenmechanische Stromoperator und die
Ankopplung des Modells an ein elektrisches Feld abgeleitet werden.

Aus dem Hamiltonian eines Elektrons der Ladung —e in einem beliebigen Feld,

1 e
H=— -A)* —e® 1.20
—(p+ SAY - co, (1.20)
148t sich das Vektorpotential A (x) durch eine Eichtransformation formal eliminieren
und auf die Wellenfunktionen in Form eines Phasenfaktors tibertragen:

A A+VN, e Ny, @qu—A und  A(x /A
(1.21)
Speziell fiir den elektronischen Anteil des HOLSTEIN-Modells ([)) ergibt dies:
tn(8) = [GGp+ AP0 '
:/E?E%LgPM%fx (1.22)
2m

~  etetimrm)Ale o falls A langsam variiert ,

wobei ¢; einen Satz von WANNIER-Funktionen bezeichnet. Mit a als Gitterkonstante
und A als der Projektion des Vektorpotentials A auf die Kettenachse, lautet also
der tight-binding Anteil des HOLSTEIN-Modells im Feld:

Hpp = —t Z(cfcmeie“‘/c +H.c.). (1.23)
l

Die beiden anderen Terme von ([l), Elektron-Phonon-Kopplung und harmonisches
Gitter, sind invariant unter der Eichtransformation. Da beim HOLSTEIN-Modell die
Phononen an die lokale Elektronendichte koppeln und a als konstant angesehen
werden kann, treten im Stromoperator keine zusétzlichen Beitrige, beispielsweise
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infolge alternierender Gitterkonstante a beziehungsweise Matrixelements ¢ (verglei-
che [32]), auf. Der reale Strom im System ist j*' = —ez. Mit & = gg—ﬁ und unter

Vernachlissigung von Termen hoherer als linearer Ordnung in A ergibt sich fiir den
Operator des realen Stroms{d

. : A
§'° ~ jeat Z(C?_Cl_l,_l —¢fa) —(ea)®t Z(C?_Cl-i-l +sa)

= (1.24)
l l

J -T

Im nichsten Schritt wird der von Potential A und Zeitl] ¢ abhéngige Erwar-
tungswert ((t)| 7% |1(t)) berechnet. Im Falle des ersten Terms von ([CZ4) ist es
zweckméfig, (¢(t)|j |¢(t)) durch die Strom-Strom-Korrelation auszudriicken, das
heifit eine KuBO-Formel abzuleiten. Geht man zunéchst zur Wechselwirkungsdar-
stellung — symbolisiert durch A — iiber und berechnet die gestérte Wellenfunktion
in niedrigster Ordnung,

9(0) = [9(-o0) +5 [ V@ i-o0)) = lop+ 7 [ dt V(E)lo), (125)

? — 00
so ergibt sich, indem man fiir die Stérung V = —jA/c (vergleiche (CZ3)) einsetzt

und annimmt, daf} der Erwartungswert von j im Grundzustand |1)g) des ungestérten
Hamiltonian ([Il) verschwindet:

(d()

Woli®luo) + 7 [ dt (vl 61, V(¢ )

= i [[wou -l GOSN

c

Gleichung ([CZ0) stellt die gesuchte KuBo-Formel dar. Fiir den zweiten Term in (24))
erhéilt man als linearen Beitrag in A:

WO L) = woleo g age oy,
— (e o) 2L (127

c

wobei Hy den reinen tight-binding Hamiltonian, also die nullte Ordnung von Hrp
in A, meint.
Die optische Leitfahigkeit

v. (*"(w))

o(w) = NuE(o) (1.28)

ist durch die FOURIER-Transformierten von totaler Stromdichte und elektrischem
Feld definiert, wobei das Feld iiber F(w) = iwA(w)/c mit dem Vektorpotential A zu-
sammenhéngt. Nimmt man an, dafl sich ein dreidimensionales Material aus parallel
angeordneten, isolierten Ketten zusammensetzt, so soll v; die Dichte dieser Ketten
senkrecht zu ihren Achsen, also ihre Anzahl pro Einheitsfliche bezeichnen. Na ist

die Kettenléinge. Um o(w) der Numerik zugéinglich zu machen, ist es notwendig, die
Strom-Strom-Korrelationsfunktion in (20 spektral nach Eigenfunktionen |¢,,) des

10 In diesem Abschnitt wird durchweg Coulomb-Eichung benutzt, d.h. V-A = 0 und p vertauscht
mit A

11 Im folgenden bezeichnet ¢ iiblicherweise die Zeit, nicht das Hiipfmatrixelement. Im einzelnen
wird dies aus dem Zusammenhang klar.
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ungestorten Hamiltonian zu zerlegen, das heifft zwischen Produkte von Stromope-
ratoren die Identitét 1 = )" [1n)(¢y| einzuschieben. Aus (C27) und (CZG) ergibt
sich auf diese Weise:

Na | w

ow) = = [(e-a>2<w0|T|wo>

1 - > (w—wnp)T H(wHwn )T
+ Sl [ dr (e - iteran)| (1.0

08 (w) = Re(o(w))

— %Zw(é(w—wn)—é(w—i‘ufn)) ) (130)

wobei w, = E, — Fy die Energiedifferenz zwischen Grund- und angeregtem Zustand
ist. Der Realteil der Leitfihigkeit — auch regulirer Anteil genannt — hat in (C30)
die allgemeine Form einer Spektralfunktion. Zur Berechnung derartiger Grofen exi-
stieren effiziente Algorithmen, beispielsweise wird in Bayreuth seit ldngerem eine
Kombination aus CHEBYSHEV-Rekursion und Maximum-Entropie-Methode erfolg-
reich benutzt (siehe Anhang [[).

Bei der Berechnung von Korrelationsfunktionen ist es oft hilfreich, Summenre-
geln zu kennen, anhand derer Ergebnisse auf ihre Konsistenz gepriift werden kénnen.
Fiir den Realteil der optischen Leitfdhigkeit kann im Falle des HOLSTEIN-Modells
die sogenannte f-Summenregel

vy (ea)?

/OOORe(U(w))dwz Na 3 (o] T'|1bo) (1.31)

gezeigt werden (analog zu [33]). Ausgangspunkt seien die Operatoren

r = Z lan; Ortsoperator,
1
i = ieat Z(C;’_Cl+1 —¢f,1a) Strom, (1.32)
!
T = —t Z(C?_Cl_l,_l + ¢ 1) kinetische Energie.

l

Fiir diese gelten die Vertauschungsrelationen
ie[r,H] =7 und ie[x,j] = —(ea)T, (1.33)

wobei H durch ([[II) gegeben ist. Kurze Rechnung beweist die Summenregel ([L3):

/"Zw Re(o(w)) = 223" W

0 Na
_ vamie x Wolle, Hllgnd (Walibo) + (Wolgln) (nlle, Hlo)
" Na 2 — Wn
; 2
= AT ol = T o T

Es muf} jedoch angemerkt werden, dafl diese Ableitung so nur bei offenen Rand-
bedingungen gilt. Bei periodischen Randbedingungen, das heifit wenn die Kette
zum Ring geschlossen wird, ist z nur modulo Zahl der Gitterpldtze N definiert.
Der in ([[32) auftretende Index [ ist also keine normale Zahl, sondern Element
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der entsprechenden zyklischen Gruppe. Die gesamten Uberlegungen zur optischen
Leitfdhigkeit gestalten sich in diesem Falle komplizierter, insbesondere kann ein
endlicher sogenannter DRUDE-Anteil D auftreten, der die Antwort des Systems auf
ein zeitlich konstantes Feld beschreibt. Fiir den Realteil der Leitfihigkeit bedeutet
dies [35]:

Re(o(w)) = 2T (D o) + 30 NI 50— ) — e + wn>>>
D = (el Tl 23 LMl (139

n#0

Nachfolgend soll hauptséchlich von ¢"°8(w) im Sinne der Definition ([C3W) die Rede
sein.

1.3.2 Optische Leitfahigkeit in verschiedenen Parameterbe-
reichen

Wie in Abschnitt gezeigt, tritt im HOLSTEIN-Modell spinloser Fermionen (L))
in Abhiingigkeit von der Stiirke der Elektron-Phonon-Kopplung g ein Ubergang von
einem metallischen zu einem isolierenden Grundzustand auf. Durch Betrachtung der
optischen Leitfahigkeit, die experimentell zum Beispiel durch Reflektivitdtsmessun-
gen zugénglich ist, lassen sich diese beiden Phasen néher charakterisieren.
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Abbildung 1.7: Reguldrer Anteil der optischen Leitfihigkeit ¢"°8(w) (gepunktete
Linie) und integriertes spektrales Gewicht S™&(w) (volle Linie) in der metallischen
(a) und der CDW-Phase (b) bei niedriger Frequenz wg = 0.1.

Hierzu wird fiir ein System von 6 Gitterplédtzen die optische Leitfdhigkeit im
HoLSTEIN-Modell bei Halbfiillung fiir eine Reihe von Frequenzen wy und Elektron-
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Abbildung 1.8: Reguldrer Anteil der optischen Leitfihigkeit 0™8(w) (gepunktete
Linie) und integriertes spektrales Gewicht S™8(w) (volle Linie) in der metallischen
(a) und der CDW-Phase (b) bei mittlerer Frequenz wg = 1.05.

Phonon-Kopplungen ¢, berechnet. Benutzt werden dabei periodische Randbedi-
gungen und ein Phonon-Abschneideparameter von M = 30. Gréflere Systeme sind
der Rechnung, speziell in der CDW-Phase, schwer zugénglich, da dort auch der
Grundzustand zur Modellierung der Dimerisierung hohe Phonon-Besetzungszahlen
erfordert und der HILBERT-Raum entsprechend grofy wird.

Die Abbildungen [C7 bis LA zeigen den reguléren Teil der optischen Leitfahigkeit
0"8(w) sowie das integrierte spektrale Gewicht

S8 (w) = /Ozw/ o8 (W) (1.35)

fiir die Phonon-Frequenzen wy = 0.1, 1.05 und 10 jeweils in der metallischen und
der CDW-Phase.

Innerhalb einer Phase dhneln sich die Spektren fiir die verschiedenen Frequen-
zen recht stark, gleichgiiltig, ob sie eher dem adiabatischen oder anti-adiabatischen
Bereich zuzuordnen sind.

Die Leitfiahigkeit der metallischen Phase (Teil (a) der Abbildungen [T bis [C3)
wird durch ein Muster von Absorptionsspitzen bestimmt. Diese lassen sich leicht an-
hand der elektronischen Struktur des endlichen Systems verstehen. Betrachtet man
ein reines tight-binding Band nichtwechselwirkender Fermionen, €, = —2t¢ cosk, das
mit drei Teilchen gefiillt ist, so lauten die moglichen Energieniveaus und zugehorigen
Impulse:
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Abbildung 1.9: Regulirer Anteil der optischen Leitfihigkeit 0"°8(w) (gepunktete
Linie) und integriertes spektrales Gewicht S™8(w) (volle Linie) in der metallischen
(a) und der CDW-Phase (b) bei hoher Frequenz wg = 10.
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Anwendung des Stromoperators auf den Grundzustand des tight-binding Modells
ergibt Null, das heifit 0"°8(w) verschwindet identisch [ Im HoLsTEIN-Modell hin-
gegen tragen Phononen zum Grundzustand bei, so dafl die gleichzeitige Anregung
eines Elektrons und eines oder mehrerer Phononen zum Impulsausgleich moglich
ist. Anregungen erfolgen nur in Zustédnde, die, wie der Grundzustand des HOL-
STEIN-Modells bei Halbfiillung, dem Sektor & = 0 angehoren. Das Absorptions-
muster der metallischen Phase reprisentiert also genau die aufgelisteten Niveaus
des tight-binding Modells zuziiglich ein oder mehrerer Phononen der Frequenz
(das heifit Energie) wo. Da Mehrelektronenprozesse unwahrscheinlicher sind, werden
hauptséchlich die beiden unteren elektronischen Niveaus angeregt. Die beobachtete
Liicke im Absorptionsspektrum der metallischen Phase ist somit ein reiner Effekt
der endlichen Systemgrofe. Fiir ein unendliches System wiirde man eine Absorption
ohne Anregungsliicke erwarten.

Die Intensitdt der jeweiligen phononischen Satelliten gibt Hinweise auf die Pho-
nonverteilung im Grundzustand, das heifit auf das Gewicht von Phononzustdnden

12 Man beachte, da8 der Stromoperator den Impuls erhiilt.
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der Besetzungszahl m. Zum Vergleich zeigt Abb. [[T0 den im Grundzustand berech-
neten Erwartungswert der Phonon-Besetzungszahl (siehe [34], Gleichung (A9)). Die
beobachtete Verteilung kommt einer POISSON-Verteilung recht nahe. Dies erinnert
an das Independent-Boson-Modell

H=cte [eC+Zg(a;r +ai)} +w02a;rai, (1.36)

bei dem exakt gezeigt werden kann, dafl die Phononverteilung im Grundzustand
einer POISSON-Verteilung entspricht [36].
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Abbildung 1.10: Phononverteilung im Grundzustand fiir die Parameter in Abb. [C’—
1R

Im Bereich grofler Elektron-Phonon-Kopplung g bietet sich ein génzlich anderes
Bild der optischen Absorption. Grund- und angeregte Zustéinde sind durch star-
ke Korrelation des elektronischen und phononischen Subsystems gekennzeichnet.
Man erwartet eine Energieliicke zwischen Grundzustand und ersten Anregungen,
das heiit nunmehr sollten die in den Abbildungen [ (b) bis (b) erkennbaren
Liicken im Spektrum auch im unendlichen System Bestand haben. Das oberhalb
der Liicke beobachtete breite Absorptionsband wird durch Multi-Phonon-Prozesse
dominiert, noch deutlicher als in der metallischen Phase tritt der Bezug zur Phonon-
verteilung im Grundzustand, Abb. [0 zutage. Dariiber hinaus zeigt ein Vergleich
der integrierten spektralen Dichte S™2(oc0) bei schwacher beziehungsweise starker
Elektron-Phonon-Kopplung, dal die Absorption in der CDW-Phase insgesamt we-
sentlich starker ist. Die oben abgeleitete f-Summenregel ist in der CDW-Phase besser
als in der metallischen Phase erfiillt, wobei zum Vergleich der Erwartungswert der
kinetischen Energie S*°* in Abb. und S*°8(00) heranzuziehen sind. Man kénnte
dies als eine Verschiebung des spektralen Gewichts vom DRUDE-Anteil (metallische
Phase) in den reguldren Anteil (CDW-Phase) interpretieren. In der CDW-Phase
wird der Transport durch inelastische Streuprozesse dominiert.
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Im Bereich starker Elektron-Phonon-Kopplung (CDW-Phase) fillt auBerdem
auf, dafl S*°8(c0) bei grofier Phononfrequenz (wp = 10) wesentlich kleiner ist als bei
niedrigen Phononfrequenzen (wp = 0.1 und 1.05). Dies steht im Einklang mit der im
anti-adiabatischen Fall beobachteten Bandverengung und Bildung kleiner Polaro-
nen (vergleiche Abb. und sowie die Ausfithrungen zum XXZ-Modell ([CH)).
Dadurch, daf} die Elektronen von mitbewegten Gitterverzerrungen umgeben sind,
wird ihre Mobilitat stark eingeschrankt.

1.4 Diskussion

Im vorliegenden Kapitel wurde die PEIERLS-Instabilitdt eindimensionaler Metal-
le anhand des HOLSTEIN-Modells spinloser Fermionen bei Halbfiillung mit ver-
schiedenen numerischen Methoden untersucht. Bei der Berechnung von Grundzu-
standseigenschaften mittels Inhomogener Variationeller LANG-FIRsOV-Transforma-
tion (IMVLF) oder mittels exakter Diagonalisierung des vollen Hamiltonian zeigt
sich mit zunehmender Elektron-Phonon-Kopplung ein Ubergang von einem metal-
lischen Grundzustand ohne Anregungsliicke zu einem isolierenden Grundzustand.
Das Anwachsen der Dichte-Dichte-Korrelation () charakterisiert letztere Phase
als Ladungsdichtewelle (CDW). Fiir die metallische Phase wurde gezeigt, da8 typi-
sche Skaleneigenschaften einer LUTTINGER-Fliissigkeit erfiillt sind.

Sofern ein Vergleich moglich ist, stimmen die vorgestellten Resultate weitgehend
mit den Ergebnissen anderer Autoren iiberein. Insbesondere erweist sich IMVLF
als eine auch zur Untersuchung des HOLSTEIN-Modells in allen Parameterbereichen
brauchbare Methode, zumindest fiir ein qualitatives Verstdndnis der physikalischen
Prozesse.

Phaseniibergéinge in eindimensionalen Systemen werden bei endlicher Tempera-
tur meist durch Fluktuationen unterdriickt. Im Bezug auf reale PEIERLS-instabile
Materialien ist jedoch zu beriicksichtigen, dafl diese nur quasi-eindimensional sind.
Die elektronische Wechselwirkung findet in einer Dimension statt, das Gitter hinge-
gen bleibt dreidimensional. Das Phasendiagramm des Grundzustands gibt an, un-
ter welchen Bedingungen an die Kopplung spontane Dimerisierung méglich ist. Bei
welcher Temperatur ein Ubergang tatsichlich stattfindet, wurde nicht untersucht.
Natiirlich kann man die Grofle der Energieliicke als erste Abschétzung benutzen.

Die Berechnung der optischen Eigenschaften des HOLSTEIN-Modells zeigt, dafl
sich die beiden beschriebenen Phasen deutlich hinsichtlich ihrer Absorption unter-
scheiden. Ist diese in der metallischen Phase relativ schwach und durch die rein elek-
tronische Bandstruktur geprégt, zeigt die CDW-Phase starke, von Multi-Phonon-
Prozessen gekennzeichnete Absorption. Dariiberhinaus reproduziert das optische
Spektrum die Energieliicke der dimerisierten Phase.
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Kapitel 2

Spin-Peierls-Instabilitit und
Phonondynamik in
frustrierten Spinketten

Bereits in Kapitel [l wurde darauf hingewiesen, dafl FERMI-Operatoren in einer
Dimension durch eine JORDAN-WIGNER-Transformation auf Spinoperatoren ab-
gebildet werden konnen. Einem antiferromagnetischen Grundzustand mit S = 0
entspricht ein halbgefiilltes fermionisches Band, dessen Instabilitéit gegen Gitterver-
zerrungen mit Wellenvektor ¢ = 7 ausfiihrlich diskutiert wurde. Es ist aus dieser
Sicht nicht verwunderlich, dal auch eindimensionale Spinsysteme einen analogen
Effekt zeigen konnen.

Geht man etwa von dem hochkorrelierten Grundzustand der antiferromagneti-
schen HEISENBERG-Kette (sieche Abschnitt [A2)) aus, so ist dieser instabil gegen eine
kleine Stérung der Austauschwechselwirkung J(1+ (—1)!5). Das System entwickelt
einen Grundzustand, in dem die durch eine stérkere Kopplung verbundenen Spins
eine Singlett-Konfiguration bevorzugen und gleichzeitig 6ffnet sich, wie im elek-
tronischen System, eine Energieliicke zu den ersten Anregungen. Als Bezeichnung
fiir diesen Effekt hat sich naheliegenderweise der Begriff Spin-PEIERLS-Instabilitét
eingebiirgert.

In diesem Kapitel werden zunéchst einige experimentelle Resultate fiir die Spin-
PEIERLS-Substanz CuGeO3s besprochen. Diese unterscheidet sich von verschiede-
nen organischen Verbindungen dahingehend, dafl der Ubergang zu einem PEIERLS-
dimerisierten Zustand nicht mit dem "Weichwerden’ bestimmter Phononmoden ver-
bunden ist. Nach Vorstellung bisheriger theoretischer Ansétze wird es hauptséchlich
um die ndherungsweise Losung eines geeigneten mikroskopischen Modells und einen
Vergleich mit Ergebnissen exakter Diagonalisierung gehen.

2.1 Spin-Peierls-Ubergang in der anorganischen
Verbindung CuGeOs;

Die Moglichkeit einer PEIERLS-Instabilitdt in Spinsystemen wurde bereits in den
sechziger Jahren diskutiert (siehe Zitate in [37, Kapitel 7]), aber erst Mitte der sieb-
ziger Jahre in quasi-eindimensionalen organischen Materialien experimentell beob-
achtet. Verbindungen von Tetrathiafulvalene (TTF) und Tetracyano-q-quinodime-
thanid (TCNQ) standen aufgrund ihrer elektrischen und magnetischen Eigenschaf-
ten im Mittelpunkt groflen experimentellen und theoretischen Interesses. Messungen
von magnetischer Suszeptibilitdt und Phonondispersion charakterisierten beispiels-
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weise (TTF)(CuBDT), (TTF)(AuBDT), (TTF)(CuBDSe) und MEM(TCNQ)2 als
Spin—PEIERLS—MaterialienE Neben dem typischen Abfall der Suszeptibilitdt unter-
halb der Ubergangstemperatur zeigte sich bei diesen Substanzen auch ein Weichwer-
den der am Ubergang beteiligten Phononmoden (das heifit, die Energie der Mode
mit ¢ = 7 geht gegen Null, eine Verzerrung des Gitters ist beliebig leicht moglich).
In theoretische Beschreibungen des Vorgangs ging diese Beobachtung als wesentli-
cher Bestandteil ein. Einen ausfithrlichen Uberblick iiber die #lteren Arbeiten zur
Spin-PEIERLS-Instabilitit geben BRAY et al. [37, Kapitel 7).

Eine Spin-PEIERLS-Instabilitit bei anorganischen Materialien wurde erstmals
1993 in Kupfergermanat CuGeQOs beobachtet. HASE et al. [38] mafien die magneti-
sche Suszeptibilitét eines CuGeOgs-Einkristalls und fanden unterhalb von 14 K einen
scharfen Abfall dieser Grofle (siche Abb. Z2). Auflerdem sind die Daten nahezu un-
abhéngig von der Richtung des angelegten Feldes, die zugrundeliegende magnetische
Struktur ist offenbar isotrop. Da sich die Suszeptibilitéit unterhalb von 14 K gut an
das Modell einer alternierenden HEISENBERG-Kette,

Hapc =J Y (14 (=1)'6)Si-Sit1, (2.1)

anpassen lief}; kamen als Erkldrung fiir das beobachtete Verhalten entweder ein
rein struktureller Phaseniibergang ohne mafigebliche Beteiligung von Spin-Phonon-
Wechselwirkungen oder ein Spin-PEIERLS-Ubergang in Frage. Da die Ubergang-
stemperatur die theoretisch [39, H{] erwartete und in den &lteren, organischen Spin-
PEIERLS-Materialien beobachtete Abhingigkeit von einem angelegten Magnetfeld
zeigt, konnte ein blofler struktureller Phaseniibergang ausgeschlossen werden.

Die Kristallstruktur von CuGeOgs (vergleiche Abb. El) ist orthorhombisch mit
Raumgruppe Pbmm [ET], bei Raumtemperatur lauten die Gitterkonstanten a =
4.81 A, b=28.47 A und ¢ = 2.941 A. Stark verzerrte CuOg-Oktaeder sind, verbun-
den iiber eine gemeinsame Kante, zu Ketten entlang der c-Richtung angeordnet.
Zwischen diesen liegen, ebenfalls kettenartig, GeO4-Tetraeder. Die magnetischen

Abbildung 2.1: Kristallstruktur von CuGeQOgs; Cu @, Ge ®, O

Eigenschaften von CuGeOs rithren von den Cu?*-Ionen (Spin 3) her, die entlang
der Ketten iiber zwei Cu-O-Cu Pfade mit Bindungswinkeln um 99° antiferroma-
gnetisch wechselwirken. Gerade der Bindungswinkel scheint die Stéirke der magneti-
schen Kopplung empfindlich zu beeinflussen. Bei einem Winkel von 90° wiirde man
zunéichst den GOODENOUGH-KANAMORI-Regeln [51], 52] entsprechend keinen oder

nur schwach ferromagnetischen Austausch erwarten. Die relativ starke Verzerrung

IBDT = bisdithiolene, MEM = methyethylmorpholinium
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der CuOg-Oktaeder und die benachbarten Ge-Orbitale fithren jedoch zu antiferro-
magnetischer Wechselwirkung [42, 43]. Eine Verinderung der speziellen Geometrie,
insbesondere der Cu-O-Cu und Ge-O-Cu Bindungswinkel, durch Gitterschwingun-
gen beeinfluflit dementsprechend stark die Kopplung zwischen benachbarten Spins.
AuBlerdem bemerken HASE et al. [38], da8 sich die magnetische Suszeptibilitiit ober-
halb der kritischen Temperatur relativ schlecht an eine reine HEISENBERG-Kette an-
passen ldBt. Man nimmt deshalb an, dafl in CuGeOj3 auch frustrierende Kopplungen
zu iibernéchsten Nachbarn,

Heac =J Y (14 (=1)'0)8;-Sit1 + aJ Y _Si-Siya, (2.2)

eine wichtige Rolle spielen, die entweder durch die benachbarten GeOg4-Tetraeder
oder die Elektron-Phonon-Wechselwirkung verursacht werden. Abschéitzungen fiir
« reichen von 0.17 [A9] bis 0.36 [50)].

=3 T T
§ single-crystal CuGeO3 i
E Bonner and )
8ol Fisher 18 4
o J=88K I
2 H 16 -
§1 H 14 4 (L)
8 °oH Il a ' V._._‘_X--o-'—-:-o--c“ U
& ! sHIlb 12 2 A
[$]
2 cH Il ¢ = { .
® 05 700 200 300 o °7 ] v Hilc
"o Temperature (K) i?_ g ] : A Hilb
T co T ! . ] . Hifa
E | single—crystal CuG(jO;/ 6 ‘ . Hila
3 | AAA B -
E1SF g7 o D
? °H |l a
210F *HIbD 21
> sH Il c 4 9 .
= % H S LA S R N LA B B SRS A BN B
e % Bulaevskii 4 6 8 10 12 14
205 v=0.71]
3 Temp /K
2 (b)
P00 49 15 20
Temperature (K)

Abbildung 2.2: Magnetische Suszeptibilitdt [38] und (H,T)-Phasendiagramm [45]
von CuGeOs.

Nach Entdeckung des Spin-PEIERLS-Ubergangs in CuGeOs folgten im Laufe
der letzten Jahre eine Vielzahl weiterer Arbeiten iiber diese Substanz. Einen recht
guten Uberblick iiber die experimentelle Situation bis 1996 geben BOUCHER und
REGNAULT [44]. So wurde unter anderem durch PALME et al. 5] das Phasendia-
gramm auch in Abhiingigkeit vom angelegten Magnetfeld gemessen (sieche Abb. EZ2).
Neben dem Ubergang von der homogenen (U) zur dimerisierten (D) Phase zeigt sich
— auch dies ist von den organischen Spin-PEIERLS-Materialien her bekannt — ober-
halb eines kritischen Feldes H, noch ein zweiter Ubergang von der dimerisierten zu
einer inkommensurablen (I) Phase. Letzterer kommt dadurch zustande, dafl in ei-
nem Feld H > H, Spins geflippt werden, was im fermionischen Bild einer Anderung
der Fiillung beziehungsweise einer Verschiebung des chemischen Potentials gleich-
kommt. Der FERMI-Wellenvektor weicht dann vom Wellenvektor der urspriinglichen
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Gitterverzerrung ab, weshalb diese sich fiir hinreichend starkes Feld &ndert, unter
Umsténden zu einem mit dem Gitter inkommensurablen Muster.

Messungen der spezifischen Wirme [46] ergeben am Ubergang von der PEIERLS-
dimerisierten zur ungeordneten Phase einen (BCﬂg—éhnliChen) Sprung, und auch
die thermischen Ausdehnungskoeffizienten verhalten sich singuldr 7. Mit inela-
stischer Neutronenstreuung konnten dariiber hinaus Phonondispersionen [E8] sowie
niederenergetische Spinanregungen [49] vermessen werden. Es stellte sich heraus,
daf sich CuGeOg offenbar in einem wesentlichen Punkt von anderen Spin-PEIERLS-
Materialien unterscheidet — es wurde bislang keine Phononmode gefunden, deren
Energie vor oder am Ubergang gegen Null geht. Vielmehr scheinen die am Ubergang
beteiligten Moden geringfiigig hérter zu werden [48]. Gerade diese Beobachtung er-
fordert neue theoretische Ansétze. Das Spinanregungsspektrum der dimerisierten
Phase zeigt die erwartete Liicke zu einem ersten Magnonzweig mit ausgeprigter
Dispersion in c—RichtungE

2.2 Mikroskopische Modelle und Methoden

Ein Ubergang zu einem Zustand mit langreichweitiger Ordnung tritt in eindimen-
sionalen Spinsystem gewohnlich nur bei 7' = 0 K auf, man denke etwa an Theoreme
wie das von MERMIN und WAGNER [53] fiir die isotrope Heisenbergkette. Im Falle
des Spin-PEIERLS-Ubergangs handelt es sich jedoch um die Wechselwirkung drei-
dimensionaler Phononen mit dem eindimensionalen Spinsystem, ein Ubergang bei
endlicher Temperatur stellt also keinen Widerspruch dar.

Startpunkt der meisten Uberlegungen zum Spin-PEIERLS-Problem ist ein mi-
kroskopisches Modell der F ornl

H = Z Ji,i+1 Si'Sz’Jrl + Z wo(q)bf{bq s (23)
[ q

Jiiv1 ~ J+(w;—ui11)VJ (2.4)

und die Annahme, die (antiferromagnetische) Austauschkopplung J; ;41 zwischen
benachbarten Spins hinge vom Abstand der betreffenden Atome zueinander ab,
wobei die wichtigsten Beitrdge die in der Auslenkung linearen sind. Im Falle von
CuGeOg3 wird dariiber hinaus noch die in erster Ordnung von der Gitterdeformation
unabhéngige Wechselwirkung zu iibernéchsten Nachbarn erwogen, Ja) . S;-Si 2.
AuBlerdem kénnte J, statt von (u; —u;41), nur von einem einzelnen lokalen Freiheits-
grad, das heiffit nur von u; abhéingen. Auf Unterschiede dieser beiden Kopplungen
wird spéter eingegangen.

2.2.1 Cross-Fisher-Theorie und Erweiterungen

Ein grofles Problem bei der Behandlung von (E3]) besteht darin, daf, obwohl die
isotrope HEISENBERG-Kette integrabel ist, sich eine Berechnung von Korrelations-
funktionen aus den Wellenfunktionen des BETHE-Ansatzes als sehr schwierig heraus-
stellt. Man ist deshalb auf Approximationen angewiesen, wenn man die Antwort des
Spinsystems auf die Storung durch die Phononen bestimmen will. Vielfach wird der
Spinanteil auf Fermionen umgeschrieben (JORDAN-WIGNER-Transformation (C2)),

H/J = ) Si-Sin

2Vergleich mit der Bardeen-Cooper-Schrieffer-Theorie der Supraleitung.
3 Allerdings ist auch die Dispersion in b-Richtung nicht zu vernachlissigen, das heifit die Isola-
tion der Cu-Ketten ist nicht perfekt.

4Wie bisher sind bE;r) Bose-Operatoren zur Beschreibung harmonischer Gitterschwingungen,
und fiir die Auslenkungen gilt u; ~ 3 4% (bg + bfq)éq
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= %Z(chﬂ +He.) + Z(nz - %)(niﬂ - %) (2.5)

1 N
= Z(cosk —1efer + N Z COS qC; € Chr—gChrq + T
k kK q

Die entstehenden Vier-Fermion-Terme — auch die der Fermion-Phonon-Wechselwir-
kung — sind dann nidherungsweise zu behandeln. Beispielsweise bedient sich PyT-
TE [54] in einer frithen Arbeit zum Spin-PEIERLS-Problem eines HARTREE-Ansatzes,
bei dem zwei von vier Operatoren durch cg, ¢k = Ok (ny) gemittelt werden. Als ef-
fektiver Hamiltonian resultiert

1 _
H = Y Bucfo,+ VN > gk, q)(bg + 0T )t jew + > wolg)by by
k k,q q

E, = pJcoska mit p = 1—%Z<nk)coska, (2.6)
k
g(k,q) = —iplsin(ka) —sin((k — g)a)lg(q) -

Die Grofie g(q) beschreibt hierbei die Stéirke der Kopplung (das heifit sie ist pro-
portional zu V.J) und p ist ein Renormierungsfaktor der HARTREE-Niherung. Im
Rahmen einer Random-Phase-Approximation (RPA) der Fermion-Phonon-Wechsel-
wirkung ergibt sich als Selbstkonsistenzgleichung fiir die Phononfrequenz

1 _
w(@) = wol@) + 5 > |k, a) 1Lk, q,). (2.7)
&
wobei II(k, ¢,w) die RPA-Polarisierbarkeit,

(k. g.) = wo0) St (28)

des Fermionsystems ist. Als Bedingung fiir den Phaseniibergang nimmt man das
Weichwerden der Mode bei ¢ = 2kp = 7/a. Aus w(q = 2kp) = 0 ergibt sich
so bei schwacher Kopplung die Temperatur des Spin-PEIERLS-Ubergangs zu T, ~
Jexp(—1/A) und X\ ~ |§(2kr)|?/Jwo(2kr). Es zeigte sich, da auf diese Weise die
Experimente an den organischen Materialien recht gut beschrieben werden konn-
ten. Dies scheint erstaunlich, da Mean-Field-Néherungen — wie die HARTREE-FOCK-
Approximation — gerade bei eindimensionalen Systemen meist versagen. CROSS und
F1sHER [A] gehen deshalb einen Schritt weiter, und behandeln den auf Fermionen
umgeschriebenen Spinanteil im Rahmen des TOMONAGA-LUTTINGER-Modells, das
bereits im vorangegangenen Kapitel zur Beschreibung der metallische Phase des
HoLSTEIN-Modells diskutiert wurde. Kern des TOMONAGA-LUTTINGER-Modells ist
die Ersetzung des Kosinus-Bandes der freien Teilchen durch eine lineare Dispersion,
wobei die Steigung durch die urspriingliche FERMI-Geschwindigkeit gegeben ist.
In dem aus der z-Komponente des HEISENBERG-Austauschs resultierenden Vier-
Fermion-Term wird cos ¢ durch +1 oder —1 approximiert, je nach dem, ob es sich
um Streuung nahe der FERMI-Kante oder um Riickstreuung handelt. Mit diesen
Annahmen kann der Spinanteil einschliefSilich der Vier-Fermion-Terme gelost und
die Polarisierbarkeit IT berechnet werden. Nullsetzen der Phononenergie fithrt wie
oben auf die Temperatur des Ubergangs. Statt des BCS-artigen exponentiellen Zu-
sammenhangs ergibt sich ein PotenzgesetzE

T,/J = 0.8\. (2.9)

5Der Zahlenwert ergibt sich durch Auswertung hyperbolischer Besselfunktionen
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Die Phononfrequenz verhiilt sich nahe am Ubergang wie
wr=wi(= —1). (2.10)

Im Vergleich zum HARTREE-Resultat treten keine logarithmischen Korrekturen auf.
Der Sprung der spezifischen Wirme ist bei beiden Rechnungen proportional zu
T?2/J. Weitere interessante Ergebnisse von CROSS und FISHER betreffen das Ver-
halten von Grundzustandsenergie Ey und Anregungsliicke A in einer reinen dime-
risierten Spinkette. Im Rahmen der Naherung gilt:

[Eo(0) — Eo(0)]/JN ~ &3, (2.11)
A~ 63 (2.12)

wenn mit § die Alternierung der Austauschkopplung J; ;+1 = J(1+(—1)%) gemeint
ist. Insgesamt sollte die Beschreibung des Spinsystems durch ein LUTTINGER-Modell
der Kompliziertheit der Wechselwirkung besser Rechnung tragen und Details des
Phaseniibergangs, insbesondere Korrelationsfunktionen, besser wiedergeben.

Im Hinblick auf CuGeQOj3 stort an der bisherigen Behandlung der Spin-PEIERLS-
Instabilitdat die Forderung nach einer weichwerdenden Phononmode. Wie erwéahnt,
wurde eine solche bisher nicht beobachtet. GROS und WERNER [66] untersuchen
deshalb noch einmal die RPA-Gleichungen von CROSS und FISHER und merken an,
daf} diese, sofern die ungestorte Phononfrequenz wqg grofler als etwa 2.2 T, ist, auch
eine von Null verschiedene Losung fiir die am Ubergang beteiligte Mode bei ¢ = 2k
ergeben. Die Autoren schlieflen daraus, dafl ein Weichwerden von Phononmoden fiir
einen Spin-PEIERLS-Ubergang auch im Rahmen der CROSS-FISHER-Theorie nicht
essentiell ist. Gewisse Zweifel an dieser Vorgehensweise sind allerdings angebracht,
rechtfertigen doch Cross und FISHER die Anwendbarkeit von RPA zur Berech-
nung der Polarisierbarkeit gerade durch die Beteiligung eines Phonons mit geringer
Energie.

2.2.2 Soliton Confinement

Wesentliches Merkmal der bisher besprochenen Ansétze zum Spin-PEIERLS-Problem
ist die weitgehende Vernachlédssigung der Phonondynamik. Das Spinsystem — ein-
schlieBlich seiner Anregungen — bleibt zum gréitem Teil unbeeinfluit von der Git-
terdynamik, lediglich seine Reaktion auf eine statische Verzerrung (Polarisierbar-
keit) fithrt zu einer Renormierung der Phononenergie.

Ein giinzlich anderes Bild des Spin-PEIERLS-Ubergangs zeichnen KHOMSKII et
al. [67 und AFrFLECK [B8|. Ausgangspunkt ist die Beobachtung, dafl bereits reine
Spinsysteme in bestimmten Parameterbereichen eine spontane Dimerisierung des
Grundzustands zeigen. Beispielsweise fithrt bei der frustrierten HEISENBERG-Kette
(E2) mit 6 = 0) ein « grofer als a. ~ 0.241 (vergleiche [B9, 60]) zu einem zwei-
fach entarteten, spontan dimerisierten Grundzustand, der anschaulich als Kopplung
zweier benachbarter Spins zu einem Singlett verstanden werden kann (dieses Bild
ist exakt bei o = 0.5, dem MAJUMDAR-GHOSH-Punkt [61]). Da zwei Paarungen
moglich sind — ... (12)(34)... oder ... (23)(45)... — ergibt sich die Entartung. Er-
ste Anregungen aus einem solchen Zustand sind Doménenwénde beziehungsweise
Solitonen s, die aus einem umgeklappten Spin bestehen, der zwei Bereiche mit un-
terschiedlicher Singlettpaarung verbindet. Auf eine dhnliche Weise kann man sich
auch die in Anhang [Albesprochenen Spinonanregungen der isotropen HEISENBERG-
Kette veranschaulichen.

Zur Beschreibung des Spin-PEIERLS-Ubergangs nimmt man an, dafl Spin- und
Phononsystem in einer Dimension stark wechselwirken und — gegebenenfalls ver-
starkt durch frustrierende Kopplungen — einen spontan dimerisierten Grundzu-
stand bilden. Die zugehérigen Solitonanregungen (sie tragen jeweils Spin 3) kénnen
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zunéchst frei propagieren und zerstoren bei endlicher Temperatur eine langreich-
weitige Ordnung. Tritt jedoch eine schwache elastische Wechselwirkung zwischen
benachbarten Ketten auf (KHOMSKII et al. beschreiben diese in Mean-Field-Néhe-
rung), so strebt das System eine kohirente Dimerisierung auf den Ketten an, die
Solitonen erfahren ein bindendes Potential. Ndhert man etwa die Wirkung benach-
barter Ketten durch eine kleine statische Dimerisierung § > 0 (siehe (Z2)), so wer-
den zwei Solitonen im Abstand x durch ein lineares Potential dx zu einem Soliton-
Antisoliton-Paar s5, also einer Anregung mit Spin 0 oder 1, gebunden (soliton confi-
nement). Langreichweitige Ordnung ist in diesem Falle bis zu einer kritischen Tem-
peratur T, moglich. Als grobe Abschitzung geben KHOMSKII et al. [57]

T. Bs (2.13)
5 " exp T, )

an, wobei E; die zur Erzeugung eines freien Solitons notige Energie ist.

Den Kern dieser Beschreibung der Spin-PEIERLS-Instabilitdt bildet also das
Wechselspiel von spontaner und expliziter Dimerisierung im stark gekoppelten Spin-
Phonon-System. Das Weichwerden bestimmter Phononmoden ist in diesem Bild
nicht erforderlich, die klare Trennung zwischen Spin- und Phononanregungen ist
aufgehoben.

2.2.3 Spin-Phonon-Wechselwirkung im XY-Modell

Wie in Kapitel [ fiir das HoOLSTEIN-Modell spinloser Fermionen gezeigt wurde,
kénnen Fluktuationen des Gitters bei endlicher Phononfrequenz die Ausbildung
eines Grundzustands mit langreichweitiger Ordnung unterdriicken. Ein &hnlicher
Effekt sollte auch bei Spinsystemen zu erwarten sein. Mittels DMRG-Methoden
untersuchen deshalb CARON und MOUKOURI [62] eine an dispersionslose Phonon-
moden gekoppelte XY-Spinkette,

Hxy =Y [J+g(bF +bi — by — biy)|(SFST + SYSY) +wo > b b (2.14)

%

Wie man sich leicht {iberzeugt, entspricht dieses Modell nach JORDAN-WIGNER-
Transformation einem SU-SCHRIEFFER-HEEGER-Modell [63] spinloser Fermionen.
Im Vergleich zum HOLSTEIN-Modell koppeln die Phononen dabei an das Hiipfma-
trixelement statt an die Dichte. Der adiabatische Grenzfall wy — 0 ist auch hier
leicht analytisch l6sbar, das System ist fiir jede Kopplung dimerisiert und zeigt
eine Anregungsliicke. Sobald die Phononfrequenz von Null verschieden ist, stellen
sich besonders im Bereich mittlerer Kopplung J ~ g ~ wg die vom HOLSTEIN-
Modell bekannten Schwierigkeiten ein, weshalb der Riickgriff auf numerische Ver-
fahren meist unvermeidlich ist. CARON und MOUKOURI berechnen fiir den Bereich
wp =~ 0.03...10 die Anregungsliicke und finden fiir alle Frequenzen eine kritische
Kopplung ge,it, unterhalb der das System ungeordnet ist, also keine Anregungsliicke
aufweist. Das Verhalten der Liicke nahe der kritischen Kopplung deutet aufer-
dem darauf hin, daf} es sich wie beim HOLSTEIN-Modell um einen KOSTERLITZ-
THOULESS-Ubergang handelt. Interessant ist auch das beobachtete Potenzgesetz
fiir gcrit:
Gerit O WY (2.15)
ZHENG [64] behandelt das gleiche Modell mit analytischen Methoden, indem
er versucht, Spins und Phononen in erster Ordnung zu entkoppeln. Dieses Vorge-

hen hat gewisse Ahnlichkeiten mit dem in Kapitel 0l benutzen IMVLF-Verfahren.
In einem ersten Schritt wird T4 auf Fermionen umgeschrieben und FOURIER-
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transformiert,

H = Zeknk + ZWQ(q)b;bq
k q

Hog
Z (k+q,k)(0F, + bg)ci o mit
k,q
Hy
e, = —Jcosk (2.16)
Gk +q.k) = —iglsin(k)—sin(k + q)].
Fiihrt man eine unitire Transformation
H = eXp(S)Hexp(fS) (2.17)
B g(k + q, k) +
S = \/_ Z ol (bT, — bg)0(k + g, k)c, e

durch, ergibt sich im Gegensatz zum HOLSTEIN-Modell eine unendliche Reihe zuneh-
mend komplexer Wechselwirkungsterme, die nicht vereinfacht werden kann. ZHENG
bricht deshalb die Entwicklung nach quadratischen Termen in g ab, das heif}t

H' ~ Hy + Hy + [S, Ho| + [S, H] + %[5, [S, Hol] + O(5°) . (2.18)

Die noch unbestimmte Funktion ¢ wird so gewahlt, dafl die Terme erster Ord-
nung bei Anwendung auf den Grundzustand von H, verschwinden (analog einer
SCHRIEFFER- WOLFF-Transformation [12]), genauer 9(k + ¢, k) = 1/(1 + |€ptq —
€x|/wo(q)). SchlieBlich wird noch eine variationell zu bestimmende, statische Gitter-
verzerrung A eingefiihrt,

H = exp(R)H' exp(—R) R = Qo D (=1 —bi),s (2.19)

und der Hamiltonian H iiber das Phononvakuum gemittelt. Der resultierende rein
fermionische Hamiltonian enthélt unter anderem Vier-Fermion-Terme und kann des-
halb nur ndherungsweise gelost werden. Im anti-adiabatischen Fall kann man analog
zur Vorgehensweise beim HOLSTEIN-Modell (siehe Anhang[A]) einen effektiven XXZ-
Spinhamiltonian herleiten. Im Falle kleiner und mittlerer Frequenz benutzt ZHENG
eine auf GREENschen Funktionen beruhende Stoérungsrechnung. Wie CARON und
MoOUKOURI findet auch ZHENG eine kritische Kopplung gc,it, die recht gut das obi-
ge Potenzgesetz befolgt. Hingegen weicht das Skalenverhalten der Energieliicke von
dem in der numerischen Studie beobachteten ab.

2.2.4 Fluf3gleichungen fiir ein Spin-Peierls-System

In Anlehnung an das numerische JACOBI-Verfahren [I01] zur Matrix-Diagonalisie-
rung wurde von WEGNER die analytische Flufigleichungs-Methode zur schrittwei-
sen Diagonalisierung beliebiger Vielteilchensysteme entwickelt [65]. UHRIG wendet
diese in einer jiingst verdffentlichten Arbeit [66] auf ein Spin-PEIERLS-System mit
Kopplung des antiferromagnetischen Austauschs an die Auslenkungsdifferenz un-
abhéngiger EINSTEIN-Oszillatoren,

gaft JZ(Si'SH—l +aS;-Si+2) +wozb;rbi

Hy
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+ gZ(b:r +0;)(SiSit1 —Si-Si—1), (2.20)

Hy

an und leitet einen effektiven Spinhamiltonian ab. Die Idee der Flufigleichungs-
Methode besteht darin, durch eine stetige unitére Transformation Nichtdiagonal-
elemente zu unterdriicken. Ausgangspunkt ist ein Hamiltonian H (), der von einem
FluBparameter [ abhéngt. Der antihermiteschdd Generator 71 der unitidren Transfor-

mation ist dann durch 2H (1)
S = ), 1)) (2:21)

definiert. Praktisch entscheidend ist natiirlich seine konkrete Wahl. In Analogie zum
JAcoBI-Verfahren benutzt man iiblicherweise

n=[Hp, H], (2.22)

wobei Hp den diagonalen Anteil des Hamiltonian H beschreibt. UHRIG betrachtet
zunédchst nur den Wechselwirkungsanteil H; von ([Z20) als I abhiingig und lost die
aus ([ZZ1]) resultierende Flufigleichung in erster Ordnung in der Kopplung. Dies fiihrt
auf zusitzliche Beitrige zu Hy der Ordnung g2. Um einen effektiven Spinhamilto-
nian zu gewinnen, ersetzt UHRIG die bosonischen Anteile durch ihren thermischen
Erwartungswert. Im Ergebnisﬁ bleibt unter Vernachldssigung von Termen der Form
(Si-S;)(Sk-S;) der Hamiltonian zweiter Ordnung in g,

2
i 9 1 3
HYF — Hy+ o EZ (Si-Sip1 + §Si'si+2 - g)
J g2 wo Z
0

%

- (3 - 5a)Si-Si+2 — 2aSi-Si+3} .

UHRIG verzichtet an dieser Stelle auf quantitative Aussagen beziiglich der Ei-
genschaften des effektiven Hamiltonian. Lediglich qualitativ wird argumentiert, daf3
Frustration in eindimensionalen Spinsystemen zu spontaner Dimerisierung (siehe
Abschnitt EZZ2)) fithren kann, und daf derartige Kopplungen in (23] auch durch
die Spin-Phonon-Wechselwirkung induziert werden. Wie sich herausstellen wird, ist
die hier beschriebene Vorgehensweise vollkommen &quivalent zu einer SCHRIEFFER-
WoLFrr-Transformation beziehungsweise zur LANG-FIRSOV-Transformation, wie sie
beim HOLSTEIN-Modell benutzt wurde. Im néchsten Abschnitt wird die Entwick-
lung bis zur vierten Ordnung erweitert und um eine variationelle Komponente
erginzt. Aulerdem werden numerische Resultate der Approximation mit Daten
aus exakter Diagonalisierung verglichen.

2.2.5 Spin-Phonon-Wechselwirkung im Heisenberg-Modell

In jiingster Zeit wurde von FEHSKE und Mitarbeitern die Rolle dynamischer Pho-
nonen beim Spin-PEIERLS-Ubergang in CuGeOgz anhand eines frustrierten HEISEN-
BERG-Modells mit lokaler Kopplung an das Gitter untersucht [67, G8]:

HIOC = JZ(SzSz+1+aSZSz+2) + WOij_bz + gZ(ijrbz)SZSZH (224)

8das heifit nt = —n
"Wie eigene Rechnungen zeigen, ist der in [66, Gl. (13)] versffentlichte Faktor % falsch, verglei-
che zweite Zeile von ([ZZJ).
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Eine solche Art der Wechselwirkung zwischen Spinsystem und dispersionslosen
harmonischen Oszillatoren kommt unter Umstédnden den realen Verhéltnissen in
CuGeO3 ndher als eine Kopplung an die Auslenkungsdifferenz (siehe ([Z20)). In
CuGeOg3 wird der Austausch wesentlich durch den Bindungswinkel der Cu-O-Cu-
Pfade bestimmt, man konnte sich also den Winkel als harmonischen Freiheitsgrad
vorstellen. Im Gegensatz zu ([220) ist in diesem Modell auch eine homogene Aus-
lenkung physikalisch sinnvoll, die einer Kontraktion beziehungsweise Expansion des
gesamten Gitters infolge der Spin-Phonon-Wechselwirkung entspricht. Wie erwéhnt
deuten Experimente darauf hin, daf§ auch eine frustrierende Austauschkopplung zu
iibernéchsten Nachbarn in CuGeOg3 eine Rolle spielen konnte. Eine solche ist deshalb
in (Z24) von vornherein beriicksichtigt.

Die bisherigen Arbeiten zum Modell Z24]) bedienen sich fast ausschlieflich nu-
merischer Verfahren und sind dementsprechend auf verhéltnisméfBig kleine Gitter
beschrankt. Analog zu den oben beschriebenen Ansdtzen von ZHENG und UHRIG
soll deshalb im folgenden ein Ndherungverfahren entwickelt werden, das im Rahmen
eines effektiven Spinhamiltonian auch die Untersuchung groferer Systeme erlaubt.

Ausgehend von ([24]) besteht der erste Schritt in der Einfithrung eines statischen
Verzerrungsfeldes (—1)?Ag, das im adiabatischen Bereich (wy — 0) den Effekt der
Wechselwirkung mit dem Gitter modelliert:

A )
H' = exp(S1)H exp(—S;) mit S = 2—5 ;(—1)1(17;* —b). (2.25)

Die unitédre Transformation 148t sich vollsténdig ausfithren und ergibt:

woAQ i+ i LUOAgN
-5 ;(_1) (b +bi) — Ao ;(—1) Si-Sin + =5 (2:26)
Wie schon frither wird dabei die BAKER-HAUSDORFF-Formel
_ 1
e*Be™* = B+ [A, B] + il A A B + .. (2.27)

benutzt.

Im néchsten Schritt soll die Spin-Phonon-Kopplung in erster Ordnung in g eli-
miniert werden. Dies erfolgt analog zur LANG-FIRSOV-Transformation beim HOL-
STEIN-Modell mittels:

H = exp(S2)H' exp(—S2) mit Sy =g» (b} —b;)Si-Sit1. (2.28)

Da S;-S;11 nicht mit S;_1-S; und S;;1-S;4+2 vertauscht, 148t sich die Transfor-
mation nur unvollstindig ausfithren. Die Reihe ([27)) ist nach einigen Summanden
abzubrechen. Begrenzend wirkt im wesentlichen die zunehmende Komplexitit der
durch wiederholte Kommutatorbildung entstehenden Spin-Produkte. Bildet man
die niedrigsten Terme in g und fiihrt die bosonischen Kommutatoren aus,

(b = b), (0F +bi)] = =2, [(b —bi), 0 bi] = = (0 + i), (2.29)

so sieht man unmittelbar, dafi die Wahl g = g/wg alle in g linearen Terme zum
Verschwinden bringt. Lediglich ein Summand linear in Jg bleibt zunéchst beste-
hen. Die hoheren Terme in g werden bis zur vierten Ordnung beriicksichtigt. Um
einen effektiven Spinhamiltonian zu gewinnen, wird anschliefend iiber das Phonon-
vakuum gemittelt. Man nimmt also an, die Dynamik des Gitters werde durch die
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variationell zu bestimmende statische Verzerrung A und die teilweise Entkopplung
durch [Z2]) hinreichend gut modelliert. Im Zuge der Mittelung entfallen alle Terme
mit ungerader Bosonenzahl, unter anderem der Term proportional zu Jg. Eine hilf-
reiche Formel zur Auswertung des wiederholt auftretenden Erwartungswertes einer
Potenz von (b — b;) istf

(0](b £ b,)%]0) = (£1)*(2k — D! (2.30)

Erst an dieser Stelle ist es angebracht, die Spin-Kommutatoren zu vereinfachen.
Waihrend die ersten noch leicht manuell berechnet werden kénnen — insbesonde-
re wenn man von der fiir Spm 5 gult1gen Umformulierung eines Spinprodukts auf
Permutationen, S;-S; = émj — 2, Gebrauch machtE ist es fiir Drei- und Vier-
fachkommutatoren zweckméafBiger, Computern die symbolischen Manipulationen zu
iiberlassen. In Anhang [ wird entsprechender Programmecode fiir das Softwaresy-
stem MATHEMATICA beschrieben. Als effektiven Hamiltonian vierter Ordnung in

g erhiilt man mit A = gg/J = g*/(Jwo) schlielich:
& /J = (0|H|0)/J =~

NAZ2 A 3
Z(Si'si-i-l +aS;-Siy2) + ﬁ + §Z(Si'si+1 - g)
2
g
- 9 Z [(1 — a)Si'Si+1 — (1 - 2a)Si~Si+2 - aSi'Si+3] (231)
A i Ag> 3 3
+ 3—JO ? (— )'Si-Siy1 — 5 (3Si-Sit1 — 5Si8iv2 — g)

192 Z { [(56 — 740)S,-Si1 — 74(1 — 20)S;-Si 12 + (18 — 920)S;S;4 3

+ 18aSi-Si+4] + 12(1 — Qa)(Si-Si+2)(Si+1-Si+3)
— 4(2 = 30)(Si-Si+1)(Sit+2-Sit3) — 4(1 — 3a)(Si*Si+3)(Siv1-Siv2)
+ 2a[3(Si—1-Si+2)(Si—2-Si) — 2(S;Si12)(Si—2-Si—1) — (Si—2-Si12)(Si—1-S;)

+ 3(Si-Si+3)(Siva-Siva) — 2(Si-Siv2)(Sit3-Sita) — (Si-Sita)(Sit2-Sits)] } :

Der Einflu} der magnetoelastischen Wechselwirkung tritt in (31 nur noch in
Form langreichweitiger Spinkopplungen und in Form der statischen Verzerrung A
in Erscheinung. Auflerdem werden die relevanten Modellparameter g2 und A (ver-
gleiche Abschnitt EZZTl) erkennbar. Zu Bestimmung von Ay wird das HELLMANN-
FEYNMAN-Theorem herangezogen, wonach

WP HDO WD) = WO H 1)) (2.32)

gilt, wenn |¢§l)> normierte Eigenfunktionen von H (1) sind. Nullsetzen der Ableitung
nach Ag fithrt im Falle von H é%? auf:

B BOS
J 3N &

K2

—1)'Si-Sit1), (2.33)

wobei der Erwartungswert im Grundzustand von H'S¢ gebildet wird. Natiirlich ist
das Eigenwertproblem zu H, é‘f)fc nicht analytisch l6sbar, aber im Vergleich zum ur-
spriinglichen Hamiltonian (2224]) konnen wegen des Wegfalls der phononischen Frei-
heitsgrade wesentlich groflere Systeme numerisch untersucht werden. Im n#chsten
Abschnitt werden entsprechende Daten vorgestellt.

8Zum induktiven Beweis benutze man [(b] £ b;)",b%] = £n(b} £ b;)" !
9 m;j bezeichnet die Vertauschung der Spinzusténde an den Gitterplétzen 4 und j

37



Um auf die beschriebene Weise das Ergebnis des Flufigleichungs-Verfahrens von
UHRIG [66] zu reproduzieren, ist lediglich die zweite Transformation passend ab-
zuéndern. Mit

SQ = gZ(bj_ — bz)(SzSH—l — Si'Si—l) (234)

koénnen auch im Hamiltonian (Z20) Spin- und Phononsystem in erster Ordnung
entkoppelt werden. Statt iiber das Phononvakuum zu mitteln, schligt UHRIG die
Bildung thermischer Erwartungswerte mit den Eigenfunktionen von wq 3~ b b; vor.
Im Grunde ist diese Anderung unerheblich und schlecht motiviert. Der abzuleitende
effektive Hamiltonian stellt eine Entwicklung in g2 dar, beschreibt also das Verhal-
ten von (Z20) am besten, wenn g < 1 und A < 1. In diesem Falle ist aber wq
grofler als die interessanten Energie- beziehungsweise Temperaturskalen, weshalb
nur der Erwartungswert im Phononvakuum von Bedeutung ist. Fiir die Bildung
der Erwartungswerte stellt die Einbeziehung von Temperatur nur eine geringfiigige
Modifikation dar, statt ([Z30) gilt:

(b5 b)) = 2k — 1)1 (- coth[;’_o])k . (2.35)

Zum Beweis beachte man, dafl

(OF =0y = T = o exp(=€2(1 + 2m)) 2
= (2k—DN(=1—2(n;)p)*
= k-1 (- coth[‘;—;])k . (2.36)

Der zu [Z20) gehorige effektive Hamiltonian zweiter Ordnung in g lautet unter
diesen Voraussetzungen

1 -
N 1 3
zi:(si'siﬂ +aS;-Sit2) + e T =) + )\zi:(si'si-i-l + §Si'si+2 - §)
2
g w
— ? coth (ﬁ) ; {[(3 - 3a)Si~Si+1 - (3 — 5a)Si~Si+2 - 2aSi~Si+3]
+ [2(1 = 20)(S;i-Si+2)(Si+1-Si+3) — 2(1 — a)(Si-Si+3)(Si+1-Sit2)
+ 2a(8iSi+1)(Sit2-Siy3)]
+ a[(Si-Si+3)(Si+2-Sita) — (Si-Sita)(Sit+2-Sita)
+ (Si-Si2)(Sit1-Sita) — (Si'Si+4)(Si+1'Si+2)]} . (2.37)

Ein statisches Verzerrungsfeld ist in (ZZ317) zunéchst nicht enthalten. Wie bei ([Z31I)
spielt ein solches erst ab der dritten Ordnung in g eine Rolle. Als Erweiterung der
Rechnung in [66] wurden dariiber hinaus die Terme bis zur vierten Ordnung be-
stimmt. Eine Auflistung der zahlreichen héheren Beitrige findet sich in Anhang
Man sieht unmittelbar, dal die Entwicklung bei Kopplung des magnetischen Aus-
tauschs an die Auslenkungsdifferenz benachbarter Gitterplédtze wesentlich schneller
zu uniibersichtlichen Termen im effektiven Hamiltonian fiihrt.

10 Im Vergleich zu [ZZJ) sind die Vier-Spin-Terme hier nicht vernachlissigt.
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2.3 Numerische Resultate zur Spin-Phonon-Wech-
selwirkung in frustrierten Heisenberg-Ketten

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt als Naherungsverfahren fiir die Spin-Pho-
non-Wechselwirkung in HEISENBERG-Spinketten eine Entwicklung nach g vorge-
schlagen wurde, sollen im folgenden die damit gewonnenen numerischen Resulta-
te diskutiert und mit Daten aus exakter Diagonalisierung des vollstédndigen Spin-
Phonon-Systems verglichen werden.

2.3.1 Dimerisierung im Grundzustand

In einem ersten Schritt wurde fiir die beiden effektiven Hamiltonian H'%¢ und H, gfifff
(vergleiche ([Z31), Z37) sowie Anhang [D)) LaNczos-Programmcode zur Berech-
nung von Eigenwerten und Eigenzustdnden implementiert.

40.0

@,=1.0
a=0.36
N=16
20.0
e g=05
o—og:ZO .
Abbildung 2.3: Grundzustand-
W 00f : senergie von H% fiir wy =

1.0, = 0.36 und verschiede-

\MMM ne Kopplungen g gegen stati-
2001 i sche Verzerrung Ag.

~40.0 . . . . .
-6.0 -4.0 -2.0 0.0 2.0 4.0 6.0

Bei lokaler Kopplung an das Gitter — also fiir H!%¢ — konvergiert das Verfahren
auch einschlielich der relativ komplexen Terme vierter Ordnung in g sehr gut. Ins-
besondere zeigt sich, dafy das System in Abhéngigkeit von Spin-Phonon-Kopplung
und Frustration einen Zustand mit oder ohne statische Verzerrung (—1)¢A¢ bevor-
zugt. Als Beispiel zeigt Abb. die Grundzustandsenergie eines Systems von 16
Spins bei Frequenz wy = 1.0, Frustration o = 0.36 (dies ist der grofite aus Expe-
rimenten abgeschitzte Wert) und unterschiedlicher Kopplung ¢ aufgetragen gegen
Ap. Die Energie wird durchweg in Einheiten von J gemessen, beziehungsweise es
gilt J = 1. Deutlich erkennbar ist der Ubergang von einem einfachen Minimum bei
Ag = 0 zu einem doppelten Minimum bei endlichem Ag. Aus Griinden der Symme-
trie sind beide Minima #quivalent. Die Bestimmung der optimalen Verzerrung A
erfolgt iterativ, indem durch wiederholte Diagonalisierung und Erwartungswertbil-
dung ein Fixpunkt von ([Z33)) ermittelt wird.

Im Rahmen seiner Doktorarbeit [95] wurde von G. WELLEIN Programmcode
zur Behandlung des vollstdndigen Spin-Phonon-Problems (24 entwickelt. Wie
bereits beim HOLSTEIN-Modell wird dabei der phononische HILBERT-Raum abge-
schnitten und die resultierende Matrix eines endlichen Systems mit Hilfe des LAN-
cz0os-Verfahrens diagonalisiert. Auch Korrelationen, zum Beispiel die mittlere Di-
merisierung 0

52 = % S agty) e mit @ = (bF +by), (2.38)
,J
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Abbildung 2.4: Dimerisierung gegen (lokale) Kopplung g bei Systemgroie N = 8,
Frustration o« = 0 und 0.36 sowie verschiedenen Frequenzen wy; Vergleich exakter
(offene Symbole) und geniherter (volle Symbole) Daten.

konnen auf diese Weise leicht berechnet werden. Der grofie Nachteil des rein numeri-
schen Zugangs besteht in der Beschréankung auf verhéltnisméBig kleine Systeme spe-
ziell im Bereich grofierer Kopplung (g < wp < J: N <16undg > wp > J : N < 8).
Um die Zuverlissigkeit des Néherungsverfahrens zu priifen, wird in Abb. Z4] die
Dimerisierung, die sich durch Diagonalisierung des exakten beziehungsweise des ef-
fektiven Hamiltonian fiir ein System der Groéfle N = 8 ergibt, verglichen. Als Mafl
fiir 6 wurde im Naherungsverfahren

92
5= %A, (2.39)

also der Koeffizient des Terms (—1)%S;-S; 1 in (Z231), herangezogen. Die Daten zum
exakten Hamiltonian wurden von G. WELLEIN zur Verfiigung gestellt.

Wie bereits in Abb. gezeigt, wechselt das effektive Modell mit wachsender
Kopplung g von einem Zustand Ay = 0 zu einem Zustand Ag > 0. Im exakten Mo-
dell beobachtet man hingegen ein stetiges Anwachsen von §. Dies erinnert zum Teil
an das HOLSTEIN-Modell und die in Kapitel [l gegeniibergestellten Ergebnisse von
exakter Diagonalisierung und IMVLF. Das hier vorgestellte Ndherungsverfahren
unterscheidet sich allerdings von IMVLF dahingehend, dafl sich der Ordnungspa-
rameter in keinem Parameterbereich sprunghaft verhilt. Der Ubergang von einem
Bereich schwacher zu einem Bereich starker Dimerisierung héngt offensichtlich auch
von der Frustration o ab. Im Falle « = 0 wéchst § lediglich fiir Frequenzen wp 2 1
mit wachsender Kopplung. Fiir wy = 0.1 ergibt das exakte Modell nur eine schwa-
che Dimerisierung, wiahrend die Variation im effektiven Modell auf Ay = 0 fiihrt.
Moglicherweise findet ein Ubergang erst bei wesentlich groBerer Kopplung statt,
die Ergebnisse der Entwicklung nach ¢ sind dann jedoch nicht vertrauenswiirdig.
Kopplungen im Bereich g > 2 wurden dementsprechend nicht untersucht. Im Falle
a = 0.36, also einer Frustration jenseits von . (sieche Abschnitt EZZ2), fallen die
Daten der exakten Rechnung bei Auftragung von (6/wg)? gegen g fiir verschiedene
Frequenzen fast zusammen. Etwa ab g ~ 1 steigt die Dimerisierung stark an. Den
gleichen Effekt zeigen bei einer #hnlichen Kopplung auch die Daten zum effekti-
ven Modell. Lediglich die Art und Weise des Anstiegs differiert zwischen beiden
Modellen. Die Unterschiede resultieren unter anderem daher, dafl eine Phonon-
Korrelationsfunktion mit einer Spin-Korrelation verglichen wird.

Da das effektive Modell offenbar zur Beschreibung des Ubergangs von einem
homogenen zu einem dimerisierten Grundzustand geeignet ist, wurde es auch zur
Berechnung eines Phasendiagramms benutzt. Die Abb. ZZ0 zeigt die fiir die System-
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groflen N = 8 bis 16 berechnete kritische Kopplung gc.it, ab der die Variation fiir
H é‘f’fc ein von Null verschiedendes Aq ergibt. Als Frustration wurden wie oben die
Werte « = 0 und 0.36 angesetzt. Im Falle o = 0 konnte unterhalb von wg = 0.9
im Bereich 0 < g < 2 kein Ubergang festgestellt werden. Mit zunehmender Gitter-
grofle verschiebt sich gepi¢ zu kleineren Werten, wobei sich eine gewisse Konvergenz
gegen einen festen Wert andeutet. Moglicherweise ist der Ubergang wie beim HOL-
STEIN-Modell spinloser Fermionen von unendlicher Ordnung, das heifit insbesondere
schwierig zu lokalisieren.

Fiir das Modell einer frustrierten HEISENBERG-Kette mit Kopplung des Aus-
tauschintegrals an die Auslenkungsdifferenz benachbarter Gitterplitze ([Z20) fiihrte
die Entwicklung nach ¢ in vierter Ordnung auf den recht komplizierten, in An-
hang [Dl angegebenen effektiven Hamiltonian H, glifff. Die zugehorige Matrix fiir ein
endliches System ist vergleichsweise dicht besetzt, was im LANCZOS-Verfahren in
bestimmten Parameterbereichen zu erheblichen Konvergenzproblemen fiihrt. Eine
Dimerisierung Ay des Grundzustands wurde deshalb nur mit dem effektiven Ha-
miltonian dritter Ordnung in g berechnet. Natiirlich wird dadurch der Bereich, in
dem die Entwicklung brauchbare Resultate liefert, eingeschrankt. Auch Daten aus
einer Diagonalisierung des exakten Modells liegen nur in begrenztem Umfang vor,
da der entsprechende Hamiltonian erst jiingst implementiert wurde und eine umfas-
sende Datenproduktion fiir hinreichend grofie Systeme auflerhalb des Zeitrahmens
der vorliegenden Arbeit lag. Abb. B2l stellt deshalb nur einige exakte Daten fiir
a = 0.36 den mit dem Naherungsverfahren gewonnenen gegeniiber. Die mit dem ef-
fektiven Modell berechnete Dimerisierung zeigt speziell im Bereich kleiner Frequenz
wo S 1 erhebliche Schwankungen. Diese sind nicht auf numerische Instabilitét, son-
dern darauf zuriickzufithren, dafl in der Entwicklung des effektiven Hamiltonian
neben g als Koeffizient auch A eine Rolle spielt. Fiir kleine Frequenz (bei J = 1)
verliert das effektive Modell an Giiltigkeit. Wie schon im Falle lokaler Kopplung
wéchst die Dimerisierung ab einem kritischen Wert stark an. Die Gréflenordnung
von gerit liegt etwa bei 0.5. Wenn man beriicksichtigt, dafl die Kopplungsstéirke g
im Modell [Z20) iiber zwei Terme wirkt, bedeutet dies, daf der Ubergang zu einem
dimerisierten Grundzustand fiir beide Arten der Spin-Phonon-Wechselwirkung bei
vergleichbarer Kopplungsstérke auftritt.

Auf die Berechnung eines Phasendiagramm wurde im Rahmen der vorliegen-
den Arbeit verzichtet. Ziel weiterer Untersuchung des effektiven Modells sollte die
Implementierung anderer Algorithmen zur Matrixdiagonalisierung sein, die auch in
vierter Ordnung in g stabil konvergieren. Gegebenenfalls sind dann auch klarere
Aussagen zum Verhalten der statischen Verzerrung Ay moglich.
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Abbildung 2.6: Dimerisierung gegen Kopplung g (an Differenz) bei Frustration a =
0.36 sowie verschiedenen Frequenzen wy; Vergleich exakter (links) und geniherter
Daten (rechts).

2.3.2 Anregungsliicke und Triplett-Dispersion

Neben Eigenschaften des Grundzustands ist sicherlich auch das durch inelastische
Neutronenstreuung experimentell zugingliche Spektrum der niederenergetischen
Anregungen interessant. Mittels exakter numerischer Diagonalisierung von (224
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Abbildung 2.7: Triplett-Disper-
sion flir Systemgrofe N =
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bole = exakte Diagonalisierung,
volle Symbole = effektives Mo-
dell.
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wurden von G. WELLEIN niedrigste Triplett-Anregungen im Bereich kleiner lokaler
Kopplung berechnet [67]. Diese Daten kénnen mittels des effektiven Modells ([23TI)
im Bereich mittlerer und grofier Frequenz sehr gut reproduziert werden. Abb. E1
stellt die entsprechenden Ergebnisse fiir ein System der Gittergréle N = 16 ge-
geniiber. Sowohl fiir wy = 1.0 als auch fiir wy = 2.0 (und Kopplung g = 0.5) weichen
die mit dem N#herungsverfahren berechneten Energien wenig von den exakten ab.
Bei kleiner Frequenz (wg = 0.3) zeigen die exakten Daten eine deutliche Abflachung
der Dispersion. Diese kommt zustande, sobald die zur Anregung eines Phonons
notige Energie kleiner als die zum betreffenden Impuls gehorige Anregungsenergie
des reinen Spinsystems wird. Im gekoppelten System verschmelzen die urspriingli-
che Magnon- und die flache Phonondispersion (wq ist unabhéngig von ¢) zu einem
neuen, teilweise abgeflachten Triplett-Zweig. Die Differenz zwischen dem Minimum
der Dispersion bei ¢ = 7 und dem flachen Bereich um ¢ = 7/2 entspricht gera-
de der Phononfrequenz wy = 0.3. Das effektive Modell enthélt diesen Effekt nicht,
da eine Dynamik des Phononsystems durch Mittelung iiber das Phononvakuum
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(beziehungsweise iiber thermisch angeregte Zustéinde) eliminiert wurde. Neben den
Entwicklungsparametern g und A schrinkt also auch der Einfluf} der Phonondyna-
mik auf das Anregungsspektrum den Giiltigkeitsbereich des Né&herungsverfahrens
auf Frequenzen wg 2 J ein. Moglicherweise wire im Bereich kleiner Frequenz die
Bildung eines effektiven Phonon-Hamiltonian durch Mittelung iiber den Grundzu-
stand des reinen Spinmodells zweckmaéfiger. Versuche in diese Richtung wurden
bisher nicht unternommen. Im Hinblick auf CuGeQOs scheint dies auch nicht er-
forderlich, da dort stark dispergierende Triplett-Anregungen ohne Anzeichen einer
Abflachung und Phononenergien in der Groflenordnung des Austauschintegrals ge-
messen wurden [49].
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Eine weitere wichtige Grofe ist die Energieliicke zwischen Grundzustand (Sing-
lett) und erster Triplett-Anregung. Beim HOLSTEIN-Modell war die Bildung einer
dimerisierten Phase unmittelbar mit der Offnung einer Liicke im Anregungsspek-
trum verbunden, und auch im Spinsystem wiirde man Derartiges erwarten. So-
wohl Frustration o > a, als auch explizite Dimerisierung (—1)%§S;-S;4; fithren
zu einer Anregungsliicke. Im Falle der reinen frustrierten HEISENBERG-Kette ((Z22)
mit 6 = 0) offnet sich die Liicke jenseits von a,. jedoch nur sehr langsam ~ (o —
ae)/? exp(—const./(a—a.)) [69]. Entsprechend schwierig gestaltet sich die Bestim-
mung ihres Wertes fiir das unendliche System anhand der Daten kleiner endlicher
Systeme.

Die gleichen Probleme stellen sich bei dem mit dem Gitter wechselwirkenden
Spinsystem ein. Der effektive Hamiltonian (Z31) entwickelt fiir Kopplungen um
g ~ 0.5 keine explizite Dimerisierung. Ob das System unter Einbeziehung der
vielfiltigen Spin-Spin-Wechselwirkungen hoherer Ordnung eine Anregungsliicke auf-
weist, 148t sich von vornherein nicht entscheiden. Trégt man den Energieunter-
schied zwischen Grundzustand und erstem Triplett wie in Abb. gegen die in-
verse Systemgrofle auf, so deutet sich bis zur Gittergrofie N = 24 keine Konver-
genz gegen einen endlichen Wert an. Dies bedeutet jedoch nicht, dafl das unend-
liche System keine Energieliicke zeigt. Man beachte zum Vergleich das Verhalten
der Spinsysteme ohne Gitterwechselwirkung. Die mittels BETHE-Ansatz im Falle
a =0, g = 0 fiir beliebig grofie Systeme berechenbare Anregungsliicke strebt klar
erkennbar gegen Null, ihrem Wert im unendlichen System. Das Skalenverhalten im
Falle a = 0.36, g = 0 scheint bis zu einer Systemgrofie von N = 32 nahezu gleich zu
sein, obwohl fiir diesen Parametersatz eine endliche Anregungsliicke erwartet wird.
Es ist also unter Umsténden sehr schwierig, anhand der Daten kleiner endlicher
Systeme auf das unendliche System zu schlieflen, speziell wenn keinerlei analytische
Aussagen (zum Beispiel aus Feldtheorien) iiber die Abhingigkeit des Spektrums
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von der Systemgréfle (Skalenverhalten) bekannt sind, Kurvenanpassung und Ex-
trapolation demnach nicht zur Verfiigung stehen. Bei expliziter Dimerisierung des
Systems ist die Grole der Anregungsliicke weniger empfindlich gegeniiber V. Der
Einschub in Abb. zeigt die Energiedifferenz zwischen Grundzustand und nied-
rigster Triplett-Anregung im Falle ¢ = 1.5, wg = 1.0, @ = 0.36. Hier kommen die
Daten fiir Systemgrofien N > 20 dem Grenzfall N — oo bereits recht nahe.

Neben den Daten des effektiven Modells enthélt Abb. auch solche fiir das
exakte Modell (offene Symbole). Die maximale numerisch zugéngliche Systemgrofie
liegt hier bei N = 16. Im Vergleich zum effektiven Modell sind die Anregungsliicken
bei endlicher Kopplung ¢ geringfiigig grofier, das Skalenverhalten ist dagegen dhn-
lich. Im kopplungsfreien Fall sind die Energien natiirlich identisch.

2.4 Diskussion

Das in Anlehnung an andere theoretische Arbeiten entwickelte Ndherungsverfahren
zur Behandlung einer mit dem Kristallgitter wechselwirkenden frustrierten HEISEN-
BERG-Kette erweist sich im anti-adiabatischen Bereich (grofie Phononfrequenz) als
brauchbares Werkzeug zum Studium der Spin-PEIERLS-Instabilitét.

Im adiabatischen Bereich zeigen sich bei Kopplung des Spinsystems an die Diffe-
renz der Auslenkung benachbarter Gitterpliatze und Rechnung in dritter Ordnung in
g gewisse Probleme, wihrend die vierte Ordnung bisher nicht umfassend untersucht
werden konnte.

Das Modell lokaler Kopplung an das Gitter wird in allen Frequenzbereichen
durch den effektiven Hamiltonian vierter Ordnung recht gut beschrieben, wenn man
davon absieht, daf} der Effekt einer abgeflachten Dispersion von Triplett-Anregungen
bei kleiner Phononfrequenz wq prinzipiell nicht reproduziert wird.

Die Vorteile der effektiven Spin-Modelle bestehen einerseits darin, dal zum Teil
bekannte Resultate fiir reine Spinsysteme auf das wechselwirkende Spin-Phonon-
System iibertragen werden kénnen, und dafl andererseits auch verhéltnisméfig grofie
Gitter (N=24 oder mehr Plitze) problemlos auf lokal verfiigharen Rechnern (zum
Beispiel Fujitsu VPP 700 in Bayreuth) numerisch untersucht werden kénnen, wih-
rend fiir gekoppelte Spin-Phonon-Probleme wegen der immensen HILBERT-Raum-
Dimension schon fiir weniger als 10 Gitterplitze Grofirechner erforderlich sind.
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Kapitel 3

Niederenergetische
Anregungen in Spinsystemen
mit Frustration und
Dimerisierung®

Wie die vorangegangenen Kapitel zeigten, kann eine verringerte Raumdimension in
Elektron- oder Spinsystemen zu einer Reihe interessanter Eigenschaften des Grund-
zustands fithren. Mindestens ebenso vielféltig sind auch die Anregungsspektren.
Den Schwerpunkt dieses Kapitels bilden antiferromagnetische Spinsysteme, in de-
nen Dimerisierung und Frustration (Kopplungen zwischen iiberniichsten Nachbarn,
die den normalen antiferromagnetischen Austausch stéren) eine Rolle spielen. Rele-
vant ist dies beispielsweise fiir CuGeO3 und andere Spin-Peierls-Materialien in ihrer
geordneten Phase. Als Modellsubstanz dient im folgenden jedoch das isolierende,
magnetische Salz Vanadyl-Pyrophosphat (VO)3P207.

3.1 Experimentelle Ergebnisse fiir Vanadyl-Pyro-
phosphat

Vanadyl-Pyrophosphat (VO)3P207 ist als sehr effizienter Katalysator der Oxyda-
tion von n-Butan zu Maleinsdureanhydrid, einem Grundstoff fiir diverse Polymere,
bekannt. Aus physikalischer Sicht sind allerdings die magnetischen Eigenschaften
des Salzes wesentlich interessanter, die von den Spin % der V**-Tonen herriihren.
Die Kristallstruktur von (VO)oP307 ist fast orthorhombisch. Mit einer geringfiigi-
gen monoklinen Verzerrung gehért es zur Raumgruppe P2; [70]. Die Gitterkon-
stanten bei Raumtemperatur sind a = 7.728 A, b = 16.588 A, ¢ = 9.580 A und
B = 89.98°. Innerhalb der a-b-Ebene sind VOg-Oktaeder leiterartig in a-Richtung
angeordnet (vergleiche Abb. Bl). Da die Absténde zwischen den Leitern sowohl in-
nerhalb der a-b-Ebene als auch in ¢-Richtung relativ grofi und mit PO4-Komplexen
gefiillt sind, galt (VO)2P207 anfinglich als Prototyp einer antiferromagnetischen
HEISENBERG-Leiter,

Hyp, = Z (Ja(Si1-Sig1,1 +Si2-Siv1,2) + JpSi1-Si2) - (3.1)

i
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Es stellte sich jedoch heraus, dal Suszeptibilitétsmessungen ebensogut an das Mo-
dell einer alternierenden antiferromagnetischen HEISENBERG-Kette

Hauce =T Z(l + (—l)ié)Si-SiH (3.2)

i

angepaft werden konnten [[7Tl, [73] [74]. Dies macht deutlich, dal die magnetische
Suszeptibilitdt fiir ein mikroskopisches Modell nicht sonderlich spezifisch ist. Beide
Modelle weisen eine Anregungsliicke auf, die offenbar das Tieftemperaturverhalten
der Suszeptibilitiat pragt.

Abbildung 3.1: Kristallstruktur von (VO)2P207; Ve, P e O

Die ersten inelastischen Neutronen-Streuexperimente [75] an polykristallinen
Proben deuteten auf eine Energieliicke im Spinanregungsspektrum von ungeféhr
3.7 meV, was konsistent mit den an ein Leitermodell angepafiten Suszeptibilitéts-
daten war. Neuere Streuexperimente an Pulverproben [76] von (VO)2P2O7 und
an der eng verwandten Substanz VODPOy %DQO (deuteriertes, halbhydratisiertes
Vanadyl-Phosphat) [77] stellten die Beschreibung durch ein Leitermodell wieder in
Frage. Einerseits zeigten sich neben einer ersten Spinanregung bei 3.5 meV wei-
tere Anregungen bei 6 meV und 14 meV, wobei speziell die Anregung bei 6 meV
unvertréiglich mit einem Leitermodell zu sein scheint. Andererseits ergaben die Ex-
perimente an VODPOy, - %DQO, daf} ein starker antiferromagnetischer Austausch
zwischen den Vanadiumionen iiber die PO4-Komplexe auftreten konnte. Derartige
Austauschpfade waren zuvor schon von BELTRAN-PORTER et al. [72] fiir verschie-
dene Vanadyl-Phosphate in Betracht gezogen worden. Davon ausgehend wurde fiir
(VO)2P207 das Modell einer alternierenden Kette in b-Richtung, also senkrecht zur
Leiteranordnung der Vanadiumionen, favorisiert.

Fiir eine gewisse Uberraschung sorgten schliefllich Messungen an einer Anord-
nung kleiner Einkristalle [7§], die einen tieferen Einblick in das niederenergetische
Anregungsspektrum gewiihrten. GARRETT et al. [(8] beobachteten einen Triplett-
Anregungszweig (vergleiche Abb. B2) mit starker antiferromagnetischer Dispersi-
on in b-Richtung und schwacher ferromagnetischer Dispersion in a-Richtung. Es
bestétigte sich somit die Dominanz der Kopplungen senkrecht zur Leiter-Richtung.
Die Anregungsliicke betrug 3.1 meV. Noch viel erstaunlicher war das Auftreten eines
zweiten Triplettzweiges, dessen Abstand zum ersten kleiner als die Anregungsliicke
ist. Diese Messungen passen weder zu einem Leiter-, noch zu einem Kettenmodell
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mit alternierenden Kopplungen. In keinem der beiden Modelle gibt es zwei isolierte
Triplettanregungen iiber die ganze Breite der BRILLOUIN-Zone.

(VO),P,0,  T=10K
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Abbildung 3.3: Schematische Darstel-
Abbildung 3.2: Niederenergetische lung der a-b-Ebene in (VO)3P207
Anregungen in (VO)2P207 aus INS- und Benennung moglicher Austausch-
Experimenten [78]. pfade.

Ausgehend von dieser Situation werden im folgenden Abschnitt die bekannten
Ergebnisse zur alternierenden HEISENBERG-Kette kritisch diskutiert. Anschliefend
geht es um die Frage, ob eine schwache ferromagnetische Kopplung zweier alter-
nierender Ketten das Problem 16st, und schlie8lich wird im letzten Abschnitt ein
neues, zweidimensionales Modell fiir (VO)2P207 vorgeschlagen.

3.2 Die alternierende Heisenberg-Kette

Friithe numerische Arbeiten zur alternierenden HEISENBERG-Kette (B22) widmen sich
hauptsichlich dem Grundzustand (S = 0) und ersten (Triplett-)Anregungen [79,
80]. Es zeigt sich, dal das Spektrum fiir jedes nichtverschwindende ¢ eine Liicke
zwischen Grundzustand und ersten Anregungen aufweist. Der Fall 6 = 0 fiithrt auf
die in Anhang [Al behandelte isotrope HEISENBERG-Kette, deren Spektrum frei von
einer Energieliicke ist. Umgekehrt entspricht 6 = 1 einer Anordnung unabhéngiger
Dimere, das Spektrum kennt also, ausgehend vom Grundzustand, nur die Werte
ndy, n € N.

Eine Frage, die auch im Zusammenhang mit der Spin-PEIERLS-Instabilitéit von
Interesse ist, betrifft die Art und Weise, wie die Grundzustandsenergie fiir sehr klei-

nes 0 gegen den entsprechenden Wert der isotropen HEISENBERG-Kette ( ]f;b

1 — log(2), siche Anhang [A)) konvergiert, und wie sich die Anregungsliicke 6ff-
net. Beschreibt man das Kristallgitter in adiabatischer Ndherung, so wichst dessen
elastische Energie wie 62, das gekoppelte Spin-Phonon-System ist also PEIERLS-
instabil, sobald die Energie des Spinsystems mit einem kleineren Exponenten als 2
sinkt. Analytische Arbeiten [B5l R3], die das mit (2) durch eine JORDAN-WIGNER-
Transformation verbundene fermionische Modell im Rahmen der LUTTINGER-TOMO-
NAGA-Ndherung behandeln, ergeben Aussagen iiber das asymptotische Verhalten
verschiedener Grofien. So sollten Grundzustandsenergie und Anregungsliicke geméf

O b 6(5):E0(5) (3.3)

lim (e(d) — €(0)) o NJ,

5—0 [log d|
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skalieren. Numerische Arbeiten kommen zu unterschiedlichen Resultaten, was die
Giiltigkeit dieser asymptotischen Formeln betrifft. Das Potenzgesetz mit logarith-
mischen Korrekturen ([B3)) wird in [K1] 82] bestétigt, wihrend die Daten in [R0] an
ein reines Potenzgesetz angepafit werden. Eine abschlieBende Klérung dieser Fragen
steht wohl noch aus.
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Abbildung 3.4: Niederenergetische Anregungen der alternierenden Heisenberg-Kette
bei § = 0.2 und Systemgrofle N = 32; im Einschub Energiedifferenz zwischen dem
ersten Quintett und drei niedrigeren Singlett- bzw. Triplettanregungen bei ¢ = /2.

Das Anregungsspektrum im Bereich 0 < § < 1 wird von einem Magnon-Zweig,
das heift einer Triplett-Anregung mit gendherter Kosinus-Dispersion, dominiert.
Abb. B4 verdeutlicht dies fiir den Fall § = 0.2 anhand eines Systems von 32 Spins.
Der Magnon-Zweig wurde an eine Summe von Kosinus w}! = Z?:o a; cos(2jq) an-
gepafit und das bei dieser Dispersion zu erwartende Zwei-Magnon-Kontinuum grau
schattiert dargestellt. Unterhalb dieses Kontinuums beobachtet man, zumindest am
Rand der BRILLOUIN-Zone bei ¢ = 7, einen isolierten Singlett-Zweig, der gelegent-
lich als gebundener Zustand zweier Magnonen interpretiert wird [R5 [R6].

In der Literatur wird dariiber hinaus die Frage diskutiert, ob unterhalb des
Zwei-Magnon-Kontinuums ein weiterer isolierter Triplett-Zweig existiert. UHRIG
und ScHULZ [85] kommen in einer RPA-Studid] zu dem SchluB, ein zweites, iso-
liertes Triplett trete in der Umgebung von ¢ = 7 zumindest fiir ,nicht zu kleines
§“ auf. Auch BOUZERAR ET. AL. [R6] sagen fiir 6 = 0.2 ein wohlsepariertes zweites
Triplett bei ¢ = § voraus. Jedoch werden in [86] Daten endlicher Systeme (lediglich

N < 24) nach N — oo extrapoliert und die resultierende Energiedifferenz zwischen

Random-Phase- Approximation
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erstem und zweiten Triplett mit der Anregungsliicke verglichen (dies entspricht
dem Beginn des Zwei-Magnon-Kontinuums bei ¢ = 7). Gegen diese Vorgehens-
weise ist einzuwenden, daf} einerseits keine theoretisch fundierten Skalengesetze fiir
die untersuchten Anregungen existieren, und dafl andererseits das oben definierte
Zwei-Magnon-Kontinuum nur eine Approximation (im Sinne wechselwirkungsfreier
Elementaranregungen) darstellt.

Im Gegensatz dazu wurde in eigenen Rechnungen die Energiedifferenz A des
zweiten Tripletts sowie der beiden Singletts zum ersten Quintett, simtlich bei ¢ = 7,
ermittelt. Der Einschub in Abb. Bl zeigt A, aufgetragen gegen die inverse System-
grofle. Die Figur suggeriert sehr stark, daf§ nur das erste Singlett einen endlichen
Abstand zu hoheren Anregungen auch im unendlichen System beibehilt, wihrend
die anderen beiden Anregungen dem Quintett (und weiteren Anregungen) beliebig
nahe kommen, das heifit einem Kontinuum von Zusténden angehéren.

So unterschiedlich die Meinungen in diesem Punkt seien mégen, es besteht Einig-
keit dariiber, dal das fragliche zweite Triplett keinesfalls bei ¢ = 0, beziehungsweise
in groBerer Entfernung von ¢ = 7, in Erscheinung tritt. Das bedeutet, daff die al-
ternierende Kette zur Beschreibung der in (VO)2P207 beobachteten Anregungen
ausscheidet. Die einzige Moglichkeit, im Rahmen einer alternierenden HEISENBERG-
Kette zwei Triplett-Zweige zu erkldren, bestiinde in der Hinzufiigung frustrierender
Kopplungen zwischen iibernéichsten Nachbarn aS;-S;yo (vergleiche [86]). Im Hin-
blick auf die Struktur von (VO)2P207 ist dies jedoch unwahrscheinlich. Vielmehr
soll im néichsten Abschnitt der Frage nachgegangen werden, ob eine schwache Kopp-
lung zwischen alternierenden Ketten zur Ausbildung eines deutlich vom Kontinuum
separierten, weiteren Triplett-Zweiges fiihrt.

3.3 Einfliisse schwacher Zwischenkettenkopplung

Beim Modell alternierender HEISENBERG-Ketten entlang der b-Richtung nimmt
man an, dafl der dominante magnetische Austausch (J;) iiber die POs-Komplexe
und ein schwiicherer Austausch (J; ) iiber eine gemeinsame Kante der VOg-Oktaeder
erfolgt (vergleiche Abb. B3und B). Entlang der Leiterrichtung (a-) sind die Vana-
diumatome nur durch ein Sauerstoffatom voneinander getrennt. Man kénnte — auch
im Hinblick auf die alternative Interpretation von (VO)2P2O7 als Leitersubstanz —
einen Austausch tiber diese Bindung vermuten. Da die Experimente in a-Richtung
eine schwach ferromagnetische Dispersion anzeigen, soll (B2)) also um eine kleine,
negative Zwischenkettenkopplung J, ergénzt werden:

Hcee = 0y Z (1 + (—l)lé)Sm-SiH,j + Jg Z Sm-Sw. (35)
j:il,2 i

Mit Hilfe des in Anhang [B] beschriebenen LANCZOs-Verfahrens wurde fiir verschie-
dene Systemgrofien und Kopplungen im Bereich —0.3 < J, < 0 das Anregungsspek-
trum berechnet. Als Beispiel zeigt Abb. die Daten fiir Systeme der Grofle 2 x 12
und 2 x 16 mit J, = —0.1. Im Hinblick auf das oben diskutierte zweite Triplett
in der reinen alternierenden Kette und weil Effekte der endlichen Gittergrofle bei
starkerer Dimerisierung eine geringere Rolle spielen, wurde meist § = 0.2 angesetzt.
Der reale Wert fiir (VO)2P20O7 ist vermutlich etwas kleiner (6 ~ 0.1).

Nach wie vor wichtigstes Merkmal des Spektrums ist der isolierte Magnon-
Zweig. Als Anhaltspunkt fiir das zu erwartende Zwei-Magnon-Kontinuum wurden
in Abb. aus den Daten des ersten Tripletts Zwei-Magnon-Zustidnde konstruiert
und der entsprechende Bereich schattiert. Eine Kurvenanpassung ist angesichts der
geringen Zahl von Datenpunkten nicht angebracht. Zwischen dem so approximier-
ten Kontinuum und dem ersten Triplett liegen eine Reihe weiterer Anregungen,
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Abbildung 3.5: Niederenergetische Anregungen schwach gekoppelter alternierender
Ketten fiir Systemgroflen 2 x 12 und 2 x 16 sowie Kopplungsparameter J, = —0.1
und § = 0.2.

die als Singletts, Tripletts und auch Quintetts klassifiziert werden kénnen. Um bei
diesen Zustéinden zu entscheiden, ob sie echte isolierte Anregungen oder Teil eines
Kontinuums sind, mufl man versuchen, die Daten verschiedener endlicher Systeme
auf das unendliche System zu extrapolieren. Es stellt sich heraus, daf dies eine kri-
tische Prozedur ist, da es keine analytisch begriindeten Skalenrelationen gibt. Fiir
Systeme mit einer Anregungsliicke erwiesen sich in der Vergangenheit Ansétze der
Form [86] R7]

B

ES(L) = Es(oo)+(f+0)e—L/A fiir Singletts, (3.6)
B

ET(L) = ET(oo)—&—Ee*L/A fiir Tripletts (3.7

als recht brauchbar. Die Daten zu Systemgrofien bis 2 x 16 wurden deshalb fiir
die Impulswerte (gp, g,) = (0,0), (0,7) und (7/2,0) nach diesen Formeln angepaft.
Bei (¢p,qa) = (7/2,0) zeigen sich jedoch fiir die hoheren Anregungen merkliche
Abweichungen vom Skalenverhalten ([BH) beziehungsweise B1). Auflerdem stehen
bei diesem Impulswert nur vier Datenpunkte (2 x 4,8, 12, 16) zur Verfiigung, was die
Anpassung an einen Ausdruck mit drei oder vier freien Parametern kaum sinnvoll
erscheinen 148t.

In Abb.BH die die Ergebnisse zusammenfaft, sind deshalb bei (g, ¢.) = (7/2,0)
die Daten des 2 x 16-Systems eingetragen. Dariiber hinaus zeigt der Einschub am
Beispiel des zweiten Tripletts die Abweichung von einer bestmoglich nach An-
satz [B) gewihlten Kurve. Der grau-schattierte Bereich symbolisiert, wie bisher,
das Zwei-Magnon-Kontinuum. Dessen untere Grenze ergibt sich durch Addition der
Anregungsliicke zum ersten Triplett.

Die Abbildung macht deutlich, daf§ auch mit wachsender Kopplung der beiden
Ketten kein zweites Triplett signifikant unterhalb des Zwei-Magnon-Kontinuums in
Erscheinung tritt. Vielmehr scheint sogar das bei der reinen alternierenden Kette
wohlseparierte Singlett bei ¢ = § mit wachsender Kopplung unterdriickt zu wer-
den und moglicherweise ganz im Kontinuum aufzugehen. Insgesamt bewirkt die
Zwischenkettenkopplung keine grundséitzlich neuen Merkmale des Anregungsspek-
trums. Die von der einfachen Kette bekannten Niveaus werden aufgrund der Stérung
verschoben — in den meisten Fillen iiberwiegt der lineare Beitrag in J,. Dement-
sprechend #ndert auch das Vorzeichen von J, wenig an dieser Situation. Einzig
die Richtung der Verschiebung der Niveaus kehrt sich um, so dafl die Dispersion
des ersten Tripletts entlang der Leitern nicht ldnger ferromagnetisch ist und dem
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Abbildung 3.6: Energie der niedrigsten Anregungen gekoppelter alternierender Ket-
ten, aufgetragen gegen die Zwischenkettenkopplung J,.

Experiment entspricht. In obigen Abbildungen sind deshalb nur negative J,, beriick-
sichtigt.

Zusammenfassend ist festzustellen, dafl das Modell einer alternierenden HEISEN-
BERG-Kette, auch unter Beriicksichtigung einer Wechselwirkung zwischen benach-
barten Ketten, zur Beschreibung der in (VO)2P207 beobachteten niederenergeti-
schen Anregungen ungeeignet erscheint. Es sind deshalb andere Moglichkeiten der
Wechselwirkung zwischen den Vanadiumatomen zu untersuchen.

3.4 Ein neues, zweidimensionales Modell fiir Va-
nadyl-Pyrophosphat

In einer jiingst verdffentlichten Arbeit studieren BOUZERAR et al. [86] mittels nu-
merischer Methoden im Detail das Anregungsspektrum einer alternierenden HEI-
SENBERG-Kette mit frustrierenden Kopplungen zu iibernéchsten Nachbarn,

Hpac —JZ 5)Si-Sit1 + aZS Sit2. (3.8)

Spezielles Augenmerk gilt der Existenz hoherer isolierter Anregungen neben dem
bereits bekannten Triplett-Zweig, der auch hier fiir § > 0 auftritt. Es stellt sich her-
aus, daf fiir jedes nichtverschwindende § ab einer hinreichend starken Frustration a
ein zweiter Triplett-Zweig beobachtet werden kann. Die Energiedifferenz zwischen
beiden Zusténden ist innerhalb der gesamten BRILLOUIN-Zone kleiner als die An-
regungsliicke bei ¢ = 0. Zwischen den beiden Tripletts gibt es dariiber hinaus noch
einen Singlett-Zweig (im Vergleich zur reinen alternierenden Kette ist dieser hier
vollkommen vom Kontinuum abgeldst).

Ausgehend von diesen Beobachtungen lag es nahe, auch in (VO)2P2O7 nach
frustrierenden Austauschpfaden zu suchen, beziehungsweise plausibel erscheinende
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Abbildung 3.7: lllustration der moglichen Austauschpfade in Vanadyl-Pyrophosphat
(VO)2P207.

Kopplungen anzusetzen. Abb. B zeigt die elementaren Bausteine des magnetischen
Systems von (VO)2P207 noch einmal aus verschiedenen Perspektiven. Die das Va-
nadium umgebenden Sauerstoffatome bilden einen stark in a-Richung verzerrten
Oktaeder. Das freie d-Elektron des Vadiums wird deshalb die d, Orbitald] beset-
zen und an die m-Orbitale der vier benachbarten Sauerstoffatome in der b-c-Ebene
koppeln. Als Konsequenz diirfte J,- = J(1 — §) iiber die beiden V-O-V-Bindungen
(Bindungswinkel nahe an 90°) relativ stark sein. J; = J,(1 + §) fithrt iiber zwei
V-0-P-O-V-Pfade und wird allgemein als die stiirkste Kopplung vermutet (siehe
Experimente an VODPO, - $D,0 [77] sowie [72]). Fiir J, gibt es schlieflich zwei
Moglichkeiten, entweder den V-O-V—Pfad iiber die gemeinsame Spitze zweier Okta-
eder (Bindungswinkel rund 180°) oder einen langen V-O-P-O-P-O-V—Pfad durch die
PO4-Gruppen. Die erste Moglichkeit ist wegen der Orthogonalitét der d,,-Orbitale
zu den entsprechenden Sauerstoff-Orbitalen vermutlich auszuschliefen, wéhrend die
Wechselwirkung iiber die PO4-Gruppen, dhnlich wie bei Jlf verhéltnisméBig stark
sein konnte. Nimmt man also an, daf§ J, hauptséchlich durch den V-O-P-O-P-O-
V-Pfad erzeugt wird, so ist auch eine kreuzweise Zwischenkettenkopplung J, —
ebenfalls iiber einen V-O-P-O-P-O-V—Pfad — nicht auszuschlieflen. Als neues, zwei-
dimensionales Modell fiir (VO)3P207 sei deshalb

Hy =Jy Z(l +6(=1)")Si;-Siv1; + Ja Z Si,j-Sij+1
0 0
+ Jx Z(S%J'S%H,jﬂ +82i41,5-S2i5+1) (3.9)

4,J

vorgeschlagen. Samtliche Austauschintegrale (Jp, J, und Jy) werden als positiv,
das heifit antiferromagnetisch angenommen. Trotzdem bleibt der freie Parameter-
raum sehr grof}, weshalb im folgenden auf eine Anpassung an die reale Substanz
(VO)2P207 verzichtet werden soll. Einziges Ziel ist es, einen Satz von Parametern
{9, Ja, Jx } zu finden, der, wie im Experiment, zu zwei Triplett-Zweigen im niede-
renergetischen Anregungsspektrum fithrt (Energien werden stets in Einheiten von
Jp gemessen, d.h. J, = 1).

Zu diesem Zwecke wurden fiir eine Reihe von Kopplungen endliche Systeme bis
zur Grofle 4 x 8 numerisch diagonalisiert. Die erste, sehr plausible Beobachtung ist,
dafl Jx > J, gelten sollte, um eine ferromagnetische Dispersion des ersten Tripletts
in a-Richtung zu reproduzieren. Dariiber hinaus zeigt sich, daf} ein zweites Triplett
(speziell bei ¢ = (0,0)) nur dann in geringem Abstand vom ersten auftritt, wenn

2andere Bezeichnungen fiir die drei Orbitale sind de oder tag
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sich Jx und J, nur wenig voneinander unterscheiden. Die Dimerisierung § bestimmt
im wesentlichen die Grofle der Anregungsliicke und die Stérke der Dispersion in b-
Richtung.
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Abbildung 3.8: Niederenergetische Anregungen des 2D-Modells (B3) fiir die System-
groBen 3 x 8 (links) und 4 x 8 und Parameter 6 = 0.3, J, = 0.4 und Jx = 0.425.

Als sehr gutes Beispiel fiir einen Parametersatz, der die experimentellen Beob-
achtungen wiedergibt, erweist sich § = 0.3, J, = 0.4 und Jx = 0.425. Abb. B§ zeigt
fiir diese Kopplungsstéirken das Spektrum entlang der Achsen a und b. Wiederum er-
kennt man einen ersten Triplett-Zweig, anhand dessen das Zwei-Magnon-Kontinuum
approximiert wurde. Zwischen Kontinuum und erstem Triplett finden sich sowohl
ein Singlett- als auch ein zweiter Triplett-Zweig. Bei beiden ist zu vermuten, daf es
sich um wohlseparierte Anregungen handelt, dndert sich doch das Spektrum kaum,
wenn man vom 3 X 8 zum 4 x 8-System iibergeht. Die Singlett-Anregung ist mit
Neutronenstreuung experimentell nicht zugénglich, ob sie in (VO)2P207 tatséchlich
auftritt, konnten gegebenenfalls Raman-Streuexperimente entscheiden. Schliissige
Resultate wurden dazu bisher nicht verdcffentlicht.

Um einen tieferen Einblick in die Natur der Anregungen zu gewinnen und einen
Bezug zu den Neutronen-Streuexperimenten herzustellen, wurde im néchsten Schritt
der dynamische Spinstrukturfaktor

S(a.w) = Y (S (@)|0)|*6(E, — By —w), wobei (3.10)

S*(q) > el §r (3.11)
4,J

berechnet. Dieser ist proportional zum Streuquerschnitt fiir Neutronenstreuung. Im
Sinne von FERMIS Goldener Regel ist der Streuquerschnitt gegeben durch:

d?c m\2 k'
= (52) TP YK RIU K W) 3w + B — B (3.12)

Hierbei bezeichnen |x) und |k’) Ausgangs- und Endzustand des Streuers, p,, einen
thermischen Besetzungsfaktor, U das Streupotential und |k) beziehungsweise |k’)
die ein- und ausfallende Neutronenwelle. Im Falle von magnetischer Neutronenstreu-
ung an den Spins lokalisierter Elektronen kann man sich als Wechselwirkungspo-
tential

xR
U=p,-H und HVX(H}; > (3.13)

vorstellen. p, und p. sind die magnetischen Momente von Neutron und Elektron,

R der gegenseitige Abstand. Weitere Rechnung fithrt dann fiir die Streuung unpo-
larisierter Neutronen an den Spins identischer, lokalisierter, magnetischer Ionen zu
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folgender Master-Gleichung (vergleiche [88] und dort angegebene Quellen):

d’c K Gaq
~ Ep2igle—2W(@ _ 4odB ) gap 14
S qw) = Y e " p (ISP (K']S] |K) 6(w + Ex — Er).
1,7 K,k

Der wichtigste Faktor in (B4 ist sicherlich die Streufunktion S*?(q,w). Wie man
sieht, beschreibt der Spinstrukturfaktor (BI0) genau deren Diagonal-Komponenten
wenn man von Temperatur Null ausgeht und nur Anregungen aus dem Grundzu-
stand betrachtet. Dariiber hinaus tritt in (BXI4]) ein dimensionsloser, magnetischer
Formfaktor F'(q) und ein DEBYE-WALLER-Faktor exp(—2W(q)) auf. Der Polari-
sationsfaktor d,5 — qaqp/q* verdeutlicht, dal die Neutronen nur an Spinfluktua-
tionen senkrecht zum Impulsiibertrag q koppeln. Erinnert man sich der in Kapi-
tel @ berechneten optischen Leitfahigkeit, so wird sofort die Analogie zur Linearen
Antwort-Theorie klar. Die Streufunktion S%?(q,w) ist die spektrale Zerlegung der
Spin-Spin-Korrelation, die streuenden Neutronen stellen ein Magnetfeld mit fester
Frequenz und festem Wellenvektor dar, und gemessen wird die Antwort des Systems
auf dieses Feld.

Der Spinstrukturfaktor S(q,w) aus Gleichung ([BI0) hat die Form einer Spek-
tralfunktion, zu seiner Berechnung wird dementsprechend die in Anhang[Blbeschrie-
bene CHEBYSHEV-Rekursion mit MEM benutzt. Abb. zeigt S(q,w) sowie sein
Integral N(q,w),

N(q,w) = /Owdw’ S(q,w'), (3.15)

fiir ein 4 x 8-System bei verschiedenen g-Werten. Um Vergleichbarkeit zu gewéhr-
leisten, sind alle Spektren auf Eins normiert, das heif3t alle Spektren sind durch den
Wert N(q) = N(q,00) geteilt. Die Faktoren N(q) sind jeweils im Bild vermerkt.
Vereinfachend wurde angenommen, dafl die Spins auf einem Quadratgitter angeord-
net sind, die realen Positionen der Vanadiumatome, wie sie aus Rontgenstrukturbe-
stimmung folgen, fanden keine Beriicksichtigung. In den beiden oberen Tafeln sind
jeweils die Daten fiir die Impulse {(0, ), (m,7)} und {(0,7/2), (w,7/2)} zusam-
mengefafit. Diese sind zwar energetisch dquivalent, jedoch gelten unterschiedliche
Auswahlregeln, je nach dem, ob man parallel oder schrig zur a-Richtung einstrahlt.
Dies ist darauf zuriickzufithren, daf§ die Einheitszelle wegen der Dimerisierung zwei
Spins enthélt. Die dominante Anregung im Spektrum ist der erste Triplett-Zweig
(T1). Damit dieser jedoch endliches Gewicht hat, bedarf es einer Impulskomponente
in b-Richtung. Das erste Singlett (S7) hat keine Vorzugsrichtung und stets relativ
kleines Gewicht, wihrend das zweite Triplett wiederum nur in a-Richtung auftritt.
Dariiber hinaus hat das zweite Triplett fast kein spektrales Gewicht (das deutliche
Hervortreten von T bei ¢ = (0, 7) ist im Verhéltnis zur winzigen Gesamtintensitét
N(q) zu sehen), was im Hinblick auf das Experiment unbefriedigend ist. GARRETT
ET. AL. [78] beobachten die beiden Tripletts mit nahezu gleicher Intensitéit. Mogli-
cherweise kommt hier die in der Rechnung gewihlte Quadratgitter-Symmetrie ins
Spiel und unterdriickt iiber Auswahlregeln das zweite Triplett. Als Anhaltspunkt ist
auch in Abb. das Zwei-Magnon-Kontinuum durch Grau-Schattierung angedeu-
tet. Im Strukturfaktor &uflert sich dieser Bereich durch eine Reihe von Anregungen,
die aufgrund endlicher Rechengenauigkeit und zunehmender Niveau-Dichte weniger
scharf lokalisiert sind (wesentlicher Kontrollparameter ist hier die Zahl der CHEBYS-
HEV-Momente — je mehr, um so hohere Anregungen im Spektrum werden aufgeldst).
Fiir das unendliche System wiirde man kontinuierliche Streuintensitit erwarten.

3Wegen der Isotropie des zugrundeliegenden Modells sind zz-, yy- und zz-Komponente dqui-
valent.
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Abbildung 3.9: Dynamischer Spinstrukturfaktor S(q,w) (feine Linien) und inte-
griertes Gewicht N(q,w) (starke Linien) fiir ein 4 x 8 System bei § = 0.3, J, = 0.4
und Jy = 0.425; die Impulswerte und die absolute Intensitét N(q) sind jeweils in
der Legende vermerkt.

3.5 Diskussion

In den vorangegangenen Abschnitten wurde einerseits gezeigt, dal bestehende Mo-
dellannahmen fiir das magnetische Salz Vanadyl-Pyrophosphat (VO)3P2O7 zur Be-
schreibung der experimentell beobachteten niederenergetischen Anregungen unge-
eignet sind, andererseits wurde ein neues, zweidimensionales Modell mit frustrieren-
den Kopplungen zwischen benachbarten alternierenden Ketten vorgeschlagen. Da
die realen Austauschkopplungen einer Messung unzugénglich sind, und auch eine
ab-initio Berechnung dieser Groflen recht schwierig erscheint, kann beziiglich der
mikroskopischen Mechanismen der verschiedenen Kopplungen nur qualitativ argu-
mentiert werden. Auch eine Anpassung der freien Parameter des neuen Modells an
die experimentell beobachteten Dispersionen wurde nicht unternommen, sondern
lediglich gezeigt, dafl generelle Aspekte des Anregungsspektrums reproduziert wer-
den. Zusammen mit der Berechnung thermodynamischer Grofien, wie magnetischer
Suszeptibilitdt oder spezifischer Wirme, konnte dies ein néchster Schritt bei der
Untersuchung des Modells sein.

Die betrachteten Spinmodelle sind, neben ihrem Bezug zu (VO)2P2O7, ganz all-
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gemein interessant. Spinketten mit alternierender Kopplung eignen sich zur adiaba-
tischen Beschreibung PEIERLS-dimerisierter Spinsysteme, die besprochenen Merk-
male des Anregungsspektrum sind also unter Umsténden bei derartigen Substanzen
zu beobachten. Auch frustrierende ldngerreichweitige Austauschkopplungen schei-
nen in der Natur h#ufig eine Rolle zu spielen und reichhaltige Moglichkeiten fiir
verschiedenste Anregungsmoden zu erdéffnen.

Es besteht kein Zweifel dariiber, dafl numerische Methoden bei derartigen Mo-
dellen — speziell in mehr als einer Dimension — schnell an ihre Grenzen stoflen, jedoch
ist auch die Zahl brauchbarer analytischer Ndherungsverfahren sehr beschriinkt. Die
hier vorgestellten Ergebnisse sind deshalb ausschliefllich numerischer Natur und las-
sen alle Schwierigkeiten erkennen, die mit einer Rechnung auf endlichen Gittern und
Versuchen der Extrapolation zu realen Systemen verbunden sind.

3.6 Nachtrag

Nach Abschluf8 der vorliegenden Arbeit wurde von UHRIG und NORMAND [90] un-
abhéngig das selbe Modell zur Beschreibung der magnetischen Eigenschaften von
(VO)2P207 vorgeschlagen. Vernachlissigt man zunéchst alle Kopplungen aufler JbJr ,
so besitzt das Modell einen einfachen Singlett-Grundzustand fiir die isolierten Dime-
re. Davon ausgehend benutzen die Autoren eine Entwicklung nach den hinzukom-
menden Kopplungen und passen die entstehenden Ausdriicke fiir die Dispersion der
niedrigsten Anregungen an die experimentellen Daten an. Es ergeben sich die Wer-
te (6, Ja, Jx) = (0.11, 0.226, 0.285). Eine wohlsepariertes zweites Triplett konnen
UHRIG und NORMAND innerhalb ihrer Naherung nicht erkléren.
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Abbildung 3.10: Niederener-
getische  Anregungen  des
2D-Modells B3) fir die von
Uhrig et al. [90] vorgeschlage-
nen Parameter (§,J,,Jx) =
(0.11, 0.226, 0.285) und  Sy-

15

10

05

o singlet i "
 liplts. stemgroBe 4 x 8.
© quintets or higher
00 Ls . . .
20 1.0 0.0 1.0 2.0
q,/(12) q,/(174)

Zum Test wurde deshalb ein 4 x 8-System auch mit diesem Parametersatz nume-
risch diagonalisiert. Abb. B0 zeigt, daf eine zweite Triplett-Anregung bei weitem
nicht so deutlich hervortritt, wie in den oben vorgestellten Datensétzen. Eine An-
passung des Modells an die reale Substanz (VO)2P207 steht also nach wie vor aus.
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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befafit sich zu einem grofien Teil mit der in quasi-eindimen-
sionalen Elektron- und Spinsystemen auftretenden PEIERLS-Instabilitéit, also der
Instabilitdt der betreffenden Systeme gegeniiber einer Brechung der Translations-
Symmetrie des Kristallgitters zugunsten von langreichweitiger Ladungs- beziehungs-
weise Spinordnung. In Kapitel [l wird mit Hilfe einer Inhomogenen Variationellen
LaNG-FIrsov Transformation (IMVLF) und anschlieender Losung des effektiven
elektronischen Modells gezeigt, dafl das HOLSTEIN-Modell spinloser Fermionen bei
einer endlichen kritischen Elektron-Phonon-Kopplung von einem metallischen zu ei-
nem isolierenden, ladungsgeordneten Grundzustand iibergeht. Die kritische Kopp-
lung ist abhéingig von der Energie der im Modell als dispersionslos angesetzten
Phononen. Das in Kapitel [l berechnete Grundzustands-Phasendiagramm prézisiert
dltere Arbeiten zum HOLSTEIN-Modell und ist sehr gut mit jiingst vertffentlich-
ten DMRG-Resultaten vereinbar. Grundsétzlich neu sind die vorgestellten Daten
zur optischen Leitfahigkeit. Die schwache Absorption der metallischen Phase ist
von der Bandstruktur des zugrundeliegenden elektronischen Modells geprégt. Die
CDW-Phase zeichnet sich durch relativ starke, inkohérente Absorption aus.

Kern des zweiten Kapitels ist die Untersuchung der PEIERLs-Instabilitdt in
einem eindimensionalen HEISENBERG-Modell mit linearer Kopplung des magne-
tischen Austauschs an harmonische Gitterschwingungen. Fiir die gegenwértig in-
tensiv studierte anorganische Verbindung Kupfergermanat CuGeOQOs ist speziell der
anti-adiabatische Bereich mittlerer und hoher Phononenergien interessant. Dement-
sprechend wird durch Entwicklung nach kleiner Spin-Phonon-Kopplung sowie unter
Einbeziehung einer variationell zu bestimmenden statischen Gitterdeformation ein
effektives Spinmodell konstruiert. Ahnliche Ansiitze anderer Autoren werden auf
diese Weise weiterentwickelt und verbessert. Die numerische Behandlung des effek-
tiven Modells zeigt, da} auch der Grundzustand des untersuchten Spin-PEIERLS-
Systems von einer homogenen zu einer dimerisierten Phase wechselt, sobald die
Spin-Phonon-Kopplung einen kritischen Wert iiberschreitet. Damit kénnen vorange-
gangene, auf exakter Diagonalisierung kleiner Spin-Phonon-Systeme beruhende Ar-
beiten bestétigt werden. Die effektiven Modelle eignen sich auflerdem zur Beschrei-
bung des niederenergetischen Anregungsspektrums im anti-adiabatischen Bereich.
Wegen numerischer Konvergenzprobleme bei zunehmend dichterer Besetzung der
HaMiLTONschen Matrizen ist im Falle komplizierterer Elektron-Phonon-Kopplung
fiir zukiinftige Arbeiten ein anderes als das LANCZOS-Verfahren zur Diagonalisie-
rung heranzuziehen.

Im dritten Teil der Arbeit werden mit numerischen Methoden elementare An-
regungen reiner Spinsysteme untersucht. Ziel ist die Entwicklung eines mikrosko-
pischen Modells fiir das magnetische Salz Vanadyl-Pyrophosphat (VO)2P20O7, bei
dem in Neutronen-Streuexperimenten zwei Triplett-Anregungen niedriger Energie
beobachtet wurden. Zuniichst wird gezeigt, dafl eine Beschreibung von (VO)3P207
mittels schwach gekoppelter dimerisierter HEISENBERG-Ketten (wie von einigen Au-
toren vorgeschlagen) dem Experiment nicht gerecht wird. Ausgehend davon, daf
frustrierende Kopplungen zu iibernéchsten Nachbarn in dimerisierten HEISENBERG-
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Ketten zu einer Reihe isolierter Anregungsmoden niedriger Energie fithren, wird fiir
(VO)2P207 ein zweidimensionales Modell vorgeschlagen, in dem benachbarte di-
merisierte Ketten in einer durch die Kristallstruktur nahegelegten Form gekoppelt
sind. Durch exakte Diagonalisierung kleiner Spinanordnungen kann gezeigt werden,
dafl das neue Modell die experimentellen Beobachtungen qualitativ reproduziert.
Eine Anpassung der freien Parameter an die reale Substanz wird nicht unternom-
men. Dies und die Berechnung thermodynamischer Grofilen (Suszeptibilitéit oder
Spezifische Wirme) koénnte Inhalt weiterfithrender Arbeiten sein. Wiinschenswert
(wenn auch schwierig zu erzielen) wire dariiber hinaus eine genauere Kenntnis der
Kopplungsmechanismen in (VO)3P207. Die vorgeschlagenen Austauschpfade zwi-
schen den Vanadiumatomen sind relativ lang und komplex, daf trotzdem stérkere
Wechselwirkungen auftreten, ist erstaunlich.
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Anhang A

Das Holstein-Modell im Falle
starker
Elektron-Phonon-Kopplung

In Kapitel [ wurden die Ergebnisse der IMVLF- und exakten Rechnungen fiir das
HoLsTEIN-Modell spinloser Fermionen unter anderem mit Ndherungen von HIRSCH
und FRADKIN [3] verglichen. Die Einzelheiten dieser Niherungen sollen im folgenden
erlautert werden.

A.1 Storungsrechnung zweiter Ordnung

Ausgangspunkt der Uberlegungen von HIRSCH und FRADKIN ist Hamiltonian (ITJ),
1 1
H=—t Z(cjcm +H.c.)—/Ewo Z(aj +ai)(ni — 5) +wo Z(a?‘ai +5). (A1)

Im Falle starker Elektron-Phonon-Kopplung €, und groler Frequenz wy kann der
Hiipf-Term als kleine Storung aufgefa3t werden, das heiit man kann nach Potenzen
des Matrixelements ¢ entwickeln. Der ungestorte Hamiltonian

HO:7\/%—WOZ.(az_+ai)(ni—%)4’0)02(0,?0@4‘%):ZHi (AQ)

zerfallt in eine Summe {iber harmonische Oszillatoren, deren Gleichgewichtslage
um +qo oder —qo (g0 = g/v/2Mwy = \/5p/2K) verschoben ist, je nachdem, ob sich
am Platz i ein Elektron befindet oder nicht. Fiihrt man mittels einer (unitéiren)
LANG-FIrRsOvV-Transformation [I3]

1
X =e¢ mit S:gZ(ni—?(aT—ai), ni=cic, g= i—i (A.3)

neue Operatoren b = X*af X =af —g(n; — 3) und df = X Tc¢f X = cjeg(“j*ai)
ein, so werden die H; in diesen diagonal: H; = wo(bjbi + %) — %”. Die entsprechenden
Eigenzustinde (die b; unterscheiden sich je nach Elektronbesetzung) sind

) = = (af F30) 120, (A.4)
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Es zeigt sich aulerdem, dafl d;r und d; genau diese beiden Gruppen von Zusténden
verbinden: d; | — n) = | 4+ n) und umgekehrt, das heifit d;” erzeugt ein Elektron am
Platz ¢ und verschiebt die Gleichgewichtslage des Oszillators von —gg nach +qp.
Die Eigenzustéinde des ungestérten Hamiltonian Hy bestehen aus Produkten obi-
ger Zustinde und sind vielfach entartet, da jede Verteilung von N/2 Elektronen
auf N Gitterplétze gleichwertig ist. Die Stérung Hy = —t Y, (¢ ciy1 + ¢/, 1 ¢;) hebt
diese Entartung auf. Zur Berechnung der Energiekorrekturen héherer Ordnung ist
es bei gewohnlicher Storungsrechnung mit entarteten Zustdnden erforderlich, im
untersuchten Eigenraum (hier derjenige zur Grundzustandsenergie) eine Matrix zu
diagonalisieren. Letztere kann als effektiver fermionischer Hamiltonian ausgedriickt
werden. In erster Ordnung erhélt man aus Hl; = [i)(i|H1|j)(j|, wobei |i) und |j)
einen Satz entarteter Grundzustédnde bezeichnen, einen tight-binding Beitrag mit
modifiziertem Matrixelement #. Da Hiipfen nur zwischen Zustéinden unterschiedli-
cher Elektronbesetzung stattfindet, ist ¢ proportional zum Quadrat von (40| — 0).
In alten Operatoren ausgedriickt, ergibt sic}ﬁ

(+0] = 0) = (0le~o“ =*]0)
= <0|e—9ai+egaie—g2/2|0> = 92 (A.5)

und als neues, effektives Hiipfmatrixelement ¢ = te=9". In zweiter Ordnung hat man
Ausdriicke der Form

zu betrachten, wobei |a) angeregte (Oszillator-) Zustéinde meint. Prinzipiell lassen
sich zwei Arten von Prozessen zweiter Ordnung unterscheiden: ein Elektron kann (a)
auf einen benachbarten Platz und zuriick oder (b) zu einem iiberniichsten Nachbarn
hiipfen. Im ersten Fall ergibt sich ein effektiver Hamiltonian

2t? [(=0] + n)[2[(+0] — )2
Hig=—/| > - > ninig =Y ni |,

wo ;
n,n/#(0,0)

im zweiten

£ (0] — )
HE = (0140} | 30 2= | 3o (1= n)dis + D)
n#0 %
+ konst. Terme. (A.8)

Die Phononmatrixelemente kénnen exakt ausgewertet werden:
gne—g2/2
Vol

Schreibt man obige Summen in Integrale um,

(+0] —n) = (—0] +n) = (=1)"(+0] — n). (A.9)

’ 2

- 22,0 2y’ 12207 207 er
V = Ze% Z lg°) = 2 dx ,

wo nn/l n+n/ wo 0 T

n,n’/#(0,0)
2 2

- 2 o2 A A
o= —e2 Y Lo dw, (A.10)

wo 720 n:.n wo 0 X

IMan benutze Feynman Disentangling: e4T5 = e4eBe~[4.B1/2 falls [A, [A, B]] = [B, [A, B]] =

0.
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ergibt sich als effektiver Hamiltonian zweiter Ordnung:

Heg = *EZ(d;rdz‘H +didi) +V (Z Milli+1 — Zm) (A.11)

+ t2 Z H—l z dz 1+ dz 1(1 - nz)dHJ + konst.

Im Grenzfall wg — oo (wy > ¢, > t) gilt V,# — 0 und £ — ¢, das heifit es
bleibt ein reines tight-binding Modell. Interessanter ist der Fall grofier Kopplung g,
genauer €, > wp > t. Es ist hilfreich, obige Integrale zunéchst durch Exponential-
Integral Ei(.) auszudriicken, dessen asymptotisches Verhalten bekannt ist:

a

acr _q
/ < . dx = Ei(a) —log(a) — v ~ % (v = Euler-Gamma) . (A.12)
0

—ep/wo

Eingesetzt ergibt sich V ~ £ ® und ty ~ = t . Verglichen mit £ wird £, also
recht klein, weshalb es vernachlass1gt werden soll. Als Modell fiir kleine Polaronen
(small polarons) bei Halbfiillung schlagen HiRscH und FRADKIN den Hamiltonian
in letztgenanntem Grenzfall vor:

1

N 1
4(gp+v 2wp) —tZd dis1+h.c.) +VZ S)(nis1—5) . (A13)

Heff =
Mit einer JORDAN-WIGNER Transformation kann dieser auf das exakt losbare an-
tiferromagnetische XXZ-Modell abgebildet werden. Insbesondere ist bekannt, dafl
fiir V = 2f ein Ubergang von einer metallischen Phase (keine Energieliicke oder
langreichweitige Ordnung) zu einem Ladungsdichtewellen-Zustand (CDW) auftritt.
Der Phaseniibergang ist von unendlicher Ordnung, das heifit vom KOSTERLITZ-
THOULESS-Typ [B0].

A.2 Grundzustand des XXZ-Modells: Bethe-An-
satz

BETHES Ansatz [14] zur Losung der anisotropen Heisenberg-Kette (und anderer
eindimensionaler Modelle) wird in verschiedenen Lehrbiichern ausfiihrlich behan-
delt [20, 211, hier soll deshalb nur kurz fiir diese Arbeit Relevantes zusammengestellt
werden.

Durch Spin-3-Operatoren ausgedriickt und mit A = —V/(2¢) lautet ([(AL3)
H, N V-2 2 S+S S-St AS?S? A4
off = =7 —(ep +V —2wp) — tz it1 T 1) +ASESH ) . (A4)

Es erweist sich als zweckmiiig, eine weitere Umschreibung vorzunehmen. Auf zwei
benachbarte Spins wirkt der Hamiltonian entweder wie | 11) — %| 11) oder wie
| 71y — 1| [1) — £ T]). Zieht man also generell £id ab (und addiert es an anderer
Stelle wieder) SO glbt H nur fiir antiparallele Splnpaare einen nichtverschwindenden
Beitrag ( i1 — id), wobei ; ; die Vertauschung der Spinzusténde bei ¢ und j
meint. Lat man noch der Ubersichtlichkeit halber die konstanten Shifts in (A4
voriibergehend beiseite, erhélt man:

~— A - 1 A
Hxxz = *Qtz i 2152(57Ti,¢+1 - 5), (A.15)
i Tl
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A -
Hxxzlry ... 2p) = =Ni_|z1...z) +1 > (Alzy...a,) — |2 ...a2)) . (A16)

Die Notation |21 ...2,) mit 2; € N, 1 < z; < N bezeichnet einen Spinzustand
mit r gegeniiber dem ferromagnetischen Vakuum geflippten Spins an den Positionen
Z; ... xp. Die Summe iiber 2] ...z 1duft iiber alle Zusténde, die aus |z ... z,) durch
Vertauschung zweier antiparalleler Spinpaare hervorgehen, das heifit eines der z;
wird um 1 erhoht oder gesenkt, sofern es dadurch nicht mit einem anderen z;
zusammentfillt. Wie BETHE 1931 zeigte, 148t sich eine Eigenfunktion von Hxxy als
Superposition von Exponentialtermen schreiben [I4]:

U, = Zaml"'1r|z1 ce Zp) Mt gy, = ZAP exp inpj:cj . (A.17)
P J

Die erste Summe l4uft iiber alle Permutationen P von {1...r}, p; sind paarweise
verschiedene komplexe Zahlen (verallgemeinerte Impulse), Ap sind im wesentlichen
Phasenfaktoren, die aus der urspriinglichen Amplitude Ag = A;4 durch

Ap/Ag = sga(P)exp (=i > 0(p;, 1)) (A.18)

hervorgehen. Die Summe iiber 6 lduft iiber alle Vertauschungen ; ;, die n6tig sind,
um P in die identische Permutation id zu tiberfiihren.

Betrachtet man einen Zustand |zy ...x,) mit |z; —z;| > 1 fiir alle Paare , j, so
fithrt (AI6) auf die Energiegleichung:

8 A S
E/t:_N§+;2(A_COSpj)' (A.19)

Aus einem Zustand, bei dem |z; —z;| = 1 fiir mindenstens ein Paar ¢, j gilt, konnten
formal Terme mit z} = x; entstehen. Dies ist natiirlich nicht erlaubt, was auf Be-
stimmungsgleichungen fiir die Amplituden Ap beziehungsweise die Phasen 6 fiihrt:

Asin((p; — pi)/2]
cos[(p; +mi)/2] — Acos|(p; — pi)/2]

SchlieBlich ergeben die als periodisch angenommenen Randbedingungen (a...,... =
@...g+N-..) nichtlineare Gleichungen fiir die Impulse p;:

O(pj, p1) = 2arctan [ . (A.20)

Npj=2xl; =Y O(pjp); j=1...r. (A.21)
=1

Die paarweise verschiedenen I; sind die Quantenzahlen der so konstruierten Eigen-
zusténde, fiir gerades 7 sind die I; halbzahlig, fiir ungerades r ganzzahlig.

Die Bestimmung der Grundzustandsenergie ist nun auf die Frage reduziert, wie
die Zahlen I zu wihlen sind. Die p; konnen fiir endliche Systeme aus (AZI]) zum
Beispiel iterativ recht einfach bestimmt werden, zumindest die reellen Losungen.

Fiir A > 1 ist der Grundzustand offenbar das ferromagnetische Vakuum mit
Ey = —Nt£. Fiir A < 1 zeigten YANG und YANG [I6], da der Grundzustand zu
symmetrisch gewéhlten Quantenzahlen

*Ima)uflmax‘i’ 17"'aImax - 1;Imax (A22)

mit r = %Imax + 1 gehort.
Den Ubergang N — oo vollzieht man, indem man in ([AZI]) zum Kontinuumsli-
mes iibergeht. Dies fithrt auf eine Integralgleichung fiir die Impulsdichte p. Genauer
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lost man eine Integralgleichung fiir eine HilfsgroBe p(a) = g—z, wobei x = I; /N die
kontinuierliche Form der Quantenzahlen I; und « eine Grofe ist, die p parametrisiert
(z.B. pj = 2arctan[cot 4 tanh %] fiir —1 < A < 1 oder p; = 2arctan[coth § tan 5]
fir A < —1):

D)~ ampte) [ asp(s) e

¥ ist die kontinuierliche Form der Phase 8. Je nach Wert von A sind verschiedene
Falle zu unterscheiden: A = —1 fiihrt auf

(A.23)

Tioﬂ = 7p(a) + /jo dﬁlﬁiiﬁ)ﬂ)? (A.24)

mit der Losung p(a) = (2 cosh(ma))~1. Damit ergibt sich das berithmte Resultat von
HurLTHEN [T5] fiir die Grundzustandsenergie der antiferromagnetischen Heisenberg-

Kette: - )
Ey N
— ——=-N ——— = —N2log2. A2
t 2 /_OO pla) a? +1 ©8 (4.25)

Analog behandelt man den Fall —1 < A < 1, was auf

% + N% =—-N sinu/ dz sinh|(w — )z mit cosp:=—-A  (A.26)

—oo  sinh[rz] cosh[ux]

fithrt. Geringfiigig anders geht man im Falle A < —1 vor. Statt durch FOURIER-
Integration 16st man die Integralgleichung durch FOURIER-Entwicklung und erhélt:

E A -
70 = N; — 2N sinhv Z e 2™ tanh(ny) mit coshv:= —A. (A.27)

n=1

Schliefllich seien noch fiir den metallischen Bereich (A > —1) die LUTTINGER-
Parameter der Ladungsanregungen zitiert. Nach HALDANE [23] gilt:

- sin 1
d K,= 70~
)

(1 wie oben. (A.28)

A.3 Elementare Anregungen des XXX-Modells

Da in dieser Arbeit auch auf Anregungen in niedrigdimensionalen Spinmodellen
eingegangen wird, bietet es sich an, hier noch die elementaren Anregungen der
isotropen (A = £1) HEISENBERG-Kette zu diskutieren.

Ausgehend vom ferromagnetischen Grundzustand besteht die elementarste An-
regung im Umklappen eines Spins. Die Losung des HEISENBERG-Modells ist in die-
sem Falle trivial, man findet eine Ein-Magnon-Losung der Dispersion 2£(1 — cos p).
Sind zwei Spins umgeklappt, ergeben die Gleichungen ([AZI]), neben den aus der
linearen Spinwellen-Theorie bekannten Zwei-Magnon-Losungen

FE—-FE
7 0 = 2(1 — cosp1) + 2(1 — cospa) = 4(1 — cos

il ;pQ cos P2 ; p2) (A.29)

zu reellen p1 und po, auch gebundene Zustdnde von Magnonen mit konjugiert kom-
plexen Impulsen p; = p3 und der Dispersionsrelation

E—Eq p1 + D2
= =1—cos———.

- 5 (A.30)

Man kann sich unter den Magnon-Losungen jeweils eine unabhéngige Bewegung der
umgeklappten Spins vorstellen. In gebundenen Zusténden hingegen propagieren die
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Abbildung A.1: Ein- und Zwei-Magnon-Anregungen der isotropen, ferromagneti-
schen Heisenberg-Kette.

Spins gemeinsam und in enger Nachbarschaft. Wie Gleichung (A7) zeigt, fillt die
Amplitude eines Zustands bei konjugiert komplexen p; und p, in der Wellenfunktion
exponentiell mit dem Abstand |z — x2.

Die elementarsten Anregungen aus dem antiferromagnetischen Grundzustand
werden, obwohl sie wie die ferromagnetischen Magnonen Spin 1 tragen, durch zwei
Grofen parametrisiert. Dies wird auch anhand der Wahl der Quantenzahlen /; klar,
die bis auf zwei Liicken dquidistant angeordnet werden (vergleiche volle Symmetrie
in (A22)). Der Ubergang zum unendlichen System fiihrt erneut auf Integralglei-
chungen und ergibt ein Anregungskontinuum der Form [I7 [T§]

E—-Ey

3 =7 (| sin k1| + | sinkz]) . (A.31)

Dieses wird als Uberlagerung von zwei (paarweise auftretenden) Elementaranregun-
gen mit Dispersion 7| sin k| und Spin 3 — Spinonen genannt — interpretiert [T9].

Abbildung A.2: Spinon-Anregungen der isotropen, antiferromagnetischen
Heisenberg-Kette.
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Anhang B

Numerische Methoden

Ein erheblicher Teil der numerischen Daten dieser Arbeit wurde erzeugt, indem die
spektralen FEigenschaften grofier Matrizen mit verschiedenen Algorithmen gen#hert
oder exakt berechnet wurden. Dieser Anhang soll die benutzten Verfahren, die inzwi-
schen zu den Standards numerischer Festkorperphysik zihlen, kurz vorstellen. Im
einzelnen geht es um LANCZzOs-Iteration, CHEBYSHEV-Rekursion und Maximum-
Entropie-Verfahren.

B.1 Lanczos-Verfahren

Das LaANczos-Verfahren [01] 92] dient der Bestimmung von Eigenwerten und Ei-
genvektoren grofler hermitescher Matrizen. Urspriinglich wurde es als eine Methode
zur Tridiagonalisierung von symmetrischen beziehungsweise hermiteschen Matrizen
vorgeschlagen, war aber wegen erheblicher numerischer Instabilitdt wenig brauch-
bar. Andererseits erweisen sich die Méngel als Vorteil, sobald man sich nur fiir
(meist wenige, extremale) Eigenwerte und -vektoren interessiert und nicht fiir die
exakte Reduktion einer Matrix auf Tridiagonalform.

B.1.1 Genereller Algorithmus

Ausgehend von einem hermiteschen Operator H (Hamiltonian) in einem HILBERT-
Raum der Dimension d und einem Startzustand ¢ wird durch wiederholte An-
wendung von H der [-dimensionale KRyLOvV-Unterraum K; = span({¢o, Ho, - . .,
H'"1¢0}) zu ¢ erzeugt. Orthogonalisierung der Vektoren { H'¢g} ergibt eine Basis
von K, in der H tridiagonal ist (Hk bezeichne den auf K, beschrinkten Operator
H). Eine Verbindung von Orthogonalisierung und wiederholter Anwendung von H
fithrt auf die Iterationsvorschrift

dir1) = H|ps) — asl¢s) — b7 |di-1) ,

(¢i|H| i) b2 (Dildi)

“T o) T (Gialdir)

bo=0, |p_1)=0,

mit {¢;} als den Elementen der orthogonalen Basis, sowie a; als Diagonal- und b; als
Nebendiagonal-Elementen von Hg. In jedem Schritt erhoht sich die Dimension von
K beziehungsweise Hx um eins. Theoretisch sollte die Fortfiihrung des Verfahrens
bis | = d eine Basis des gesamten HILBERT-Raums erzeugen, in der H tridiagonal
ist. Praktisch fiihrt aber die endliche Rechengenauigkeit zum Verlust der Orthogo-
nalitdt und einem Miflerfolg des Verfahrens. Es stellt sich jedoch heraus, dal schon

(B.1)
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fiir | <« d die extremalen (betragsgrofiten) Eigenwerte der tridiagonalen Matrix H g
den extremalen Eigenwerten von H sehr nahe kommen. Um also Eigenzustande von
H 7u berechnen, fithrt man die Iteration (B solange durch, bis die gewiinschten
Eigenwerte von Hx — man benutzt iibliche Bibliotheksroutinen, zum Beispiel aus
EISPACK, zur Diagonalisierung von Hg — ausreichend konvergiert sind, das heifit
sich innerhalb der geforderten Genauigkeit nicht von denen der vorangegangen Ite-
ration unterscheiden. Zugehorige Eigenvektoren [t,,) von H erhélt man, indem man
die Eigenvektoren von Hy in der alten Basis ausschreibt

i) = > enslds) (B2)

wobei {¢p 0, - - -, Cn,1—1} den n-ten Eigenvektor von H in der Basis {¢; } bezeichnet.

Unter Umstédnden 148t sich der Grundzustand einer Matrix H der Dimension
d ~ 10® mit weniger als [ < 100 Iterationen auf 10 Dezimalstellen genau berechnen.
Fiir angeregte Zustédnde ist ldnger zu iterieren, dabei kommt es haufig vor, daf
bereits gut konvergierte niedrigere Eigenzusténde kiinstlich entarten. Dies ist gerade
die Folge des oben erwdhnten Verlusts von Orthogonalitdt. In der Rechnung stort
dies kaum, man sortiert einfach am Ende mehrfach vorkommende Eigenwerte aus.
Einige Autoren [93] schlagen sogar vor, einen Eigenwert erst dann als auskonvergiert
zu akzeptieren, wenn er mehrfach im Spektrum von H g auftaucht. Natiirlich lassen
sich reale Entartungen im Spektrum von H auf diese Weise nicht feststellen, wird
dies gewiinscht, sind kompliziertere Varianten des Algorithmus zu verwenden (z.B.
Block-LANCZOS, vergleiche [91] [92]).

Der wesentliche Vorteil des LANCZOS-Algorithmus besteht in der ausschliefli-
chen Verwendung von Matrix-Vektor-Multiplikationen im Zuge der Iteration. Die-
se konnen auf Parallel- oder Vektorrechnern auch fiir sehr grofie HILBERT-Raum-
Dimensionen effizient implementiert werden. Auflerdem benétigt das Verfahren nur
Speicherplatz fiir zwei oder drei Vektoren der Dimension d sowie fiir die Matrix,
sofern diese iiberhaupt abgespeichert werden kann und nicht in jedem Schritt neu
berechnet werden muf.

B.1.2 Implementierung grofler Hamilton-Operatoren

Hat der untersuchte Hilbertraum eine Dimension von d ~ 10%...10°, so stellt die
Anwendung des Operators H auf einen Zustand den aufwendigsten Teil der LANC-
70S Iteration dar. Die in dieser Arbeit untersuchten Systeme fithren meist auf sehr
diinn besetzte Matrizen. Trotzdem ist eine Speicherung der Matrix bei hinreichen-
der Dimension nicht mehr mdoglich, sie wird stattdessen in jedem Iterationsschritt
neu berechnet.

Dariiber hinaus ist es ratsam, durch Ausnutzung moglichst vieler Symmetrien
des Hamiltonian die Dimension des Problems zu reduzieren. Auf endlichen Gittern
mit periodischen Randbedingungen bieten sich etwa Translations-, Rotations- und
Inversionssymmetrien an. Aulerdem gilt in Elektronen- und Spinsystemen meist
Teilchenzahl- beziehungsweise S#-Erhaltung, und bei halber Fiillung sind viele der
untersuchten Hamiltonians Teilchen-Loch oder Spinflip-symmetrisch.

Auf Parallelrechnern, etwa Cray T3E oder IBM SP2, wird die Speicherung der
Basis und die Matrix-Vektor-Multiplikation auf viele Prozessoren verteilt, es konnen
dann Matrizen bis zur Dimension 10° bearbeitet werden. Die in Kapitel [l und B be-
sprochenen Elektron-Phonon- und Spin-Phonon-Systeme wurden von G. WELLEIN
und B. BAuML [94], 95, 06] effizient implementiert. Die seriellen und parallelen Pro-
grammecodes fiir grofle Spin—%—Systeme (bis N = 32 Spins, Dimension des grofiten
Unterraums d ~ 4 x 107) sind Eigenentwicklungen.
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B.2 Chebyshev-Rekursion

Wesentlich aussagekriaftiger als Grundzustandseigenschaften oder blofle Anregungs-
energien sind meist Spektralfunktionen, also Gréfien der Art

Sa(w) =Y [0|An)*8(w — (B, — Ev)) . (B.3)

A bezeichnet dabei einen beliebigen Operator und |n) die Eigenzusténde des Sy-
stems. Beispielsweise lassen sich die in der Linearen Antwort-Theorie auftretenden
Korrelationsfunktionen durch spektrale Zerlegung in obige Form bringen, man denke
etwa an die in Kapitel [l diskutierte optische Leitfihigkeit, wo A fiir den Stromope-
rator j steht.

Im Zuge der CHEBYSHEV-Rekursion versucht man, S 4 durch CHEBYSHEV-Poly-
nome zu approximieren. Letztere bilden eine vollstdndige orthonormale Basis im
reellen Intervall [—1,1]. Grundlegende Eigenschaften seien kurz aufgelistet (siehe
auch [98] 99)):

e Definition:
T (x) = cos(marccos(x)), Vm € Ny (B.4)

Orthogonalitatsrelation:
/ ) 0 fir m#n
=4 /2 firm=n#0 (B.5)
Vl*zQ m firm=n=0

Rekursionformel:

Tmt1(x) = 22T (x) — T ()

1—‘0:17 lel‘

e Entwicklung einer Funktion f(z) im Intervall [—1,1]:

flz) = 7_{_\/11—<,u0+22ﬂmm ) (B.7)

/_ da T, (2) ) (B.3)

fim,

Um S, zu entwickeln, das heifit die CHEBYSHEV-Momente ., zu berechnen, ist
zuerst der Hamiltonian H des Systems so zu skalieren, dafl [Eo, Emax] C [—1,1].
Dann erhélt man aus (B.8):

1
= /dzT (2)Sa(z Z| (0| An) [>Ty (wy) mit wy, = E,, — Ey
—1

> (O|AT(Har) ) (n| Al0)

n

= (0|AT,(Hska) A|O) . (B.9)
Unter Benutzung der Rekursionsformel (Bf) kann also iterativ die gewiinschte

Anzahl Momente aus dem Startzustand |a) = A|0) gewonnen werden, wobei der
Grundzustand |0) etwa aus einer vorangegangenen LANCZOs-Rekursion stammt.
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B.3 Maximum-Entropie-Methode (MEM)

Praktisch berechnet man meist einige Hundert CHEBYSHEV-Momente. Betrachtet
man dann die zugehdrige Approximation an die Spektralfunktion, so findet man
die bei vielen polynomialen Anpassungen auftretenden Oszillationen. Die genéherte
Spektralfunktion kann stellenweise auch negativ werden. Ziel muf} es also sein, aus
den Rohdaten der Rekursion eine bessere Approximation an die Spektralfunktion
zu konstruieren. Eine sehr gute Moglichkeit bieten Maximum-Entropie-Methoden,
die aus der Stochastik stammen und mittlerweile in vielen Gebieten, wie Bildverar-
beitung, NMR, Rontgenstrukturanalyse et cetera eingesetzt werden.
Die grundlegende Idee des Verfahrens besteht darin, eine Entropie S

SMEM
S = (s%EM — 89 — sMEM g [ go D (B.10)
A

unter der Nebenbedingung

X2Z<ﬂmT“m>20 (B.11)

zu maximieren. Hierbei ist SY*M die gesuchte Spektralfunktion und SY das soge-
nannte 'default model’, das heifit ein Ansatz, der gewisse Vorinformationen iiber S 4
enthélt. ., sind die per CHEBYSHEV-Rekursion ermittelten Momente und fi,,, neu
zu berechnende Momente fiir SY*M. o, schlieflich ist die numerische Genauigkeit
der p,, beziehungsweise die fiir Maximum Entropie gewiinschte Genauigkeit.

Mittels eines komplexen Algorithmus werden aus den bekannten p.,, um eine
GrofBenordnung mehr Momente [, fiir die Funktion SYEM berechnet. Auf weitere
Einzelheiten sei an dieser Stelle verzichtet. In Bayreuth wird seit einiger Zeit nume-
risch sehr stabiler Programmcode von R.N. SILVER verwendet, der von B. BAuUML
im Rahmen seiner Diplomarbeit auf lokalen Rechnern implementiert wurde (sie-
he [96, 97).
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Anhang C

Spinalgebra mit
Mathematica

In Kapitel Bl wurde unter Benutzung der BAKER-HAUSDORFF-Formel eine unitére
Transformation schrittweise ausgefiihrt. Die dabei entstehenden Mehrfach-Kommu-
tatoren von Spin-%-Operatoren sind wegen ihrer zunehmenden Uniibersichtlichkeit
zweckméfBiger maschinell auszuwerten. Dank seiner vielfdltigen Moglichkeiten der
symbolischen Formelmanipulation und seiner freien Programmierbarkeit ist das
Softwaresystem MATHEMATICA [100] fiir diese Aufgabe sehr gut geeignet.

C.1 Spin—%—Operatoren

Ein nichtkommutatives Produkt ist in Form von NonCommutativeMultiply[ ] be-
ziehungsweise ** in MATHEMATICA bereits implementiert. Um komplexe Sum-
men und Produkte von Operatoren automatisch zu vereinfachen, mufl das Pro-
gramm hauptséchlich die Gleichheit verschiedener Terme erkennen koénnen. Eine
naheliegende Strategie besteht in der Definition einer Normalordnung fiir die zu
manipulierenden Objekte.

Spinoperatoren an verschiedenen Gitterplédtzen vertauschen miteinander, als Nor-
malordnung bietet sich die Sortierung nach der Platznummer an. Mehrfach-Produkte
der Komponenten eines Spin % konnen mit
i
2
génzlich eliminiert werden. Im Programm werden diese Regeln mit dem Symbol s
verkniipft:

delta[{a_,b_}]:=1+Signature[{a,b}]Signature[{b,al}]

1
SkSl = €klmSm+ Z(Skl7 kalame {may7z} (Cl)

S[x_]1:={sl1,x],s[2,x],s[3,x]}

s/: sla_,x_I*x*s[b_,y_l:=s[b,yl**s[a,x] /; y<x
s/: sla_,x_]*x*s[b_,x_]:=Sum[I/2 Signature[{a,b,j}] sl[j,x],{j,3}] +
deltal[{a,b}]/4

Format [s[a_,x_]]:=\!\("S"\_x\%{"x","y","z"}[[al]\)

Die erste Zeile definiert KRONECKER-Delta, die zweite eine vektorielle Funktion
S[x] als Spin am Ort x. Die dritte Zeile bewirkt die Sortierung von Spinkompo-
nenten entsprechend ihrer Ortskoordinate, wahrend durch die vierte Zeile ein Pro-
dukt von Komponenten des gleichen Spins reduziert wird. Die eingebaute Funktion
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Signature[ ] gibt das Vorzeichen einer Permutation zuriick, entspricht also dem
total antisymmetrischen Tensor e. Der Format-Befehl ist optional und beschreibt
die Art und Weise, wie Spinkomponenten am Bildschirm beziehungsweise im Druck
zu setzen sind.

Um komplexe Ausdriicke zu vereinfachen, wird dariiber hinaus noch eine Re-
gel (numkom) benotigt, nach der reine Zahlen mit Operatoren vertauschen. Aufier-
dem sollen nichtkommutative Produkte bei Bedarf {iber Summen verteilt werden
(distr):

numkom = {
(A_)*x(c_)?NumberQ -> c*A,
(c_) ?NumberQ**(A_) -> cx*A,
(A_)*x((B_)*(c_)?NumberQ) —> c*xA*x*B,
((B_)*(c_)?NumberQ)**x(A_) —-> c*B*xA,
(A_)**(c_Rational) -> c*A,
(c_Rational)**(A_) —> c*A,
(A_)**((B_)*(c_Rational)) -> c*A**B,
((B_)*(c_Rational))**(A_) —-> c*B*x*A,
(A_)**(c_Power) —> c*A,
(c_Power)**(A_) -> c*A,
(A_)**x((B_)*(c_Power)) -> c*xA*xB,
((B_)*(c_Power))**(A_) —-> cxBxx*A

+

distr = {(A_)*x((B_) + (C_)) —> Ax*B + Axx*C,
((BL) + (CL))*x(A_) —> B*xA + CxxA};

Man konnte diese Regeln direkt mit NonCommutativeMultiply[ ] verbinden, das
heifit jedes Produkt wiirde sofort distributiv auf Summen verteilt und reine Zah-
len stets vertauscht. Praktisch verringert dies jedoch die Rechengeschwindigkeit bei
komplizierteren Ausdriicken erheblich. Es empfiehlt sich daher eine selektive An-
wendung der Regeln.

Nach Definition eines nichtkommutativen Skalarprodukts, einer nichtkommuta-
tiven Potenz und des Kommutators kénnen erste Beispiele berechnet werden:

NCDot [a_List,b_List] := Inner [NonCommutativeMultiply,a,b]
NCPower[x_, (n_)7Positive] := Nest[x**#l1 & , x, n - 1]
Komm[a_,b_] := a**b - b*x*a

So ergibt sich etwa fiir (S1-S2)* nach Eingabe von
NCPower [NCDot [S[1],S[2]],4]//.distr// .numkom//Expand

der Ausdruck:

Qut| 12| // Qut put For nF

X * % X y * % y z * % z
21 5 Sl 82 ] 5 Sl 82 ] 5 Sl 82
256 16 16 16
also 2= — £81-Sy. Fiir den Doppel-Kommutator [Ag, [Ag, > S;-Sit1]] mit 4; =

S;-Sjy1 —S;-S;_1 ergibt sich nach Eingabe von

A[i_] := NCDot[S[i],S[i+1]]1-NCDot[S[i],S[i-1]1]
Komm [A[0] ,Komm[A[O],Sum[NCDot [S[i],S[i+1]],{i,-2,1}]111//.distx//.
numkom//Expand
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die recht umfangreiche Antwort:

Qut | 3017/ Qut put For ne

Sp syt sy 50X+Sx X g5 XurgX 4 gXur gX So' Szx+slx SzxafSy s,
7 7 -1 0 -1 1 () 1 7 7 7
z z Z,h o2
Szyzsoy s YurgY . og YuxgVy Soy Sly SOV 2* Szy N s,y : sy . S, 5 S, S, . So .
z z Z ., o2

S st 2s P staste st ?9,,,,,2,,,32,, . ?,1,,,,,,2,,,,,,3,,2,, ps s e st e s -
S T T T T T I T I P e T T
S X sy sy st s Kt s X e gt s KarsZun s gX s Ve Xurs X s
s s sy s s Vs FrergY gt Vs FargfargY s Yo g an g XY s
s s s s es Vs trs) st s Vst s? sy s Ters Kexs X5 s
S, s st s as Bars Vg gtas Fars VargtangY s T g X g g7
S P s st )X s B gV gY gt s BargY x5 an g

C.2 Permutations-Operatoren

Bereits wiederholt wurde im Rahmen dieser Arbeit die Umschreibung eines HEI-
SENBERG-Terms auf Permutations-Operatoren verwendet,

S-S, =

=T —

N |
5 fiir Spin 2 (C.2)

1
4
wobei 7;; die Vertauschung der Werte (1 oder |) an den Positionen ¢ und j meint.
Zwei m-Operatoren kommutieren nicht, sobald sie einen gemeinsamen Index besit-
zen. Auflerdem gilt 7ri2j = 1. Eine zweckméifige Normalordnung bietet die Sortierung
nach dem ersten Index. Auch diese Eigenschaften lassen sich in Regeln fiir ein Ob-
jekt p[ , 1 fassen:

=1

plc, dl*xpla, b] /; c < a && a !'=4d
& b !=c & b !'=d

p/: pla_, b_Ix*xp[a_,
p/: pla_, b_Ix*xpl[c_,

b_]
d_]

Format [plx_, y_11 := NN\ [Pi]\_\(x, yD\)

Bei komplizierten Ausdriicken fiihren die so definierten Eigenschaften von m;; je-
doch nicht zu maximaler Vereinfachung. Insbesondere fehlen echte Kommutator-
Relationen. Eine Hilfe ist es in derartigen Fillen, ein zu wenig vereinfachtes Produkt
von m-Operatoren auf eine geordnete Zahlenfolge anzuwenden (was eine Permutati-
on der Zahlen ergibt) und danach mit einem effizienten Sortieralgorithmus eine mi-
nimale Folge paarweiser Vertauschungen zu berechnen, die die Ordnung wiederher-
stellt. Prinzipiell gilt, daf} die von den Permutationen aufgespannte Gruppe grofler
als die der Spin—%-Operatoren ist. Eine Riicktransformation von m-Operatoren auf
Spins bewirkt also unter Umsténden eine weitere Vereinfachung mehrfacher Pro-
dukte. Als Beispiel sei

(So-S1 —S_1-S0)* =

1 1
S_1-80 — 58-1-81 — 580, (C.3)

| w
N | —

betrachtet. Die Eingabe von

NCPower [(p[0,1]-p[-1,0]1)/2,2]// .numkom//.distr//.numkom
x /. pli_,j_1->2NCDot[S[i],S[jl11+1/2 //.distr//.numkom//.
distr//.numkom//Expand

X

y

fithrt zunéchst auf einen Ausdruck, der das Produkt zweier m-Operatoren (ent-
sprechend vier Spin-Operatoren) enthilt. Anschliefende Riicktransformation ergibt
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einfache Produkte von Spinoperatoren.

Qut[87]= 1 b % Di o R
2 (2- Py o™ Plgg-Plgg ™ P g0
t[ss]=3 1 X ox X 1 X s X 1 o X oy X

8" 251 So 551 Sy > 5o St
Lo Vuw gV Lo YVuugV_  lgVusgV.
>S4 So 5 S Sy > So Sy
1 z z 1 Z ., z 1 z z
551 TS T3S TS 5% TS

Zur Berechnung der Mehrfach-Kommutatoren aus Kapitel Bl wurde meist ei-
ne gemischte Strategie angewendet. Je nach Komplexitdt der zu behandelnden
Ausdriicke wurde nur mit Spin-Operatoren gerechnet, oder eingangs benutzte 7-
Operatoren wurden am Ende der Rechnung riicktransformiert. Auflerdem konnte
von der Translationsinvarianz der untersuchten Modelle Gebrauch gemacht werden,
gleich strukturierte Terme an verschiedenen Gitterplidtzen summieren sich oder ent-
fallen génzlich.

Abschlielend sei angemerkt, dafl auf analoge Weise auch Bosonen und Fermionen
implementiert werden kénnen.
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Anhang D

Hgfifﬁ in vierter Ordnung

Aus dem Hamiltonian

H = JZ(Si'Si-H + aS;-Siy2) +woZb;rbi
+ gZ(bZF +0:)(Si-Siy1 — SiSi—1) (D.1)

ergibt sich durch Anwendung der unitdren Transformationen

H = ¢eS"He ™ mit S = % (=1 (b —by), (D.2)
9 i
H = 6321‘116_52 mit SQ = QZ(b;r_bi)(Si'Si-i-l_Si'Si—l) (D3)

nach Mittelung des phononischen Anteils zu vierter Ordnung in der Kopplung g der
effektive Spinhamiltonian:

HE' )] =
NA 1 3
D (Si-Sis1+aS;Sipa) + g_2<b;rbi> +AD (Si-Sip + 55iSiv2 — 2)
2
g°M

+ 9 Z {[(3 - Sa)Si-SiH - (3 - 5a)Si-Si+2 - QOéSi-SH_g]

+ [2(1 = 20)(Si-Siv2)(Siv1-Sits) — 2(1 — @)(S;-Si+3)(Sit1-Sit2)
+ 2a(S;i-Si11)(Sit2-Sits3)]

+ a[(SiSi+3)(Si+2-Sita) — (Si-Sita)(Si+2-Sita)

Aog®M :
+(Si-SHg)(SiH-SiM)—(Si-Si+4)(Si+1-Si+2)]}— 03 Y (~1)[SiSin

i

+ 2(Si-Sit2)(Siv1-Sits) — 2(Si-Sit3)(Siv1-Sis2)]
A M 5

9 9 1
1 Z {1_6 - §Si'si+1 + Zsi'si+2 + isi'si+3

+ (Si*Si41)(Siv2-Sit3) + 2(Si-Sit3)(Si+1-Sit2) — (Si-Sit2)(Si+1-Sits)
— (Si-Si+2)(Si+1-Sita) + (Si-Sixa)(Sit1-Sit2)

- (Sz : Si+3)(si+2 : Si+4) + (Sz : Si+4)(si+2 : Si+3)}

g4M2

+24

Z { [59Si-Si+1 - 75Si-Si+2 + 1GSi-Si+3

3
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—32(Si-Sit+1)(Six2-Sit3) + 107(S;-Si12)(Sit1-Sit3)

— 75(8:-Si+3)(Sit1-Siy2)

o1 o1
- Z(Si'si+2)(si+1'sz‘+4) + I(Si'si+4)(si+1 ‘Sit2)

o1 o1
- Z(Si'si+3)(si+2'sz‘+4) + I(Si'si+4)(si+2 ‘Sit3)

21 21
- ?(Si'si+4)(si+1'si+3) + ?(Si'si+3)(si+1 -Siya)
+ 8(Si-Sit5)(Sit1-Si+2)(Si+3-Sita) + 8(Si-Sit2)(Siv1-Sita)(Siy3-Siys)
— 8(SiSit2)(Si41-Sit5)(Si+3-Sita) — 8(Si-Sita)(Sit1-Sit2)(Sits-Siys)]

119 21

397
+ 86(Si-Sit1)(Si+2-Siys) — T(Si'si+2)(si+1 -Sit3)

225
+ (S “Sit3)(Sit1-Sit2)

25 81
+ T(Si'si+2)(si+l'si+4) - Z(Si'si+1)(si+2'sz‘+4)

— 46(S;-Si+4)(Si+1-Sit2)

251 81
+ — (S ‘Si+3)(Sis2- Sz+4)*—(s ‘Sit2)(Sit3-Sita)

- 46(81 Sz+4)(sz+2 Sz+3)

7 41

§(st’b+l) Si+3'Si+4) - ?(Si'si+3)(si+l'si+4)
24(S;-Si44)(Sit1-Sit3)

— 8(Si-Sit2)(Sit1-Siys) +8(Si-Siy5)(Sit1-Sita)
8(S i+3-Sit5) + 8(Si-Sit5)(Sivs-Sita)

iSita)
5 5
+ §(Si'si+3)(si+1'si+5) - §(Si'si+5)(si+1'si+3)

5 5
+ =(Si-Sit4)(Sit2-Sits) — _(Si'si+5)(si+2'si+4)

2

+ 3(8i-Sit5)(Sit2-Siys) — (S"Sz‘+3)(sz‘+2'si+5)

+ 9(Si-Si+1)(S (Si+3-Sit5) = 9(Si-Si+1)(Si+2-Sit5)(Sit+3-Sita)

+ 9(Si-Si+2)(Si+1-Si+3)(Si+a-Sits) — 9(Si-Si+3)(Si+1-Si+2)(Sita-Sits)

+ 23(S;*Si+2)(Si+1-Si+5)(Si+3-Si+a) + 23(Si-Si+4)(Si+1-Sit+2)(Sit3-Sits)

— 14(S;-Si45)(Sit+1-Si+2)(Si+3-Sita) — 32(Si-Si+2)(Si+1-Sit+a)(Si+3-Sits)

+ l(sz Sz+2)( i+1° Sz+4 (
(S (S
(S (S
(S (S
(S (S
(S (S

—~

+
+

—~ o~

S
S

+2° Sz+4)

)(Si+3-Site) + 1(Si-Sit3)(Si+2-Sit5)(Sita-Site)

+ 1(Si-Sit6)(Si+1-Si+2)(Si43-Siva) + 1(Si-Sive)(Si+2-Si+3)(Siva-Siss)

— 1(Si-Si+3)(Si+2-Si+6)(Si+a-Sits) — 1(SiSita)(Si+1-Sit2)(Sit3-Site)

— 1(Si-Si+5)(Si+2-Si+3)(Si+a-Sive) — 1(Sz Si+2)(Si+1-Sit6)(Si+3-Sita)

+ 6(Si-Si+2)(Si+1-Si+5)(Si+4-Site) — 6(Si-Sit2)(Si+1-Si+e)(Sita-Sits)
+ 6(Si*Sit6)(Si+1-Si+2)(Sit+a-Sits) — 6(Si-Sits)(Si+1-Siv2)( z+4'si+6)]}-
(D.4)

Dabei gilt ¢ = g/wo, A = §*/(Jwo) und M steht fiir den Erwartungswert von
(b — b;)2. Je nachdem, ob iiber das Phononvakuum oder {iber thermisch besetzte
Phononzusténde gemittelt wird, lautet dieser:

-1 firT =0

—coth(5%) fiur 7' >0 (D5)

M = —(1+2( b)) = {
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