UBERLAGERUNGEN UND FUNDAMENTALGRUPPE

WERNER BALLMANN

1. EINLEITUNG

In diesem Skriptum sammle ich einige elementare Dinge aus der Topologie, die
ich in meinen Vorlesungen zur Differentialgeometrie in der Regel voraussetze. Als

weiterfithrende Literatur empfehle ich [Ha] und [Sp].
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2. VORAUSSETZUNGEN UND KONVENTIONEN

Ich setze die folgenden Begriffe aus der mengentheoretischen Topologie voraus:

1) Topologie, Basis einer Topologie, Hausdorff-Axiom, Metrik.

2) Stetigkeit, Homéomorphismus, Lipschitz-Abbildung.

3) Kompakt, folgenkompakt.

4) Zusammenhéngend, wegzusammenghéngend.

Mit I = [0, 1] bezeichne ich das Einheitsintervall. Das grundlegende Resultat der
mengentheoretischen Topologie besagt, dass [ zusammenhangend ist. Ich beniitze
einige weitere elementare Resultate aus der mengentheoretischen Topologie, die
Beweise sind empfohlene Gymnastik mit den entsprechenden Definitionen. Bei
Bedarf greife der Leser auf die lesbare Quelle [Qu] zuriick.

Um nicht langatmig zu werden, setze ich in meinen Aussagen offensichtliche
Annahmen stillschweigend voraus. Zum Beispiel spreche ich von stetigen Abbil-
dungen, ohne explizit vorauszusetzen, dass Definitions- und Wertebereich topo-
logische Raume sind. Ich betrachte Teilmengen topologischer Raume immer mit
der induzierten Topologie.

3. FUNDAMENTALGRUPPE

Seien X und Y topologische Raume, A C X und fy, f1 : X — Y stetige
Abbildungen. Eine Homotopie von fy nach f; rel A ist eine stetige Abbildung
H:IxX — Y mit HO,-) = fo, H(1,-) = fi und H(s,z) = fo(x) fiir alle
x € Aund s € I. Falls es eine solche Homotopie von fy nach f; gibt, so heissen
found f; homotop rel A. Falls fy und f; homotop rel A sind, so ist insbesondere
fo(z) = fi(z) fir alle z € A.

Falls A = () ist, so lassen wir die Referenz auf A weg und sprechen von einer
Homotopie beziehungsweise von homotopen Abbildungen. Falls die Identitét von
X homotop zu einer konstanten Abbildung ist, so heisst X kontrahierbar. Eine
entsprechende Homotopie nennen wir Kontraktion.

3.1. BEISPIELE. 1) Seien fy, fi : X — R" stetige Abbildungen. Dann definiert
H = H(s,t):=(1—s)fo(x) + sfi(x) eine Homotopie von fy nach f;. Falls noch
fo(z) = fi(z) fir alle z in einer Teilmenge A C X ist, so ist H eine Homotopie
von fo nach f; rel A. Der Punkt ist hier, dass die parametrisierten Strecken
s (1 —s)y+ sz, 0<s <1, zwischen y, z € R™ stetig in (s,y, z) sind.

2) R” ist kontrahierbar: Fiir x € R™ definiert K : [ x R* — R", K(s,y) =
st + (1 — s)y, eine Kontraktion. Diese Homotopie ldsst den Punkt x fest,
H(s,z) = x fiir alle s € I. Dieselbe Abbildung liefert eine Kontraktion fiir
Teilmengen des R”, die sternformig beziiglich x sind.

3) Sei x € S™. Dann ist S™ \ {z} kontrahierbar: Sei ndmlich h : S™\ {z} — R
ein Homodomorphismus, zum Beispiel die entsprechende stereographische Pro-
jektion. Fiir y € S™\ {z} definiert dann K : 8™\ {z} — S"\ {z}, K(s,2) :=
h='(sh(y) + (1 — s)h(z)), eine Kontraktion. Diese ldasst den Punkt y fest.
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3.2. LEMMA. Seien X,Y, Z topologische Riume, A C X und B CY.

1) Homotopie rel A definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der stetigen
Abbildungen von X nach 'Y .

2) Seien fo, f1 : X — Y homotop rel A und go, g1 : Y — Z homotop rel B. Falls
dann fo(A) C B ist, so sind gy o fo und g; o fi homotop rel A.

Beweis. Offensichtlich definiert H(s,z) = f(x) eine Homotopie von f nach f
rel A. Falls H = H(s,x) eine Homotopie von fo nach f; rel A ist, so definert
H'(s,z) = H(1 — s,x) eine Homotopie von f; nach fy rel A. Falls Hy eine Ho-
motopie von fy nach f; rel A und H; eine Homotopie von f; nach f5 rel A ist, so
ist
H = H(s,z) = {Ho(Zs,x) falls s < 1/2,
Hi(2s —1,z) falls s > 1/2,

eine Homotopie von fy nach f, mod A. Damit folgt die erste Behauptung.
Falls H = H(s,z) eine Homotopie von fy nach f; rel A ist und H = H'(s,y)

eine Homotopie von gy nach ¢; rel B, so definiert H"(s,x) = H'(s, H(s,x)) eine

Homotopie von gy o fo nach g o f; rel A. U

3.1. Erste Homotopiegruppe. Ein Wegin X ist eine stetige Abbildung ¢ : [ —
X. Wir nennen = = ¢(0) den Anfangs- und y = ¢(1) den Endpunkt von ¢ und
sagen, dass ¢ die Punkte x und y verbindet. Wir nennen X wegzusammenhdangend,
falls es zu je zwei Punkten x,y € X einen Weg von x nach y gibt.

Seien ¢y, c; Wege in X von p nach q. Eine eigentliche Homotopie von ¢y nach
¢1 ist eine Homotopie von ¢y nach ¢ rel{0, 1}, dass heisst, H ist eine Homotopie
von ¢y nach ¢; und es gilt H(s,0) = ¢y(0) und H(s, 1) = ¢o(1) fiir alle s € I. Mit
anderen Worten, wir halten die Endpunkte der Wege fest. Wir nennen dann ¢y
und ¢; eigentlich homotop und schreiben ¢y ~ ¢; rel{0, 1}.

3.3. LEMMA. Fiir einen Weg c in X sei ¢! = ¢7(t) := ¢(1 —t) der inverse Weg.
Falls dann cy,c1 eigentlich homotop sind, so auch cy* und c;*. O

Fir Wege ¢ und ¢ in X mit ¢(1) = ¢/(0) definieren wir die Zusammensetzung
cxc I — X wie folgt:

(3.4) (cx d)(t) = {C(Qt)

c(2t —1)

1
29
1.

IAIN

<t
<t

o= O

3.5. LEMMA. 1) Falls ¢y, c; und ¢y, ¢ jeweils eigentlich homotop sind mit co(1) =
c6(0), so sind auch co * ¢, und ¢y * ¢ eigentlich homotop.

2) Falls ¢, Wege in X sind mit c(1) = ¢(0) und ¢(1) = "(0), so sind
(cx ) x " und cx (d ") eigentlich homotop.

3) Mit z sei der konstante Weg mit Wert x € X bezeichnet. Fir einen Weg c in
X mit ¢(0) = x und ¢(1) =y sind dann x * ¢ und ¢ *xy eigentlich homotop zu c.

4) Fiir einen Weg ¢ in X ist c* ¢! eigentlich homotop zum konstanten Weg im
Anfangspunkt ¢(0).
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Beweis. 1) Seien H und H' eigentliche Homotopien von ¢y nach ¢; und ¢, nach
;. Dann ist

(H 5 H')(s.1) = {Zgz;?_ N )

eine eigentliche Homotopie von ¢ * ¢, nach ¢y * c}.
2) Eine eigentliche Homotopie H von (¢ ) * ¢ nach ¢ (¢ x ") ist

c(4t — 2st) 0<t<

1
<t<l,
<t<1,

H(s,t) :=qd(4t—s—1) e < A
(2t —2s+2st—1) EH2 <t <
3) Eine eigentliche Homotopie H von z * ¢ nach c ist
t 0 <t< s
H(s,t) := c(st) -2
c2t+s—st—1) F2<t<1.

Der Beweis des zweiten Teils der dritten und der vierten Behauptung ist ahnlich
und bleibt als Ubung fiir den Leser. O

Eine Schleife in x € X ist ein Weg, der in x startet und endet. Die Menge der
eigentlichen Homotopieklassen von Schleifen in x bezeichnen wir mit 7 (X, z).
Aus Lemma 3.5 folgt, dass die Abbildungen ¢ und * eine Gruppenstruktur auf
m (X, z) induzieren. Zusammen mit dieser Struktur nennen wir 7, (X, x) die erste
Homotopiegruppe von X mit Basispunkt x.

Das neutrale Element in 7 (X, z) wird représentiert durch die Schleifen in z,
die eigenlich homotop zur konstanten Schleife x sind. Eine eigentliche Homotopie
einer Schleife ¢ in z zur Punktkurve z nennen wir auch eine Nullhomotopie von
c und sagen, dass ¢ nullhomotop ist.

Ein punktierter topologischer Raum ist ein topologischer Raum X zusammen
mit einem ausgewahlten Punkt x € X. Einem punktierten topologischen Raum
(X, z) ordnen wir die erste Homotopiegruppe 7 (X, z) zu. Diese Zuordnungsvor-
schrift definiert eine Art Abbildung, ausser das Definitions- und Wertebereich,
punktierte topologische Raume bzw. Gruppen, keine Mengen sind. Aus diesem
Grund sprechen wir von einem Funktor. Zu einem anstandigen Funktor gehort
auch eine ordentliche Regel fiir Abbildungen zwischen den Objekten, die unter-
sucht werden, hier also topologische Raume und Homomorphismen von Gruppen.

Sei Y ein weiterer topologischer Raum und f : X — Y eine stetige Ab-
bildung. Nach Lemmas 3.2 und 3.5 induziert f dann einen Homomorphismus
fo -m(X,z) = m(Y,y).

3.6. LEMMA. 1) (idx)x ist die identische Abbildung von m (X, x).
2) Fir die Komposition stetiger Abbildungen gilt (go f)u = gu o fau. O

Falls f ein Homéomorphismus ist und g := f~!, so ist also g4 = (f4)™'. Um eine
starkere Aussage formulieren zu konnen, brauchen wir noch weitere Definitionen.
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Seien (X, z) und (Y,y) punktierte topologische Rdume. Wir betrachten stetige
Abbildungen f : X — Y mit f(x) = y. Wir schreiben dies als f : (X, z) — (Y, y).

Zwei stetige Abbildungen fy, fi : (X,2) — (Y,y) nennen wir homotop, wenn
sie als Abbildungen zwischen X und Y homotop rel{z} sind. Eine stetige Ab-
bildung f : (X, x) — (Y, y) nennen wir Homotopiedquivalenz, falls es eine stetige
Abbildung ¢ : (Y,y) — (X, x) gibt, so dass go f homotop zu idx rel{z} und fog
homotop zu idy rel{y} ist. Offensichtlich ist ein Homéomorphismus zwischen
punktierten topologischen Raumen eine Homotopieaquivalenz.

3.7. KOROLLAR. Fualls f : (X,x) — (Y,y) eine Homotopiedquivalenz ist, so ist
fo:m (X, 2) = m(Y,y) ein Isomorphismus. O

Dieses Korollar zeigt, dass es wichtig ist, die erste Homotopiegruppe zu berech-
nen.

3.8. BEISPIELE. 1) Sei # € R". Mit der Homotopie aus Beispiel 3.1.1 folgt, dass
jede Schleife in z eigentlich homotop zur Punktkurve z ist. Damit ist 7 (R", z)
trivial. Mit demselben Argument folgt m (X, z) = {1}, falls X C R" sternférmig
beziiglich x ist.
2] Firn > 2 und z € S" ist m(S™,z) = {1}: Sei R : R**1\ {0} — S" die
radiale Projektion, R(x) = z/|x|. Sei ¢ : I — S™ eine Schleife in z € S™. Dann
gibt es ein k > 0 mit |c(t) — c(t')| < 1 fiir alle t,¢' € I mit |t — | < 1/k. Wir
parametrisieren den Grosskreisbogen ¢; von ¢((i — 1)/k) nach ¢(i/k) mit

1—1 1

| kE 'k
und definieren eine Schleife ¢ : I — S™ durch ¢/(t) := ¢;(t), (i —1)/k <t <i/k.
Die Dreiecksungleichung impliziert |c(t) — ¢;(¢)| < 2 fiir alle ¢t € [t;_1,¢;|. Daher
sind ¢ und ¢ eigentlich homotop, zum Beispiel ist H(s,t) = R{(1—s)c(t)+sc (t)}
eine eigentliche Homotopie von ¢ nach ¢’. Das Bild von ¢ besteht aus endlich
vielen Grosskreisbogen, und n > 2. Also ist ¢’ nicht surjektiv auf S™. Sei y € S™
ein Punkt ausserhalb des Bildes von ¢/. Dann liefert die Homotopie aus Beispiel
3.1.3 (nach Rollentausch) eine eigentliche Homotopie von ¢’ zur Punktkurve x in
S™\ {y}. Diese ist natiirlich auch eine eigentliche Homotopie von ¢’ zur Punkt-
kurve in der Obermenge S™. Insgesamt folgt, dass ¢ eigentlich homotop zur
Punktkurve ist, also ist 71 (S™, ) = {1}.

7 —

5t B{(i —k)e(0) + (bt — i+ De(7)}

In jedem unserer Beispiele in 3.8 verschwindet die erste Homotopiegruppe. Der
Grund ist einfach: Uns fehlt soweit eine geeignete Methode, kompliziertere Bei-
spiele zu behandeln.

3.2. Fundamentalgruppoid. Seien zy,z; € X und ¢ eine Weg von z, nach
x1. Falls ¢ eine Schleife in x; ist, so nennen wir ¢ * ¢ * ¢! ein Lasso in x,
genauer ein c¢-Lasso in xy. Falls ¢ und ¢’ eigentlich homotope Schleifen in z;
sind, so sind die entsprechenden Lassos c* ¢ *c~! und c* ¢’ *c~! nach Lemma 3.5
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ebenfalls eigentlich homotop. Damit ist die Abbildung i.. : 71 (X, z1) — 71 (X, zo),
[] = [c* ¢ * ¢71], wohldefiniert.

3.9. SATZ. Die Abbildung i, : m (X, x1) — m (X, x0) ist ein Isomorphismus von
Gruppen und hangt nur von der eigentlichen Homotopieklasse von ¢ ab.

Beweis. Zunachst folgt aus Lemma 3.5, dass i, ein Homomorphismus ist. Wegen
Aussage 4) in Lemma 3.5 sind 4¢-1y 0 i, und i, o i1y die jeweilige identische
Abbildung, also ist i, ein Isomorphismus. Nach Aussage 1) in Lemma 3.5 héngt
i. nur von der Homotopieklasse von ¢ ab. 0

Damit erhalten wir eine Vorschrift, die jedem Punkt x € X die erste Homo-
topiegruppe (X, z) und jeder eigentlichen Homotopieklasse [¢] von Wegen in
X den entsprechenden Isomorphismus . zuordnet. Diese Zuordnung nennt man
das Fundamentalgruppoid von X.

Falls ¢ eine Schleife ist, so ist i, die Konjugation mit [¢| in 7 (X, zp). Im
allgemeinen ist (X, x¢) nicht Abelsch, dieser Isomorphismus also nicht unbe-
dingt die Identitat. Dies ist einer der Griinde, warum die Diskussion der ersten
Homotopiegruppe haufig eine etwas verzwickte Angelegenheit ist.

3.10. KOROLLAR. Fulls X wegzusammenhangend ist, so hangt die Isomorphie-
klasse von (X, x) nicht vom Basispunkt x ab. O

Wir nennen dann diese Isomorphieklasse oder jeden Reprasentanten hiervon die
Fundamentalgruppe von X, geschrieben 7 (X).

Ein topologischer Raum X heifit heilt einfach zusammenhdingend, wenn X
wegzusammenhangend ist und je zwei Wege ¢y, c¢; in X mit gleichen Anfangs-
und Endpunkten eigentlich homotop sind. In den Beispielen in 3.8 zeigen wir,
dass R" fiir alle n > 0 und S™ fiir alle n > 2 einfach zusammenhéangend ist.

3.11. UBUNGEN. Fiir z, Y,z € R? sei D(x,vy,z) das von z, y und z aufgespannte
Dreieck, also die Menge aller Punkte az + by + ¢z mit a,b,¢c > 0und a+b+c = 1.
Ein solches Dreieck nennen wir nicht entartet, wenn x,y, z nicht kollinear sind.
1) Seien D(z,y,2) und D(2’,y',2') zwei nicht entartete Dreiecke in R?. Kon-
struiere einen Homéomorphismus h : D(x,y,z) — D(2/,y,2') mit h(z) = 2/,
h(y) =4 und h(z) = 2.

2) Ein wegzusammenhéngender topologischer Raum X ist genau dann einfach
zusammenhéngend, wenn 71 (X, x) = {1} fiir ein € X ist.

Tip: Zerlege I? auf zwei verschiedene Arten in geeignete Dreiecke, um einen
Homdoomorphismus h : I? — I? zu erhalten, der eigentliche Homotopien zwischen
Wegen ¢ und ¢; in eigentliche Homotopien von cq* % ¢ - verwandelt, y = co(1).
3) Eine Schleife ¢ in einem topologischen Raum X ist genau dann nullhomotop,
wenn es eine Homotopie H : I x I — X von ¢ gibt, so dass H(s,0) = H(s, 1) fiir
alle s € I und H(1,-) eine konstante Kurve ist.
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3.3. Wegeraume. Sei 2(X) die Menge aller Wege in X. Fir K C I kompakt
und U C X offen sei C(K,U) die Menge aller Wege ¢ in X mit ¢(K) C U. Die
von den C'(K, U) erzeugte Topologie auf (X ), mit K C I kompakt und U C X
offen, nennen wir die kompakt-offen Topologie, kurz: k.o.-Topologie. Fiir z,y € X
setzen wir (2, (X) := {c € Q(X) | ¢(0) = z und ¢(1) = y} und Q,(X) := Que(X).
Die k.o.-Topologie induziert Topologien auf den €2,,(X) und Q,(X).

3.12. LEMMA. Die Formel H(s,t) = h(s)(t) stellt eine eins-zu-eins Beziehung
zwischen Homotopien H : I x I — X und Wegen h : I — Q(X) her. O

Hierbei ist eine Homotopie eine stetige Abbildung H : I x I — X zwischen
den gedachten Wegen ¢y := H(0,cot) und ¢; := H(1,:): Nach Lemma 3.12
sind Wege ¢g, ¢1 € §2,y(X) genau dann eigentlich homotop, wenn es einen Weg
in Q,,(X) von ¢y nach ¢; gibt. Insbesondere besteht m (X, z) genau aus den
Wegzusammenhangskomponenten von €2, (X).

Wir bezeichnen nun die Wegzusammenhangskomponenten eines topologischen
Raumes X mit 7o(X). Falls X punktiert ist mit ausgezeichnetem Basispunkt
x € X, so ist die Wegzusammenhangskomponente von z ein ausgezeichneter
Basispunkt von (X ). Diese punktierte Menge bezeichnen wir mit (X, z). Im
diskutierten Beispiel €2, (X) ist die konstante Kurve x ein ausgezeichneter Punkt.
Die hoheren Homotopiegruppen von (X, x) werden dann rekursiv fiir alle ¢ > 2
duch (X, x) := m;_1(2,(X), ) definiert.

3.13. LEMMA. 1) Die Inversion i : Q(X) — Q(X), ¢ ¢, ist stetig.
2) Qpy (X)) X Q2 (X) = Q. (X), (¢,) = cx , ist stetig. O

3.14. UBUNGEN. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

1) Ein Weg ¢ : I — M heisst stiickweise glatt, wenn es eine Unterteilung
0=ty <t1 <...<t=1gibt, sodass c: [t;1,t;] = M glatt ist fiir alle
ie{l,...,k}. Zeige: Zu jedem Weg co : [ — M gibt es eine eigentliche Homo-
topie zu einem stiickweise glatten Weg ¢ : I — M.

2) Eine Homotopie H : I x I — M heisst stiickweise glatt, wenn es eine Un-
terteilung 0 =ty < t; < ... <ty = 1 gibt, so dass H : I X [t;_1,t;] — M glatt
ist fiir alle ¢ € {1,...,k}. Zeige: Seien ¢y und ¢; stiickweise glatte Wege mit
denselben Endpunkten. Falls dann eine eigentliche Homotopie H von ¢y nach ¢;
existiert, so auch eine stiickweise glatte eigentliche Homotopie.

3) Analoge Aussagen gelten fiir glatte Wege und Homotopien. Warum ist es aber
praktischer, mit stiickweise glatten Wegen zu arbeiten?

4) Was bedeuten diese Aussagen fiir w1 (M, z)?



8 WERNER BALLMANN

4. UBERLAGERUNGEN

Sei p : E — X eine stetige Abbildung. Ein Punkt x € X wird gleichmassig
von p tberlagert, falls es eine offene Umgebung U von x in X gibt, so dass das
Urbild p~!(U) disjunkte Vereinigung offener Mengen ist, p~(U) = UaeaUy, S0
dass p : U, — U fiir alle & € A ein Homdomorphismus ist. Eine Uberlagerung
ist eine surjektive stetige Abbildung p : F — X, so dass jeder Punkt x € X
gleichmassig von p tiberlagert wird.

4.1. BEISPIELE. 1) p: R — S, p(r) = exp(ir), ist eine Uberlagerung. Denn fiir
r € Stist U := S'\ {—z} eine Umgebung von z in S*, die gleichméissig von p
iiberlagert wird. )

2) Falls p; : By — X; und py : Ey — X, Uberlagerungen sind, so ist auch
das Produkt Ey x By — X, x Xy , (21, 22) = (p1(21), p2(22)), eine Uberlagerung.
Insbesondere ist

R™ — T™ := (SH™,  (r1,...,7m) = (exp(iry), ..., exp(iry)),
eine Uberlagerung des Torus T" durch den Euklidischen Raum R™.

Eine Uberlagerung ist ein lokaler Homdomorphismus, aber die Umkehrung gilt
nicht. Der Leser finde ein Beispiel.

4.1. Lifte. Sei p : E — X eine Uberlagerung. Sei Y ein weiterer topologischer
Raum und f: Y — X stetig. Dann heisst eine stetige Abbildung g : Y — FE ein

Lift von f, falls f = po g ist.
a
p
Y?X

Die nachsten beiden Satze uber Lifte sind die grundlegenden Resultate tiber
Uberlagerungen.

4.2. SATZ. Seip: E — X Uberlagerung. SeiY ein weiterer topologischer Raum,
und seien g,h 1Y — E stetige Abbildungen mit pog = po h. Falls Y zusam-
menhdngend ist und es einen Punkty € Y gibt mit g(y) = h(y), so ist g = h.

Beweis. Sei Z ={y €Y | g(y) = h(y)}. Zu zeigen ist Z =Y.

1) Z ist abgeschlossen: Sei y € Y '\ Z, also g(y) # h(y), und sei z = p(g(y)) =
p(h(y)). Sei U eine Umgebung von x in X, die gleichméssig von p iiberlagert
wird, p7(U) = UneaUs, wobei p : U, — U fiir alle « € A ein Homéomorphismus
sei. Nun sind g(y) und h(y) in p~'(z) C p~(U) und verschieden. Die Indizes
a,f € Amit g(y) € U, und h(y) € Us sind daher auch verschieden. Weil U,
und Up offen und g und h stetig sind, gibt es eine Umgebung V' von y in Y mit
g(V) C Uy und h(V) C Ug. Wegen « # 3 sind U, und Uz disjunkt. Daher ist
V Y\ Z. Mithin ist Y\ Z offen, also Z abgeschlossen.
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2) Z ist offen: Sei yy € Z, also g(yo) = h(yo), und sei xo = p(g(yo)) = p(h(vo))-
Sei U eine Umgebung von xy in X, die wie oben gleichmassig von p iiberlagert
wird, p~H(U) = UseaU,. Sei a € A der Index mit g(yo) = h(yo) € U,. Weil U,
offen ist und g und A stetig sind, gibt es eine offene Umgebung V' von y in Y mit
g(V),h(V) C U,. Nun ist aber p : U, — U eine Homéomorphismus und damit
insbesondere auf U, injektiv. Andererseits ist p(g(y)) = p(h(y)) fir alle y € V|
also g(y) = h(y) fir alle y € V. Daher ist V C Z, mithin Z offen.

Nach Annahme ist Y zusammenhangend und Z # (). Daher ist Z =Y. O

4.3. KOROLLAR. Sei f : Y — X stetig und g : Y — E ein Lift von f. Falls
Z CY zusammenhdngend und [ auf Z konstant ist, so ist g auf Z konstant.

Beweis. Die Einschrankung von g auf Z ist ein Lift der Einschrankung von f auf
Z. Sei yy € Z, und seien xo := f(yo), 20 := g(yo). Dann ist f(y) = x, fiir alle
y € Z. Mithin ist die konstante Abbildung h : Z — E, h(y) = z, fiir alle y € Z,
ebenfalls ein Lift der Einschrankung von f auf Z. Nun ist Z zusammenhéangend
und ¢g(yo) = h(yo), also ist g = h. O

4.4. SATZ. Seip: E — X Uberlagerung. Sei Y ein weiterer topologischer Raum,
und seien f 1 I XY — X und g : Y — FE stetige Abbildungen mit p(g(y)) =
f(0,y) fir alley € Y. Dann gilt es genau einen Lift h von f mit Anfangswert

h(0,y) = g(y) fir alley € Y.

Falls wir die Inklusion Y — I x Y, y — (0,y), mit iy bezeichnen, so wird die
Aussage von Satz 4.4 in folgendem Diagramm deutlich:

g
7
20 l /h/ ip
Ve

IXYT>X

Beweis von Satz 4.4. In einem ersten Schritt zeigen wir, dass zu jedem Punkt
Yo € Y eine offene Umgebung V' = V,,; von y, in Y existiert, sodass f eingeschrankt
auf I x V einen Lift h = hy, besitzt mit h(0,y) = g(y) fir alle y € V.

Weil I = [0, 1] kompakt ist, gibt es eine Unterteilung tg = 0 < t; < ... <t =1
von [ und von p gleichmassig iiberlagerte offene Mengen Uy, ..., U, von X mit
c([tica,ts])) C U Fir 1 < <k sei p7Y(U;) = Unen,Uia, wobei p : U, — U, fiir
alle a € A; ein Homoomorphismus sei. Rekursiv definieren wir nun einen Lift h;
von f eingeschrankt auf [0,¢;] x V;, wobei die V; geeignete offene Umgebungen
von gy in Y sind:

1) Sei a; € Ay der Index mit g(yo) € Ura,. Weil g stetig ist, gibt es eine offene
Umgebung V/ von yy € Y mit g(V{) C Uy,,. Weil f stetig ist und [0, ¢;] kompakt,
gibt es eine weitere offene Umgebung V}” von yo € Y mit f([0,¢] x V") C U;. Sei
Vi := V!NV und 7 die Umkehrabbildung zu p : Uy, — Uy. Auf [0, 1] X V] setze
hi(t,y) = 7(f(t,y)). Dann ist hy ein Lift von f auf [0,¢1] x Vi. Weil p : Uy, — Uy
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injektiv und hy([0,t1] X Vi) C Uiy, ist, folgt hi(0,y) = g(y) fir alle y € V4.

2) Sei nun ¢ > 2 und rekursiv h;_; eine Lift von f eingeschrénkt auf [0,¢;, 1] x V;_;
mit h;—1(0,y) = g(y) fiir alle y € V;_1, wobei V;_; eine offene Umgebung von y,
in Y sei. Sei ; € A; der Index mit h;—1(t;—1,y0) € Uia,. Weil h;_; stetig ist, gibt
es eine offene Umgebung V! von yo € V;_1 mit h;_1({t;-1} x V) C Ujs,. Weil
f stetig ist und [t;_1,t;] kompakt, gibt es eine weitere offene Umgebung V;” von
Yo € Y mit f([t;—1,t;] x V") C U;. Sei V; := V!NV und 7 die Umkehrabbildung
wup: Uy, — Ui Auf [t;_q,t;] X V; setze hi(t,y) :== 7(f(t,y)). Dann ist h; auf
[ti_1,t;] X V; ein Lift von f. Ferner ist V; C V;_y und h;(t;_1,y) = hi_1(t;—1,y) fir
alle y € V;, denn p ist injektiv auf Uy,,. Daher ist h; : [0,¢;] x V; — E,

hi—i(t,y) 0<t<t_q,
hi(t,y) tio1 <t<t,

(4.5) hi(t,y) == {

wohldefiniert und stetig, ist also ein Lift von f auf [0,¢;] x V; mit 2;(0,y) = g(y)
fir alle y € V;. In k Schritten erhalten wir den gewtinschten Lift h: I x V — E
von f mit h(0,y) = g(y) fir alle y € V.

Seien jetzt yo,y1 € Y und y € V,,, N'V,,. Dann gilt h,,(0,y) = hy, (0,y) = g(y)
und p(hy,(t,y)) = plhy, (t,y)) = f(t,y) fir alle t € I Mit Satz 4.2 folgt daher
hyo(t,y) = hy,(t,y) fiir alle t € I. Die verschiedenen Lifts h,, y € Y, setzen
sich damit zu einer Abbildung h : I x Y — E zusammen. Die V, sind offen,
daher ist h stetig. Weil [ zusammenhangend ist, ist h nach Satz 4.2 eindeutig
bestimmt. OJ

4.6. KOROLLAR. Seip: E — X eine Uberlagerung und ¢ : I — X ein Weg. Zu
jedem z € E diber c(0), ¢(0) = p(z), gibt es dann einen eindeutigen Liftc, : [ — FE
von ¢ mit c,(0) = z. O

Fiir £ > 0 sei I* das k-fache Produkt, wobei I° := {0}. Wir betrachten I* als
Teilmenge von I*+1,
1" ={(ty,...,t,0) | t; € I}.

Das Quadrat I? ist der Definitionsbereich von Homotopien zwischen Wegen.

4.7. KOROLLAR. Sei H : I* — X stetig und z € p~1(H(0)). Dann gibt es genau
einen Lift H, von H mit H,(0) = z.

Beweis. Fiir k = 0 ist dies klar, fiir £ = 1 ist die Behauptung die Aussage des
Korollars 4.6. Falls die Behauptung fiir ein £ > 1 gilt, so gilt sie wegen Satz 4.4
auch fiir I**!, denn I*t! =T x I*. d

4.8. KOROLLAR. Seienp : E — X eine Uberlagerung, z € E und p(z) = . Dann
ist py : m(E, 2) = m (X, x) injektiv.

Beweis. Seid : I — E eine Schliefe in z und ¢ = poc’. Sei H : I X eine eigentliche
Homotopie von ¢ zur Punktkurve x. Sei H' der Lift von H mit H(0,0) = z. Nun
ist Y = {(s,t) € I x I | s=1odert=0odert=1} zusammenhéngend und
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H|Y =z, mit Satz 4.2 folgt H'|Y = z. Ebenfalls mit Satz 4.2 folgt H'(0,-) = ¢.
Daher ist H’' eine eigentliche Homotopie von ¢’ zur Punktkurve z. Also ist py :
m(F, z) = m (X, z) injektiv. O

Ein topologischer Raum Y heifit lokal wegzusammenhdngend, falls es zu jedem
y € Y und jeder Umgebung U von y in Y eine wegzusammenhangende Umgebung
V C U von y gibt.

4.9. UBUNG. Falls X zusammenhingend und lokal wegzusammenhéngend ist, so
ist X wegweise zusammenhéngend.

4.10. THEOREM. Sei Y zusammenhdangend und lokal wegzusammenhdngend, und
sei f Y — X stetig. Seien yo € Y, o := f(yo) und 29 € p~'(xy). Dann
gibt es genau dann einen Lift g von f mit g(yo) = 20, wenn fu(m(Y,v0)) C
p#(m(E, 20)).-

Beweis. Die Bedingung ist notwendig, denn wenn g ein Lift von f ist mit g(yo) =
Zp, SO ist
Sa(m(Y,y0)) = pu(g2(m (Y, 00))) C pa(mi(E, 2)).

Die Bedingung ist aber auch hinreichend. Sei dazu y € Y. Nach Ubung 4.9 ist
Y wegzusammenhangend. Sei ¢ ein Weg ¢ von yy nach y. Dann ist f o c ein Weg
von f(yo) = zo nach f(y). Nach Korollar 4.6 gibt es genau einen Lift o von foc
mit 0(0) = zo. Wir setzen g(y) := o(1).

1) g ist wohldefiniert: Falls ¢ ein weiterer Weg von yo nach y ist und & der
Lift von f o ¢ mit (1) = (1), so ist o * 5~ der Lift von fo (c*¢™'). Nun ist
¢+ ¢! eine Schleife in yo, und nach Voraussetzung ist das Bild von fy im Bild
von py. Daher gibt es eine Schleife oy : I — E in zy, so dass ¢; := poo; und
co := fo(c*c 1) eigentlich homotop sind. Sei H eine eigentliche Homotopie von
co nach ¢;. Nach Korollar 4.7 existiert ein Lift H von H mit H (0,0) = zo. Nach
Korollar 4.3 ist H eine eigentliche Homotopie zwischen dem Lift oy von ¢g mit
00(0) = zo und o;. Also ist 6(1) = (1) und daher g wohldefiniert.

2) g ist Lift von f: Nach Konstruktion gilt pog = f und g(yo) = 2z0. Zu zeigen
bleibt die Steigkeit von g. Sei dazu y; € Y und ¢ ein Weg von gy nach ;. Sei o
der Lift von focmit 0(0) = zy. Dann ist g(y;) = o(1). Sei U eine Umgebung von
f(y1) in X, die von p gleichmassig iiberlagert wird, p~(U) = UaeaU, wie oben.
Sei v € A der Index mit g(y1) € Uy, und sei 7 : U — U, die Umkehrabbildung
von p : U, — U. Weil f stetig und Y lokal wegzusammenhangend ist, gibt es
eine wegweise zuzsammenhdngende Umgebung V' von y; in Y mit f(V) C U. Zu
y € V sei ¢, ein Weg von y; nach y. Dann ist ¢ x ¢, ein Weg von yy nach y € V
und o * (7 o f oc¢,) der Lift von f o (¢ * ¢,) mit Anfangspunkt z,. Also folgt
g(y) = 7(f(y)) fir alle y € V, daher ist f stetig. O
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4.2. Existenz von ﬂberlagerqngen. Falls die Topologie von X nicht allzu
schlecht ist, ist die Existenz von Uberlagerungen eng mit der Fundmentalgruppe
von X verkniipft.

4.11. THEOREM. Sei X zusammenhdangend und lokal wegzusammenhangend. FEs
gebe eine Uberdeckung von X mit einfach zusammenhdngenden, offenen Teil-
mengen. Sei xg € X und G C m(X,xg) eine Untergruppe. Dann gibt es bis auf
Isomorphie genau eine Uberlagerung p : E — X mit E zusammenhingend und
ausgezeichnetem Basispunkt z, € E idber xq, so dass pyg(mi(E, z)) = G ist.

Beweis. Homotopieklassen (rel{0, 1}) von Wegen bezeichnen wir mit eckigen Klam-
mern. Falls ¢ eine Schleife in z ist, so ist nach Definition [¢] € m (X, z9).

Sei 2y die Menge aller Wege in X, die in xy anfangen. Auf )y definieren wir
wie folgt eine ” Aquivalenzrelation:

co~ c1 & co(l) = ¢ (1) und [cp * c;'] € G.

Die Aquivalenzklasse von ¢ € () bezeichnen wir mit [c]g, die Menge der Aquiva-
lenzklassen ist unser Raum FE. Offensichtlich definiert p([c]g) := ¢(1) eine Abbil-
dung p: £ — X.

Fir U C X offen und ¢ € Qp ein Weg mit ¢(1) € U sei (U, c) die Menge der
Aquivalenzklassen in E, die einen Reprisentanten der Form ¢ o besitzen, wobei
o ein Weg in U ist. Wir zeigen jetzt, dass die Mengen (U, ¢) eine Topologie auf
E induzieren, die die entsprechenden Behauptungen des Satzes erfiillt:

1) Die (U, ¢) sind eine Basis einer Topologie auf E: Sei U C X offen, und seien
o, c1 € Qg Wege mit co(1),¢1(1) € U. Falls [¢1]¢ € (U, ¢p) ist, dann gibt es einen
Weg o in U mit ¢; ~ ¢o*0, also mit [co*xoxc; '] € G. Falls dann [c; x0']¢ € (U, ¢1)
ist, so ist ¢; %0’ ~ co*xoxa’, also [c1x0’'|¢ € (U, ¢). Mithin folgt (U, ;) C (U, cp).
Wenn wir die Rollen von ¢y und ¢; vertauschen, so folgt die umgekehrte Inklusion,
also die Gleichheit (U, ¢1) = (U, ¢p). Fiir zwei Mengen (Uy, ¢p) und (Uy, ¢;) und
[c2]a € (Uy, co)N(Uy, ¢1) ist deshalb (UyNUy, c2) C (U, co) N (U, ¢1). Damit folgt
die Behauptung. Wir betrachten E ab jetzt mit der durch die (U, ¢) induzierten
Topologie.

2) Seien cg,c; € €y Wege mit Endpunkt in U. Dann ist entweder (U, c¢y) =
(U, ¢1) oder (U, co) N (U, ¢1) = 0: Sei (U, co) N (U, ¢1) # 0 und ¢ € Qg ein Weg, der
eine Aquivalenzklasse im Durchschnitt reprasentiert. Dann gibt es Wege o¢, 0
in U mit cy % 09 ~ ¢ ~ ¢; % 01, also mit [cy * 0 * 07" * ¢, '] € G. Dann ist aber
co* og *x 0yt ~ ¢y, also (U, co) = (U, ¢;) nach 1).

3) Die Projektion p ist stetig und offen: Sei U C X offen. Dann ist das Urbild
p Y (U) = U(U, ¢), also ist p~*(U) offen in E. Daher ist p stetig. Umgekehrt ist
p((U, ¢)) die Wegzusammenhangskomponente von ¢(1) in U. Diese ist offen, denn
X ist lokal wegzusammenhéngend. Also ist p offen.

4) Sei U einfach zusammenhéngend und offen. Dann ist p : (U, ¢) — U bijektiv:
Weil U wegzusammenhangend ist, gibt es zu jedem x € U einen Weg ¢ in U von
¢(1) nach z. Also ist p surjektiv. Umgekehrt wird jedes Urbild unter p in (U, c¢)
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durch einen solchen Weg ¢ * o reprasentiert. Je zwei Wege o und ¢’ in U von
¢(1) nach z sind aber eigentlich homotop, denn U ist einfach zusammenh&ngend.
Damit folgt ¢ % 0 ~ ¢ * o', daher ist p auf (U, ¢) injektiv.

Damit haben wir bewiesen, dass p : £ — X eine Uberlagerung ist. Mit zp € F
bezeichnen wir die Aquivalenzklasse des konstanten Weges z in X. Dann ist
p(20) = 7o nach Definition von p. Sei nun ¢ € €. Fiir t € I sei ¢; € Qy der Weg
ci(T) = c(tr). Offensichtlich ist ¢ : I — E, &(t) := [c]a, stetig mit ¢(0) = zo und
poc¢ = c. Alsoist ¢ der Lift von ¢ mit Anfangspunkzt z,. Falls ¢ Schleife in ¢
ist mit [¢] € G, so ist ¢ ~ xp, also ¢(1) = zp. Daher ist G im Bild von py. Falls
umgekehrt ¢ Schleife in zy ist und ¢ = p o ¢, so ist ¢ Schleife in xy und ¢ ist der
Lift von ¢ mit Anfangspunkzt zo. Damit stimmt ¢ mit dem eben konstruierten
Lift tiberein, also ist [¢]g = ¢(1) = zp, mithin ist [] € G.

Sei p' : E' — X eine weitere Uberlagerung, 2, € FE' ein Basispunkt und
Pu(mi(E', 25)) = G. Dann gibt es nach Theorem 4.4 eindeutig bestimmte Lifte
f:E— E vonpund f': E' — E von p/ mit f(zy) = 2{, und f'(2{) = 2. Dann
gilt p'o(fof)=p/,po(fiof) =p, (f'of)(20) =z und (fo f')(21) = z1. Wieder
mit Theorem 4.4 folgt, dass die Kompositionen f o f’ und f’ o f die jeweiligen
identischen Abbildungen sind, denn diese sind entsprechende Lifte. U

4.12. BEMERKUNGEN. 1) Mannigfaltigkeiten der Dimension n kénnen mit offe-
nen Teilmengen tiberdeckt werden, die homoomorph zu R" sind. Daher erfiillen
zusammenhangende Mannigfaltigkeiten die Voraussetzungen an die Topologie.
2) Eine etwas allgemeinere Version des Satzes wird in [Sp] bewiesen.

4.3. Eindeutigkeit von Uberlagerungen. Seien p: £ — X und p' : B/ — X
Uberlagerungen. Ein Morphismus von E nach E’ ist eine stetige Abbildung
f: E — E mit p o f = p. Die iiblichen Varianten Iso-, Endo- und Au-
tomorphismus tibernehmen wir sinngemafl. Automorphismen nennt man auch
Uberlagerungstransformationen. Zu einer gegebenen Uberlagerung bilden diese
zusammen mit der Komposition eine Gruppe.

4.13. LEMMA. Sei f : E — E' ein Morphismus. Falls E' wegzusammenhdngend
ist, so ist f Uberlagerung.

Beweis. Surjektivitat von f folgt aus Korollar 4.6. Der Rest ist klar. U

Ab jetzt sei X zusammenhéngend und lokal wegzusammenhéngend. Wir betrach-
ten Uberlagerungen p : £ — X mit zusammenhéngenden E. Weil Uberlage-
rungen lokale Homéomorphismen sind, sind die Uberlagerungsraume E ebenfalls
lokal wegzusammenhangend, also auch wegzusammenhangend.

4.14. SATZ. Sei p : E — X Uberlagerung mit E und X zusammenhingend und
lokal wegzusammenhdingend. Seien xg € X und zy,2, € p~'(xg), und sei G =
pu(m(E, 20)) C m(X,x0). Seicy: I — E ein Weg von zy nach z; und ¢ = pocy.
Dann ist py(m(E,z1)) =[] - G - [c].
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Beweis. Die Abbildung i., : m(FE,21) — m(FE, 20) ist ein Isomorphismus, siehe
Satz 3.9. Ferner ist py o i;l =i_' o py. Damit folgt

pu(m(E, 21)) = (pg 0 i) (m(E, %))
= (i; ' opy)(m(E, 20)) = [ - G- [c]. O

4.15. THEOREM. Sei p : E — X Uberlagerung mit E und X zusammenhdingend
und lokal wegzusammenhdngend. Seixg € X, 29 € p~(x0) und G = py(m(E, 20)).
1) Seicy: I — E ein Weg von zy nach z; € p~ (o) und ¢ = pocy. Dann gibt es
genau dann eine Uberlagerungstmnsformation f:E— E mit f(z0) = 21, wenn
[c] im Normalisator N von G in m (X, zo) enthalten ist.

2) Die Abbildung, die [] € N die Uberlagerungstransformation zuordnet, die z
i den Endpunkt des Lifts ¢y von c abbildet, der in zy startet, induziert einen

Isomorphismus von N/G auf die Gruppe der Uberlagerungstmnsformatzonen von
p: E— X.

Beweis. 1) Sei f : E — F eine Uberlagerungstransformation mit f(z) = z, also
ist po f = p. Weil f ein Hom6omorphismus ist, ist fu(m(E, 20)) = m1(E, 21).
Mit Satz 4.14 folgt
G = pp(mi(E, %)) = (pg o f4)(m(E, %))
=py(m(E,z1)) =[G [d,

mithin ist [c] im Normalisator N von G. Falls umgekehrt [¢] im Normalisator von
G enthalten ist, dann ist p(m(E, 2z1)) = G nach Satz 4.14. Nach Theorem 4.10
gibt es dann eine stetige Abbildung f : F — E mit po f = p und f(z9) = 21.
Wenn wir noch die Rollen von zy und z; vertauschen und ¢ durch den inversen
Weg ¢! ersetzen, dann erhalten wir mit demselben Argument, dass eine stetige
Abbildung f" : EF — F existiert mit po f = p und f'(z;) = z,. Dann ist
po(fofy=p=po(fof)und (f of)(z) = 2o beziehungsweise (fo f')(z1) = 21.
Mit Satz 4.2 folgt, dass f’ o f und f o f’ die identische Abbildung von E sind.
Daher ist f ein Hom6omorphismus, also eine Uberlagerungstransformation.

2) Seien ¢y und ¢; Wege in £ mit Anfangspunkt zp und mit z; = ¢1(1), 29 =
co(1) € p~ (o). Seien f; und f, die Uberlagerungstransformationen, mit f;(z) =
zy und fo(29) = z2. Dann ist ¢3 := ¢1 % (f1 0c) der Lift der Schleife (pocy) * (pocs)
in xg, der in 2y startet. Nach Definition ist (f1 o f2)(z0) = fi(z2) = c3(1).
Die Zusammensetzung der Schleife (p o ¢;) mit der Schleife (p o ¢3) entspricht
damit der Komposition f; o fy der Uberlagerungstransformationen f; und fs.
Damit erhalten wir einen surjektiven Homomorphismus N — T, wobei T die
Gruppe der Uberlagerungstransformationen sei. Der Kern besteht genau aus den
Homotopieklassen [c] € 71 (X, ), so dass der Lift von ¢, der in zj startet, auch
in z, endet. Mit anderen Worten, [c| liegt im Bild G von m(E, 29) unter px. O

Eine Uberlagerung p : £ — X mit £ und X zusammenhéngend und lokal
wegzusammenhéngend heisst normal, wenn py (7 (E, 29)) normal in 7 (X, z¢) ist
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fiir ein Paar oder, aquivalent dazu, alle Paare von Punkten zp € F und g € X
mit p(2o) = .

4.16. KOROLLAR. Seip : E — X Uberlagerung mit E und X zusammenhdingend
und lokal wegzusammenhdangend. Sei zy € E und Ty = p(z0) € X. Dann ist p
genau dann normal, wenn zu allen z, € p~*(xo) eine Uberlagerungstransformation
f wvon p existiert mit f(z9) = z1. Falls p normal ist, dann ist die Gruppe der
Uberlagerungstransformationen isomorph zu m (X, z0)/pu (71 (E, 20)). O

Eine ﬂberlagerung p : E — X mit zusammenhéngendem FE heisst universell,

wenn es zu jeder Uberlagerung p’ : F/ — X mit zusammenhéngendem E’ einen
Morphismus f : E — E’ gibt.

4.17. THEOREM (Universelle Uberlagerung). Sei X zusammenhdngend und lokal
wegzusammenhingend, und sei zo € X. Es gebe eine Uberdeckung von X mit
einfach zusammenhingenden, offenen Teilmengen. Dann ist eine Uberlagerung
p : E — X mit einfach zusammenhangendem E universell. Die Gruppe der

Uberlagerungstransformationen ist isomorph zu m (X, xo) und gleichmdachtig mit
dem Urbild p~ (o). O

Nach Theorem 4.11 gibt es unter den Voraussetzungen von Theorem 4.17 Uberla-
gerungen p : F — X mit einfach zusammenhangendem F.

4.18. BEISPIELE. 1) Der Kreis S! ist zusammenhingend und lokal wegzusam-
menhingend. Fiir z € S' ist Uy = S'\ {£z} eine Uberdeckung von S* mit
einfach zusammenhangenden, offenen Teilmengen. Daher ist exp : R — St die
universelle Uberlagerung. Die Uberlagerungstransformationen sind genau die
Verschiebungen in R um ganze Vielfache von 27. Daher ist die Fundamental-
gruppe von S' isomorph Z. Es folgt, dass die Fundamentalgruppe des Torus
T" = (S')" isomorph zu Z" ist.

2) Sei R"* = {(zg,...,2,) | i € R}. Zux € R"™\ {0} sei [z] die von z
aufgespannte Gerade. Die Menge dieser Geraden nennen wir projektiver Raum,
geschrieben RP™. Mitgeliefert wird eine kanonische Abbildung p : S™ — RP",
némlich x — [z]. Jede der Geraden [z] trifft die Sphére S™ in genau zwei Punkten,
einem Paar von Antipodenpunkten. Also bestehen Urbilder von Punkten jeweils

aus genau zwei Punkten.
Zu 0 <i<mnsei U, ={[z] € RP"|x; # 0}. Dann ist die Abbildung

fi:Ui%Rna [x]'_)l(‘rm---7xi—1axi+17"'axn)a
wohldefinert und bijektiv. Es gibt genau eine Topologie auf RP™, so dass die
fi Homoomorphismen sind. In dieser Topologie ist RP™ zusammenhéngend und
lokal wegzusammenhangend. Die Mengen U; sind dann offen, einfach zusam-
menhangend und tiiberdecken RP". Ferner sind die U; gleichmassig iiberlagert,
also ist p eine Uberlagerung. Fiir n > 2 ist S” einfach zusammenhéngend. Alle
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Voraussetzungen von Theorem 4.17 sind damit erfiillt, also ist die Fundamental-
gruppe von RP™ fiir n > 2 isomorph zu Z/2.

4.4. Gruppenwirkungen. Sei G eine Gruppe und E ein topologischer Raum.
Eine Abbildung w : G x E — FE heisst Wirkung von G auf E, wenn gilt:
1) w(g,-): E — E ist stetig fiir alle g € G;
2) w(e, ) = idg fir das neutrale Element e € G;
3) w(gh,-) =w(g,-) ow(h,-) fir alle g, h € G.
Die Anforderungen 2) und 3) implizieren, dass die Abbildungen w(g, -) fiir alle
g € G Homoéomorphismen von E sind. Genauer folgt, dass w(g™,-) = w(g, )"
ist fiir alle g € G. Statt der etwas umsténdlichen Notation w(g, z) schreibt man
in der Praxis kurz und biindig gz. Die Regeln 2) und 3) schreiben sich dann
einfach als ez = z und (gh)z = g(hz). Zu z € FE nennen wir Gz := {gz | g € G}
die Bahn von z unter G. Mit G\ E' bezeichnen wir den Raum der Bahnen.

Sei X ein Hausdorffscher Raum und w : G X F — E eine Wirkung. Wir nennen
w eigentlich diskontinuierlich, falls es zu jedem z € E eine Umgebung U gibt, so
dass gU N U # ) nur fiir endlich viele g € G ist. Die Wirkung heisst frei, falls
aus gz = z fiir ein z € F folgt, dass g das neutrale Element von G ist.

4.19. SATZ. Ser X ein Hausdorffscher Raum.

1) Sei B — X eine Uberlagerung. Dann wirkt die Gruppe der Uberlagerungs-
transformationen frei und eigentlich diskontinuierlich auf E.

2) Sei G x E — E eine freie und eigentlich diskontinuierliche Wirkung von G
auf E. Dann gibt es auf dem Raum X = G\FE der Bahnen genau eine Topologie,
so dass p : E — X eine Uberlagerung ist mit G als Gruppe der Uberlagerungs-
transformationen. [
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